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Affidatomi  nel  novembre  1837  1*  onorevole 
incarico  d’insegnare  il  Calcolo  Sublime  nella 
Pontificia  Romana  Università,  pensai  a formare 
un  corso  di  lezioni  tali,  che  senza  nulla  contener 
di  superfluo,  potessero  fornire  a coloro,  i quali 
frequentano  la  mia  scuola,  le  cognizioni  oppor- 
tune per  agevolare  ad  essi  la  lettura  delle  Ope- 
re de’più  illustri  geometri  de’nostri  tempi.  Ne 
eseguii  ben  presto  una  prima  redazione,  la  quale 
per  altro  non  volli  pubblicare,  se  prima  non  le 
avessi  recate  quelle  modificazioni , che  V espe- 
rienza dell’  insegnamento  mi  avrebbe  potuto 
suggerire.  Facendo  ora  veder  la  luce  ad  alcuni 
de’  miei  scritti , i quali  contengono  il  Calcolo 


VI 


differenziale  non  credasi,  già  clic  io  li  stimi  tali, 
quali  avrei  desiderato  presentarli  al  pubblico: 
ben  conoscendo  le  molte  imperfezioni  dei  me- 
desimi avrei  tardato  ancor  qualche  anno  a stam- 
parli, se  a ciò  non  mi  avessero  costretto  gravi 
ragioni,  che  qui  sarebbe  superfluo  esporre. 

Qual  sia  l’ordine  dell’Opera,  e quali  le  teo- 
riche, che  più  diffusamente  ho  trattato  nel  Cal- 
colo differenziale,  apparirà  facilmente  a cliiun- 
que  dia  una  rapida  occhiata  alla  tavola  delle 
materie.  Avendo  adottato  il  metodo  già  noto 
dei  limiti,  e degli  infinitamente  piccoli  ; per 
istabilire  in  generale  i principii  del  Calcolo  dif- 
ferenziale, come  quello  che  ora  riconoscesi  il  più 
semplice  ed  il  più  rigoroso,  è facile  il  prevede- 
re , che  ho  dovuto  profittare  più  volte  di  dif- 
ferenti teoriche  , le  quali  trovansi  esposte  nel 
Corso  di  Analisi , nel  Calcolo  differenziale  , e 
nelle  applicazioni  geometriche  dell’ illustre  sig. 
Cauchy.  Ho  credulo  necessario  di  rammentare 
in  una  introduzione  i principii  di  alcune  teori- 
che algebriche  , le  quali  più  strettamente  con- 
ncttonsi  all’analisi  infinitesimale;  e poiché  la  de- 
rivazione delle  funzioni  dipende  immediatamen- 
te dalla  ricerca  dei  limiti , verso  i quali 
vergono  le  espressioni 


SOIl  7 
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(1  -H  7) 
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con- 
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per  valori  della  variabile  2 continuamente  de- 
crescenti , ho  stimato  diversi  istituire  una  tal 
ricerca  nella  massima  generalità;  cioè  prenden- 
do per  « un  infinitesimo  qualunque,  o reale,  od 
immaginario.  Determinati  in  tal  modo  i limiti 
dei  rapporti  indicati  (il  che  era  già  stato  da  me 
fatto  in  una  Memoria  pubblicata  nel  1 84 1 ),  con 
molta  facilità  e brevità  si  ottengono  le  regole 
della  differenziazione  delle  funzioni  di  una  va- 
riabile immaginaria. 

Fra  le  applicazioni  sì  analitiche,  che  geome- 
triche delle  teoriche  spettanti  al  Calcolo  diffe- 
renziale, ho  scelto  quelle,  le  quali  mi  sono  sem- 
brate poter  riuscire  di  maggior  utilità  nel  Calco- 
lo integrale,  c nella  Meccanica.  Così  nelle  appli- 
cazioni geometriche  a due  coordinate,  ho  credu- 
to dover  esporre  con  qualche  estensione  le  dif- 
ferenti importanti  proprietà  di  due  curve  del 
quart’ ordine, conosciute  sotto  il  nome  di  Ellissi 
del  Cassini , e Lemniscata  di  Bcrnoulli.  La  co- 
gnizione di  tali  proprietà  trovasi  di  gran  van- 
taggio, allorché  trattasi  d’ interpretare  geome- 
tricamente le  belle  formole  dimostrate  nella 
teorica  dei  trascendenti  Ellittici,  nata  per  ope- 
ra del  conte  di  Fognano , sviluppata  da  Eulero , 
da  Landcn  , da  Lagrange  , e da  Legendre  ; 
recata  poi  a tanta  altezza  pei  successivi  lavori 
dell’ illustre  A bel  di  Cristiania  , c del  sommo 
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geometra  sig.  Jacobi.  Ho  cercato  di  dare  alle  di- 
mostrazioni dei  teoremi  fondamentali  un  tale 
sviluppo  , da  non  lasciare  alcun  dubbio  nelle 
menti  dei  giovani  lettori.  Allorché  ho  conosciu- 
to più  vie,  le  quali  simultaneamente  interessas- 
sero per  giungere  al  medesimo  risultato , non 
ho  lasciato  d’  indicarle  tutte  : persuaso  che 
in  un  libro,  destinato  all’istruzione,  molte  cose 
possono  aver  luogo,  le  quali  altrove  si  giudiche- 
rebbero superflue.  Mi  sono  studiato  in  quanto 
era  da  me  di  dare  al  mio  stile  chiarezza,  e pro- 
prietà. Che  se  malgrado  i miei  sforzi  queste 
doti  essenziali  del  linguaggio  scientifico  troppo 
spesso  si  desiderassero  nel  mio  libro;  di  un  tal 
difetto,  e di  tutti  gli  altri  che  si  troveranno  in 
esso,  mi  verrà  dato,  io  spero,  un  cortese  per- 
dono da  coloro,  i quali  conoscono  le  difficoltà 
gravissime,  che  s’incontrano  da  chiunque  im- 
prenda di  esporre  in  un  trattato  elementare  i 
principii  di  una  scienza. 
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NOZIONI  PRELIMINARI 

AL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 


Delle  Variabili j e dei  loro  limiti } delle  quantità  infinitamente 
piccole , delle  differenti  specie  di  funzioni , delle  serie 
convergenti  , o divergenti , dei  medii  fra  quantità 
date:  Proprietà  dei  limiti , e delle  quantità 
infinitamente  piccole . 


Lì 

esposizione  dei  principii  del  calcolo  differenziale 
richiedendo  la  cognizione  di  alcune  teorie  dedotte  dalla 
semplice  analisi  algebrica , sarà  necessario  qui  di  pre- 
sentare un'indicazione  sommaria  con  scegliere  quelle  che 
hanno  un  legame  più  intimo  con  il  calcolo  differenziale 
e sue  applicazioni;  tale  è l’oggetto  che  ci  proponiamo 
in  questi  preliminari,  riserbandoci  per  ora  la  considera- 
zione delle  quantità,  ed  espressioni  reali.  Dovendo  con- 
cepire le  quantità  destinate  a ricevere  aumenti , o de- 
crementi vien  subito  una  distinzione  delie  quantità  va- 
riabili dalle  quautità  costatili,  in  modo  che  una  quantità 
dicesi  variabile , se  può  ricevere  successivamente  diffe- 
renti valori  gli  uni  dagli  altri,  all’opposto  si  chiama  quan- 
tità costante  quella  che  non  può  ricevere  che  un  valore 
fisso,  e determinato;  cosi  per  esempio  nel  circolo,  nelle 
linee  del  second’ordine,  . le  coordinate  dei  punti  sono 
altrettante  variabili,  il  raggio,  gli  assi,  il  parametro  sono 
costanti  nelle  medesime  curve. 


1 


2 


2.°  Quando  i valori  successivamente  attribuiti  ad 
una  medesima  variabile  si  accostano  indefinitamente  ad 
un  valore  fisso,  in  modo  da  poterne  assegnare  una  dif- 
ferenza sempre  miuore,  allora  l’ultimo  valore  si  chiama 
il  limite  di  tutti  gli  altri:  fin  dairaritmetica  si  sa  che  un 
numero  irrazionale  non  è altro  che  un  limite  delle  di- 
verse frazioni,  che  danno  i valori  di  più  in  più  appros- 
simati: in  geometria  la  superficie  di  un  circolo  è il  li- 
mite verso  il  quale  convergono  le  superficie  dei  poligo- 
ni regolari  iscritti,  quando  il  numero  dei  Iati  cresca  in- 
definitamente, c son  cogniti  su  quest’oggetto  gli  artifizi 
usati  da  Archimede  dei  quali  si  prevalse  in  seguito  an- 
che per  la  quadratura  della  parabola  ; così  pure  gli  as- 
sintoti  sono  i limili  delle  curve  alle  quali  appartengono. 
L’indicazione  del  limite  verso  il  quale  converge  una  va- 
riabile verrà  data  per  l’abbreviazione  lim.  posta  avanti 
la  variabile.  Spesse  volte  accade  che  i limiti  verso  i quali 
convergono  l’espressioni  variabili  si  presentano  sotto  una 
forma  indeterminata,  e contuttociò  non  mancano  parti- 
colari artifizi,  mediante  i quali  si  possono  ottenere  i veri 
valori  di  questi  medesimi  limiti , tali  sarebbero  le  due 
espressioni  variabili 


scn  d 
d 


( 1 -t-  d ) 


l * 

a 


che  si  presentano  sotto  la  forma  — , 1~°°  , quando 

o 

d converge  verso  Io  zero  ; la  determinazione  di  questi 
due  limiti  oltre  di  essere  rimarcabile  per  semplice  fatto 
analitico  serve  nel  medesimo  tempo  di  fondamento  per 
la  differenziazione  delle  quantità  variabili,  c quindi  per 
scuoprire  delle  regole  generali,  con  le  quali  si  tolga  qua- 
lunque indeterminazione  , che  si  presenti  in  qualsiasi 
espressione,  per  i valori  particolari  delle  variabili, 


3.*  Ed  infatti  per  valori  numerici  piccolissimi  di  oc 
si  ha  l’ineguaglianza 


sen  oc 
. sen  oc 


sen  oc 
oc 


sen  oc 
tang  oc 


sen  ol 

quindi  il  rapporto compreso  fra  i due  valori 

oc 

sen  a sen  a ..... 

= 1 , e =3  cos  oc , dei  quali  il  pn- 

sen  oc  tang  oc 

mo  serve  di  limite  al  secondo , avrà  esso  stesso  l’unità 
per  limite,  e si  scriverà 


# 


lim. 


sen  oc 
oc 


Si 


dalla  quale  si  ha  ancora 


* sena 

lini 


oc  cos  oc 


lim^ 


a 


ed  insieme 


..  2sen  oc 

lim = 1 

2« 


cioè  il  limite  verso  il  quale  converge  la  corda  all’arco 
nel  circolo  è sempre  eguale  all’unità  : questa  proprietà 
del  circolo  non  è che  una  conseguenza  particolare  di  una 
proposizione  più  generale , la  quale  si  verifica  in  una 
curva  qualunque,  vale  a dire  che  il  limite  verso  il  quale 
converge  la  corda  all’arco  per  valori  nulli  dell’  arco  è 
eguale  all’unità  : ciò  si  proverà  nell’applicazione  del  cal- 
colo alla  geometria. 

4.°  Passiamo  ora  alla  ricerca  del  limite  verso  il  qua- 


4 


\ 


x 

le  converge  il  binomio  ( 1 -f-  oc  )*  per  valori  piccolissi- 
mi di  oc.  Supponghiamo  primitivamente  oc  positivo,  e della 

r 1 . . 

forma  — , ove  m sarà  un  numero  intero  variabile  e 

m • 

suscettibile  di  un  accrescimento  indefinito,  si  avrà  per 
la  regola  del  binomio  di  Newton  per  un  numero  inte- 
ro, e positivo  , 


<1 + -^)"= , + 1 + ~(i 

■♦■TFiO-sr)  Ot»)’1""* 

+ ÌT2.3~»  0 ~i)  0 ~è)  ”•  0 - 


(m—  1) 


m 


) 


Convergendo  oc  verso  le  zero  , Io  stesso  succederà  dei 

tèrmini  , — ....  per  cui  nel  limite 
m m 


i 

,C» 


lim  (1  -+-  «)  — 2 -f — - — — -+-  — — r 

1 . z 1 .1 . 3 


1 

1 .2.3.4 


e siccome 


1 

772 


0,5 


1 . 


1.2.3 


1 

0 , 16666  «=0,04166 

* 1. 2.3.4 


» 

così  sommando  queste  frazioni  verrà  approssimativamen 
te  per  oc  positiva 

x 

« 

lim  ( 1 «+■  a.)®  =2,  7182  .... 


t 


5 

t 

Questo  numero  che  si  presenta  continuamente  nell’ana- 
lisi infinitesimale  è stato  convenuto  di  notarlo  per  la  let- 
tera e,  e si  scriverà 

♦ 

* • > 

i 

lim  ( 1 -f-  oc  )a  = e 


1 logaritmi  calcolati  in  questo  numero  preso  per  base  si 

chiamano  Neperiani  od  anche  iperbolici. 

5.°  Supponiamo  ora  che  oc  sempre  positivo  non  sia  più 

1 • 1 

della  forma  — , ma  bensì  compreso  il  rapporto  — fra 
m oc 

due  numeri  interi  consecutivi  m ed  n = «+  1 in  mo- 
do che  chiamando  s , e due  numeri  variabili  compresi 
fra  zero,  e Punita  si  abbia 


1 

— - = rn  4-  e =>  n — £ 

oc 

te 


allora  è evidente  che  le  tre  espressioni 

► 


")* 


l 


delle  quali  le  prime  due  comprendono  la  terza  conver- 
geranno verso  un  medesimo  limite  ed  avvertendo  che 

; i 


sarà 
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ma  per  le  cose  dimostrate 


perciò  ( 1 -4-a)“  convergerà  verso  il  medesimo  limite. 

Sia  infine  a.  una  quantità  negativa,  in  questo  caso 
si  ponga 


1 -4-  a = 


1 

1 -4-/3 


/3  sarà  positivo,  e convergerà  con  a verso  Io  zero,  e4 
avremo  facilmente 


( 1 -4 -flf  ) 
quindi 


i 

oc 


1 "4“^  ( 1 1 1 -4-  P 

O-H/3)  ? «.[(IH-P \T 


i » i -f-  P 


lim  ( 1-4-«  )*  = lim  | ( 1 -4- /3)^ 


I 


lim  (i-t-p) 


Qui  osserveremo  che  presi  i logaritmi  di  un  dato  siste- 


ma nel  binomio  (1  -4 -«)  , c passando  ai  limiti  si  avrà 


lim.  Log  ( 1 -4-  « ) a = lim 


Log  (1+«) 


Log  e 


a 


d’onde  risalterà  anche 
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i i 

Log.  lim  ( 1 -+-  a ) a = lim  Log  ( 1 •+•  a ) * 

d’  onde  se  il  numero  e sia  la  stessa  base  dei  logaritmi 
si  avrà  col  chiamarli  1 semplicemente 

li  J kft*1  ~+~g  > „ 1 

« 

6.°  Quando  i successivi  valori  numerici  di  una  va- 
riabile supposti  piccolissimi  decrescono  indefinitamente 
in  modo  da  divenir  minori  di  qualunque  numero  dato, 
questa  variabile  si  definisce  un  'infinitesimo  od  una  quantità 
infinitamente  piccola;  queste  variabili  hanno  zero  per  li- 
mite, e la  variabile  a considerata  nelle  precedenti  ope- 
razioni gode  di  queste  proprietà.  Sarà  utile  di  osservare 
altro  essere  un  decremento  costante,  altro  essere  un  de- 
cremento indefinito;  la  superficie  di  un  poligono  rego- 
lare circoscritto  ad  un  circolo  decresce  costantemente 
aumentando  il  numero  dei  lati,  ma  non  già  indefinita- 
mente , mentre  ba  per  limite  la  superficie  del  circolo. 
Così  anche  i termini 

_2  2 4 5 6^ 

1 ’ 2’  T * 4 ’ J ’ * * * 

prolungati  indefinitamente  decrescono  costantemente,  ma 
non  già  indefinitamente,  mentre  i successivi  valori  con- 
vergono verso  il  limite  1 . All’opposto  una  variabile  es- 
pressa da  ciascun  termine 

jL  jl  1 _L  1 1 

7 ’ 3 * 7 * 7 * T * T 
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e prolungata  all’infinito  non  decresce  costantemente,  ma 
indefinitamente,  potendo  divenir  sempre  minore  di  qua- 
lunque altro  dato  numero. 

7. °  Se  i successivi  valori  numerici  di  una  variabile 
vanno  sempre  crescendo  in  modo  da  divenir  maggiori  di 
un  qualunque  dato  numero  si  dice  che  questa  variabile 
ha  per  limite  rinfittito  positivo,  e denotato  con  il  sim- 
bolo co  se  si  tratta  di  variabile  positiva,  e Tinfinitò  ne- 
gativo — co  se  si  tratta  di  una  variabile  negativa  ; di 
qui  le  denominazioni  di  quantità  infinita , od  infinitamen- 
te grande;  il  numero  m occorso  nella  ricerca  del  limite 

x 

di  (1  -t-a)*  gode  dell’  enunciate  proprietà.  Qui  pari- 
menti  è utile  di  osservare  a non  confondere  una  varia- 
bile che  cresce  indefinitamente  con  una  variabile  che  cre- 
sca costantemente;  così  per  esempio  la  superficie  di  un 
vf<t-  poligono  regolare  iscritto  ad  un  circolo  dato  costante- 
mente  all'aumentare  del  numero  dei  Iati,  ma  non  già  in- 
definitamente; i termini  poi  della  serie  dei  numeri  na- 
turali 

1,2,  3,  4,  5... 

crescono  costantemente  ed  indefinitamente. 

8. °  Quando  il  rapporto  di  due  quantità  infinitamen- 
te piccole  converge  verso  un  dato  limile  mentre  ciascu- 
na di  esse  converge  verso  Io  zero  allora  il  limite  tro- 
vato si  chiama  V ultima  ragione  delle  due  quantità  infi- 
nitamente piccole,  così  supponendo  a.  infinitesimo,  1 sarà 
Tultima  ragione  sena,  ed  a,  ed  in  un  dato  sistema  di 
logaritmi,  e diverso  da  e,  Log  e sarà  l’ultima  ragione  di 
Log  (1  + a ) ed 

Veniamo  ora  a dire  qualche  cosa  sulla  natura,  e di- 
visione delle  funzioni  di  una,  o più  variabili. 

9. °  Una  quantità  variabile  si  chiama  funzione  di  un’ 
altra  quantità  variabile  che  dicesi  indipendente , se  detcr- 
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minata  questa  rimane  necessariamente  determinata  la  pri- 
ma: così  per  esempio  in  un7  ellissi  determinati  gli  assi, 
il  rimanente  sarà  determinato,  e per  conseguenza  il  pe- 
rimetro , la  superficie , le  distanze  focali  sono  funzioni 
degli  assi  principali:  Neirequazione  di  una  curva  rife- 
rita a due  coordinate,  determinata  che  sia  l’ascissa,  sarà 
completamente  cognita  l’ordinata,  onde  l’ordinata  è fun- 
zione dell’ascissa. 

Una  quantità  variabile  è funzione  di  altre  quantità 
variabili  chiamate  indipendenti  se  per  determinare  la  pri- 
ma è necessaria ,.  e sufficiente  che  sieno  determinate  le 
seconde;  così  per  esempio  in  un  triangolo,  ciascun  an- 
golo, la  superficie  . . . sono  funzioni  dei  tre  Iati  purché 
sieno  determinati.  Inoltre  osservando  che  più  variabili 
possono  essere  unite  fra  loro  per  mezzo  di  un’equazio- 
ne, sarà  lecito  il  concludere  essere  una  qualunque,  fun- 
zione delle  rimanenti.  Le  differenti  specie  di  funzioni  che 
ci  dà  tanto  l’algebra,  che  la  trigonometria  racchiudendo 
altrettante  variabili  indipendenti  sono  funzioni  di  queste 
variabili,  per  cui 

x»1,  log  x , a*  , sen  x , tang  x 
sono  funzioni  della  x 


(cu v by  c )'* , xy  , ax  cos  y -+-  — -f- x2  logy  seni 

c 

« « 

» • 

sono  funzioni  delle  variabili  x,  y od  ar,  y,  z. 

1 0.°  Le  funzioni  poi  di  una,  o più  variabili  si  di- 
vidono in  esplicite , ed  implicite.  Le  prime  sono  quelle  , 
che  trovansi  immediatamente  espresse  per  mezzo  di  que- 
ste stesse  variabili;  all’opposto  sono  le  implicite,  in  que- 
ste ultime  non  vengono  date  che  le  relazioni,  od  equa- 
zioni che  devono  essere  soddisfatte , mentre  rimangono 
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ancora  algebricamente  insolute,  e per  renderle  esplicite 
basterebbe  risolvere  nei  casi  possibili  l’equazioni  che  le 
determinano,  così  in 

L°g  (»)  = * 

« » 

la  y è funzione  implicita  della  x , ed  al  contrario  riso- 
soluta  riguardo  ad  y,  e chiamando  a la  base  dei  loga- 
ritmi si  ha  l’esplicita 

y = ax 

Per  rappresentare  le  funzioni  esplicite  di  una,  o più  va- 
riabili si  sogliono  adoprarc  le  lettere  /,  F,  9,  po- 
ste avanti  la  variabile  o variabili  separate  da  virgole , 
e chiuse  da  due  parentesi,  cioè 

/(*)  . F(x)  , tp(r)  , x(x)  , <p(x)/ 

S y ì z ...) , F(x,  y,  z •••)  i 9(^1  !/i  z •■■) , V.  * •••)•** 

1 1 .°  Inoltre  le  funzioni  di  una  sola  variabile  x si 
dividono  in  semplici,  e composte.  Le  prime  chiameremo 
quelle  che  provengono  da  una  sola  operazione  eseguita 
sulla  variabile  x,  le  seconde  poi  si  chiamano  quelle,  che 
risultano  da  più  operazioni  eseguite  sulla  stessa  varia- 
bile. Le  funzioni  semplici  provengono  si  dall’algebra,  che 
dalia  trigonometria:  la  somma,  la  sottrazione,  la  molti- 
plicazione, la  divisione,  l’elevazione  a potenza,  1’  estra- 
zione di  radici,  la  formazione  degli  esponenziali,  e dei 
logaritmi  appartengono  all’  algebra  : le  funzioni  seno , c 
coseno  appartengono  alla  trigonometria  quindi  chiaman- 
do a una  quantità  costante  ed  x la  variabile , tutte  le 
funzioni  semplici  si  ridurranno  alle  seguenti 

a 4-  x , a — x , ax  , — , xa  , ax  , Log  x , log  oc 

x 

seu  x , oos  x , are  scn  x , are  cos  x 
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ove  non  tralascieremo  di  notare  che  mediante  la  rela- 
zione scnax  •+•  cosax  =1,  basterebbe  annoverare  soltan- 
to sen  x per  funzione  semplice,  ma  per  il  continuo  uso 
di  queste  linee  sarà  utile  di  includere  ambedue. 

Le  funzioni  composte,  che  sono  il  risultato  di  piu 
operazioni  saranno  funzioni  di  funzioni  tali  sarebbero 

sen  a?*  , log  sen  x. 

Al  cune  delle  funzioni  composte  si  sogliono  chiamare  an- 
che algebriche , ed  è stato  convenuto  di  dare  un  tal  no- 
me a quelle,  che  provengono  dalle  prime  operazioni  del- 
l’algebra, vale  a dire  la  somma,  la  sottrazione,  la  mol- 
tiplicazione, la  divisione,  1’  elevazione  a potenze  ad  es- 
ponenti cogniti;  si  chiameranno  per  conseguenza  funzio- 
ni esponenziali , o logaritmiche  quando  variabili  sono  gli 
esponenti  nelle  funzioni,  o queste  racchiudono  dei  loga- 
ritmi. 

1 2.°  Le  funzioni  algebriche  si  dividono  in  funzioni 
razionali , e funzioni  inazionali  ; le  prime  non  ammetto- 
tono  che  esponenti  interi  nella  variabile  , e si  chiama 
funzione  intera  un  polinomio  della  forma 

A -1-  Bx  + Cx*  . • . 

ed  insieme  funzione  frazionaria , o funzione  razionale  il 
rapporto  'di  due  funzioni  intere  o di  due  polinomi  si- 
mili. Una  funzione  intera  di  primo  grado 

A -4-  Bx 

si  chiama  eziandio  funzione  lineare , mentre  in  geometria 
rappresenta  l’ordinata  di  una  linea  retta  : le  seconde  poi, 
cioè  le  irrazionali  vengono  constituite  da  qualunque  al- 
tra funzione  ove  non  gicno  formate  operazioni  di  ioga- 


12 

ritmi  di  esponenti  variabili,  ed  anche  di  trigonometria. 
Infine  le  funzioni  che  ci  dà  la  trigonometria  si  chiama- 
no funzioni  trigonometriche , o circolari.  Tutto  ciò  che  ab- 
biamo detto  per  le  funzioni  di  una  sola  variabile  si 
estende  senza  difficoltà  per  le  funzioni  di  un  numero  qua- 
lunque di  variabili,  e che  per  brevità  tralascieremo  di 
sviluppare. 

13.®  Le  quantità  infinitamente  piccole  ci  conduco- 
no a dire  qualche  cosa  sulla  continuità,  e discontinuità 
delle  funzioni,  e che  può  ridursi  a quanto  segue 
Sia 

y=Ax) 

una  funzione  di  una  sola  variabile  x , se  si  chiami  h 
un'incremento  qualunque  delia  x o finito  anche  esso,  od 
infinitesimo,  il  corrispondente  incremento  della  funzione 
sarà 

f(x  -h  h)  —f(x) 

Ciò  posto  si  dirà  che  tf\x)  è una  funzione  continua  del- 
la x entro  due  dati  limiti  della  medesima,  se  fra  que- 
sti limiti  le  due  differenze 

h , J\x  4-  h)  — J\x) 

sieno  simultaneamente  infinitesime , o ciò  che  torna  Io 
stesso,  quando  fra  due  dati  limiti  della  x conservando 
la  funzione  costantemente  un  valore  finito  , e determi- 
nato , ad  un  incremento  infinitamente  piccolo  della  va- 
riabile indipendente  corrisponda  un  incremento  infinita- 
mente piccolo  della  funzione.  Per  mostrare  alcune  ap- 
plicazioni sieno  le  due  funzioni 


y = sen  x , 


daranno  evidentemente 
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sen  (x  -h  h)  — sen  x = 2 sen  | h cos  ( x -+■  J h ) 
a***7*  — ax  = ax  (a*  — 1 ) 

e siccome  per  h = o convergeranno  verso  lo  zero  le  due 
differenze  delle  funzioni,  mentre  qualunque  sia  la  x , ol- 
tre di  annullarsi  sen  | A,  ah  — 1 per  h=  o,  manten- 
gono un  valore  finito  le  due  funzioni  cos  ( x H-.|  h ),  ar 
così  le  due  funzioni  proposte  sen  x , ox  , saranno  con- 
tinue entro  finii uito  positivo,  e l’infinito  negativo. 

Si  prenda  inoltre 


2x  — b — c 


avremo 


m* 


ma 


2ma  4 


2(x-4-à) — b — c 2x  — b — c 


(2x — b — c ) (2a:*+*2  h — b — c) 


quindi  prendendo  per  valore  della  x 


b + c 


la  differenza  della  funzione  converge  verso  finfinito,  e 
per  conseguenza  la  proposta  funzione  non  è continua  en- 


tro i limiti  b , c,  c per  il  valore  x = 


i*+*c 


ci  sarà  so- 


luzione di  continuità : lo  stesso  succede  per  le  due  fun- 
zioni 

, tangx 
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1 1 ) 7T 

Nella  prima  per  x=o,  e nella  seconda  per  x—dtz — 

2 

essendo  n un  numero  intero.  Se  si  riprendano  le  fun- 
zioni semplici  di  sopra  enumerate,  cioè 


a 


a •+•  x , a — x , ax,  — , 

x 


x*  , axt  Log  x 


sen  x , cos  x , are  sen  x , are  cos  x 

saranno  queste  continue  fra  due  limiti  finiti  della  varia- 
bile x , purché  rimanendo  costantemente  reali  entro  i me- 
desimi limiti,  nou  divengano  infinite  nell’  intervallo  dei 
valori  estremi;  dunque  ciascuna  funzione  semplice  sarà 
continua  nella  vicinanza  di  un  valor  finito  attribuito  al- 
la x\  per  le  funzioni 

a + z , a — x , ax  ax , sena?  , cosa: 

% 

questo  valor  sarà  compreso  fra  i limiti  oj  = — >oo , a?=co , 

Per  la  funzione  — fra  i limiti  = — co,  a:  = o od 

x 

anche  fra  i limiti  x = o , x = co  f 

Per  le  funzioni  xa  , Log  x entro  i limiti  x = o , 
x = cp  ; e per  le  due  rimanenti 

• are  sen  x , are  cos  x 

fra  i limiti  x = — 1 , x = 1 . 

Se  l’esponente  a nella  funzione  semplice  xa  sia  espresso 
per  a = r±:  m ( essendo  m un  numero  intero  ) allora  x m 
resta  continuo  nella  vicinanza  di  un  valore  della  x com- 
preso fra  i limiti  j?  = <» , x = — co  e per  xrm  fra  i 
limiti  x =’ — co  x « o,  od  anche  fra  x = o,  x ==»  oo  ; 
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a 

infine  le  due  funzioni  semplici  — , arm  sono  le  sole  che 

X 

divengono  discontinue  per  un  valore  della  x,  compreso 
ncIPintcrvalio  dei  limiti  fra  i quali  le  medesime  funzio- 
ni restano  reali  ; ed  infatti  per  x = o le  due  funzioni 

a 

— , orm 

x 

divengono  infinite,  e quindi  discontinue. 

14.°  Facciamo  un  cenno  sulle  serie  convergenti,  e C izi 
divergenti. 

Un  seguito  indefinito  di  quautità 

, Ua  , ttj  , . . . t#w„i  v.  lj\  ^ 

che  derivano  l’una  dall’altra  secondo  una  legge  data  si 
chiama  serie,  e ciascuna  delle  quantità  ua  , ut  , ...  co- 
stituisce un  termine  della  serie , l’unione  di  essi  saranno 
i differenti  termini,  cosicché  chiamando  sn  la  somma  de- 
gli n primi  termini  si  abbia 

J/i  — “o  + ui  -t-  4-  U3  4-  . . . -4-  u^,. 

Se  per  valori  infinitamente  grandi  del  numero  n la  som- 
ma sn  si  accosta  ad  un  dato  limite  s , la  serie  si  dice 
convergente , e questo  limite  sarà  la  somma  della  serie; 
all’  opposto  se  mentre  n cresce  indefinitamente  la  som- 
ma sn  non  si  accosta  ad  alcun  limite  fisso , la  serie  si 
dirà  divergente , e sarà  priva  di  somma.  Diverse  regole 
esistono  delle  quali  parleremo  in  seguito,  per  riconosce- 
re la  convergenza,  o divergenza  delle  serie:  ci  basterà 
notare  presentemente,  che  prendendo  due  termini  con- 
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sccutivi  , un^t  , 
rapporto 


u,t , la  serie  sarà  convergente  se  il 


u 


n+l 

U„ 


per  valori  grandissimi  di  n converga  verso  an  limito  mi- 
nore dell’unità  (*),  in  modo  che  si  abbia 


u 


lim  < JL 


n. 


Nel  caso  poi  che  si  avesse  lim  = 1 la  serie  po- 

u 

, n 

trà  essere  o convergente,  e divergente  (**). 

t 

La  ricerca  del  limite  del  binomio  (1  -4- a)*  per 
a = o che  abbiamo  fatto  antecedentemente  ci  conduce 
ad  una  serie,  della  quale  si  farà  un  continuo  uso  e che 
da  gran  tempo  ha  meritato  tutta  l’attonzione  degli  ana- 
listi : infatti  chiamando  m un  numero  convergente  verso 
l’infinito,  si  avrà 

d’onde 

1 + m)  =1  + T+U+TXT+"" 


(*)  Cauchy , Cours  d’  Analyse  i8ai.  Idem  Lecons  sur  le 
Calcul  difierentiel  1829. 

(**)  Si  può  consultare  su  quest'oggetto  una  Memoria  del 
sig.  Duhamel  inserita  nel  tom.  4-  del  giornale  del  sig.  Lion- 
ville. 
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la  qual  serie  è convergente  mentre  il  rapporto  dei  ter- 
mini 


cioè 


xn~t'1  xn 

1 . 2 . 3 ...  n . n 4-  1 * 1 . 2 . 3 » . n 

\ ; 


X 


n 4- 


1 


decresce  continuamente  per  valori  di  n sempre  maggio- 
ri in  modo  da  potersi  verificare,  qualunque  sia  x 


..  x 

lim  < 1 

n 4-  1 

Si  chiami  a una  quantità  infinitamente  piccola,  e pon- 
gasi x = m a,  sarà 

(i-t--^)”=  ('+«)• 

quindi 


lim  ( 1 4-  a ) 

i , 

e per  conseguenza 


X 

* =lim 


e* 


lim 


x 3 

1 .2.3 


• •• 


ove  x = 1 riproduce  a = 2 , 71 828  ....  Se  la  x avesse 
ad  essere  negativa,  si  trova  la  serie 


% 
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1 5.°  Più  volte  nella  ricerca  dei  limiti  sono  occor- 
se, ed  occorreranno  in  seguito  delle  quantità  compre- 
se fra  altre  quantità  date,  od  in  altri  termini,  si  sono 
presentate  delle  quantità  per  lo  più  incognite,  e che  dai 
geometri  diconsi  mediti  diverse  proposizioni,  e teoremi 
importanti  si  hanno  sulle  quantità  medie,  delle  quali  di- 
remo brevemente  una  qualche  cosa. 

Se  una  quantità  sia  compresa  fra  la  più  grande,  e 
la  più  piccola  di  quelle  , che  si  considerano  , chiamasi 
questa  un  medio  fra  quelle  : dopo  questa  definizione  è 
evidente,  che  fra  un  numero  di  quantità  ineguali  esiste 
un  infinità  di  medii  ed  è cognito  fin  dagli  elementi  del- 
l’algebra il  medio  si  aritmetico,  che  geometrico;  il  pri- 
mo dei  quali,  se  n rappresenti  un  numero  di  quantità 

a , a , A <,  s , ....  sarà 

♦ 

« ' i //  . ///  ■ 

( i *4—  a + a *4-  a 4“  ••• 

t 

n 

* 

I-  ( 

✓ 

Il  secondo  poi  sarà 


v- 


//  t!f 

aaa  a . 


Ciò  posto  nelle  quantità  ineguali,  ed  espresse  sotto  for- 
ma di  frazione 


la  somma  dei  numeratori  divisa  per  la  somma  dei  de^- 
nominatori,  cioè 

• !.  a “t“  a — r”  fl  -p*  (i  4—  .... 

' . . . t à «4—  è 4“  à *4—  .... 
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sarà  un  medio  fra  , -p-  > pr  » • • • • Nell’  ipotesi  di 

bob 

b = = b"  =» ...  « 1 si  riduce  al  medio  aritmetico  di 

già  indicato. 

Nello  stesso  modo  formando  altrettanti  radicali 


« 

un  medio  fra  questi  sarà  un  nuovo  radicale  del  grado 
b -t-  b'  A"-*-  ...=  b del  prodotto  a a a"  ....  vale  a diro 


Di  più  se  a , a! , a ‘ ' , ...  sieno  quantità  del  medesimo 
segno,  la  funzione 

» » , //  // 

«a+aa  + « a 

sarà  un  medio  fra  le  quantità 

/ / » « 

oa  a a a oc 

# aà  ai  « 6 

ossia  fra  le  medesime 

/ /* 

a a a 

7’  7 ’ ^ 


Nell’ipotesi  di  b =*  b'  =>  b"  *=s  • • • = 1,  allora  è chiaro 
che  la  somma  dei  prodotti  dati  dal  numeratore  sarà 

a a -1-  a a -H  « V7  -+-••=  ( a ■+■  « •+•  a"  -+■  ••  ) A 
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ove  A è un  medio  fra  a , a , a",  ...  Il  valore  di  A è 
molto  utile  nella  ricerca  dei  centri  di  gravità.  Si  porrà 
fino  a queste  brevi  osservazioni  sui  medii  facendo  avver- 
tire che  se  a , b rappresentino  due  valori  di  un’  inco- 
gnita x,  ove  sia  A > a , un  medio  fra  queste  sarà 

flH-0  ( b — a) 

il  numero  Q incognito  verificherà  la  condizione  di  esse- 
re >*  o , e < 1 . 

16.°  Questa  prima  parte  dei  nostri  preliminari  avrà 
termine  coll’indicare  brevemente  alcune  proprietà  dei  li- 
miti, e degli  Infinitesimi.  Più  volte  occorrerà  di  dover 
calcolare  i limiti  di  un  prodotto,  di  un  quoto  di  quan- 
tità, e conviene  premettere  alcuni  teoremi  facili  ad  es- 
sere dimostrali,  cioè  « Che  il  limito  di  un  prodotto  di 
quantità  simultaneamente  variabili  è eguale  al  prodotto 
dei  corrispondenti  limiti  ».  Che  il  limite  di  un  quozien- 
te delle  medesime  variabili  è eguale  al  quoto  dei  loro 
limiti. 

Sicno  infatti  P , Q le  quantità  variabili,  e p,  q i 
loro  limiti,  avremo  per  P , Q i valori 

% 

P = />  + ot  , Q = q -h  fi 
« , fi  , devono  svanire  ai  limiti  ; quindi 
VQ^pq  + pfi-bqct-i-afi 


e passando  ai  limiti 

lim  P Q c=  p q = liru  P . lim  Q 
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Nello  stesso  modo  si  avrebbe  per  il  quoto 


P . a 


Q 


P p + « 

q-h  fi  ' 


q • q 


e passando  ai  limiti 


ita* 


Q q limQ 


Se  di  una  quantità  infinitesima  a,  si  considerano 


Si  diranno  queste,  infinitesime  del  primo,  del  secondo, 
del  terzo  , ed  in  generale  dell’  n*»5*110  ordine  ; di 
qui  se /(a)  svanisca  per  a=o  sarà  essa  un  infinitesi- 
mo  dell’  ordine  neairao  , quando  divisa  per  oc’1  , il  quoto 
converga  verso  una  quantità  k finita,  e diversa  da  zero, 
vaio  a dire  , 


e per  conseguenza  fuori  del  limite  potremo  stabilire 

/(«)  = k ( 1 -+-  e ) 

per  forma  di  un  infinitesimo  dell’ordine  n : il  numero  e 
è anche  esso  infinitesimo , e svanisce  per  oc  = o.  Cosi 
per  esempio  sen  oc , per  valori  piccolissimi  di  oc , è 
un  infinitesimo  di  primo  ordine,  mentre 


le  diverse  potenze 


oc  , a2  > a3 , oc* , ....  od1 


lim 


sen  et 


oc 
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L’espressione  Log  ( 1 + «),  è anche  essa  un  infinite- 
simo di  primo  ordine,  avendosi 


,.m  LogJj_+«) 
/ oc 


= Log  e 


La  funzione 


1 — cos  a — 2 sena  j oc 
sarà  un  infinitesimo  di  second’ordine,  mentre 


Nel  calcolo  differenziale  daremo  delle  regole  per  cono- 
scere subito  l’ordine  di  un  infinitesimo.  Non  solo  da  una 
potenza  di  un  medesimo  infinitesimo  si  rileva  1’  ordine 
del  nuovo  infinitesimo  , ma  anche  dal  prodotto  di  più 
infinitesimi,  cosi  a,  /3  essendo  due  infinitesimi  del  pri- 
mo ordine , il  prodotto  delle  loro  potenze  dei  gradi , 
m,  n,  cioè  ocm  fi11  sarà  un  infinitesimo  dell’ordine  m-t-n; 
come  all’opposto  il  quoto 


sarà  un  infinitesimo  dell’ordine  m — «,  purché  sia  m^>rt. 
Molte  proprietà  e conseguenze  si  potrebbero  dedurre  dai 
diversi  ordini  degli  infinitesimi,  ma  per  brevità  ci  ba- 
sterà indicare  che  se  n,  n\  n ...  sieno  altrettanti  numeri 
interi,  ed  a,  4,  c . . , altrettante  costanti,  e si  formino 
gli  infinitesimi 


a ocn  , 6 ocn 


c or 
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degli  ordini  n , n , n" , ....  l’ordine  del  nuovo  infinite-  * 
simo 

a «'*-+-  A an'  4-  c a'1"  4- ... 

che  proviene  dalla  somma  dei  medesimi , dovrà  desu- 
mersi dal  più  piccolo  dei  numeri  interi  n , n , n"  , .... 

Tutte  le  precedenti  considerazioni  suppongono  sem- 
pre reale  il  corso  delle  variabili  : importando  quindi  di 
conoscere  quali  sieno  i risultati  nel  caso  delle  variabili 
immaginarie  passeremo  alla  seconda  parte  dei  nostri  pre- 
liminari ai  calcolo  differenziale. 

Sopra  le  quantità , od  espressioni  immaginarie , e sui  loro 
moduli.  Limiti  delle  medesime.  Riduzioni  di  alcune 
espressioni  immaginarie  Sulla  convergenza 
o divergenza  delle  serie  immaginarie. 


. 17.°  Quante  volte  in  analisi  s’incontri  un  espressio- 
ne simbolica  della  forma 

04-^1/* — 1. 

ove  a,  b sieno  reali,  si  dirà  questa  xm' espressione  imma- 
ginaria ; la  quale  da  per  se  sola  nulla  significa  non  es- 
sendo altro  che  una  combinazione  di  segni  algebrici.  Due 
espressioni  immaginarie 

a 4-  ó 1^—1  , c-j-dlS—  1 

diconsi  eguali,  se  sono  eguali  le  parti  reali  a,  c fra  lo- 
ro, ed  i coefficienti  b , d di  — 1 , vale  a dire 

% 

a = c , b = d 


c.  n* 
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l’eguaglianza 

a -f-  b [/*  — 1 = c + d \f — 1 

dicesi  Equazione  immaginaria  : due  espressioni  immagi' 
narie 

o + A — 1»  a — b l/* — 1 

si  dicono  conjugate , delle  quali  la  lor  somma  2 a reale, 
la  lor  differenza  2 b \/~ — 1 immaginaria,  ed  il  loro  pro- 
dotto aa  -+•  b2  parimenti  reale.  L’  uso  delle  espressioni 
immaginarie  è di  una  grande  utilità  in  tutti  i rami  del- 
l’analisi matematica,  ed  ognun  sa  che  queste  possono  es- 
sere soggette  all’ordinarie  operazioni  dell’algebra  a gui- 
sa delle  quantità  reali  ; così  conservando  le  regole  che 
si  hanno  per  la  somma,  per  la  sottrazione  e per  la  mol- 
tiplicazione delle  quantità  reali  si  ottengono  da  queste 
tre  operazioni,  nuove  espressioni  immaginarie  ; cioè 

a b[/^- 1 a-f-  b\f-\  = a •+•  a [b~\-b  ) l/"-1 

a — H b^— 1 — (a  ~\-b  1/^—1  ) = a — a -+-  (b — b } l/*-1 

(a-t-òj/*  —1  ) ( d-\-b  \Z" — 1 ) =3  ad — bb'-l-  {ab  — H ba  ) 1/^—1 

Infine  dividere  un’espressione  immaginaria  per  un’  altra 
significa,  trovare  una  terza  espressione  immaginaria  che 
moltiplicata  per  il  divisore  riproduca  il  dividendo;  così 

— 1 _ ( a -M  l/*—  1 ) ( d — b'  [f  — 1 ) 
a-f-  b'  |/* — 1 **  a * -t-  A'2 

ovvero 

a -f-  A [/“ — 1 a a -+-  3 ^ (ai  — fl 

o'-H  b'^  — 1 a'2  -+-  b‘ 3 d 2 -fr-  ó/a 
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1 8.°  Una  qualunque  espressione  simbolica  immagi-  C , / 
naria  gode  della  proprietà  di  potersi  rappresentare  sotto 
la  forma  trigonometrica 

cos  t -+■  — 1 sen  t ) 

essendo  r una  quantità  reale  positiva,  e t un’arco  pari- 
menti  reale,  quindi  avremo  per  la  condizione 

a-hb  l/*  — 1 = r ( cos  IH- 1/'—  1 sen  t) 

d’onde  necessariamente 


dalla  quale 


a = r cos  t , b = r seu  f 


aa  -f-  = ra 


L’  arco  * si  determina  evidentemente  dalle  forinole  tri- 
gonometriche 


cos  t = 


a 

l/*o2  -t-  ’ 

t 


sen  * = 


b 

j/oM^Ta 


le  quali  includono  la  formola  unica 


b sen  t 

— = = tang  t 

a cos  t 


Ove  se  si  rappresenti  per  are  tang  t 1’  arco  compreso 
fra  i due  limiti  — , — ~ é chiaro  che  l’arco  t verifi- 

« Za 

cherà  la  condizione 


t 


b 


n n H-  are  tang— 
a 
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essendo  n un  numero  intero.  Resta  dunque  provato  che 
si  può  soddisfare  a qualunque  espressione  immaginaria 
fl  + i V — 1 per  valori  reali  di  r,  e t in  funzione  di 
a e b. 

La  quantità  r si  chiama  il  modulo  dell’  espressione 
immaginaria,  e t V argomento  : essendo  poi,  come  abbia- 
mo dimostrato , il  modulo  eguale  alla  radice  quadrata 
della  somma  dei  quadrati  dei  due  termini  a , b é evi- 
dente che  se  l’espressione  immaginaria  a 4-  b\f  — 1 si 
riduce  alla  semplice  a reale  per  rannullamcnto  di  6,  il 
modulo  sarà  il  valor  numerico  di  [/a*. 

1 9.  La  teoria  dei  moduli  dell’espressioni  immagina- 
rie è di  un  grand’interesse  nell’analisi  matematica  si  pu- 
ra che  applicala,  e la  combinazione  di  essi  conduce  al- 
cune volte  a proposizioni  utili  , ed  eleganti  , così  per 
esempio  « la  somma  di  più  espressioni  immaginarie  dà 
origine  ad  una  nuova  espressione  immaginaria  della  qua- 
le il  modulo  è sempre  minore  della  somma  dei  moduli 
rispettivi;  ed  infatti  chiamando  R,  e T il  modulo,  e l’ar- 
gomento di  questa  somma  sarà  dalle  formole 

a 4-  b V"  — 1 = r ( cos  < 4- 1/*  — 1 sen  t ) 

o -h  — 1 = r ( cos  t'  4- 1/* — 1 sen  t') 
la  nuova  espressione 

a 4*  b j/” — 1 4“  o 4“  b‘ '[/"  — 1 4“  ••• 

= r cos  1 4-  r cos  t! 4-  . . 4-  (r  sen  1 4-  r sen  *')  l/*-1  4-- 
= R ( cos  T 4-  i/ * • — 1 sen  T ) 

quindi 

Ra=  (r  cos  1 4-  r cos  tf  4-  ..)a  4-  (r  sen  14-  r sen  *'4-»)2 
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ovvero 

11*=  r*  -f-  t'2  -4—  . . “4“  2rr'  cos  ( t — ^)4"  •• 

i ' 

La  qual  quantità  essendo  evidentemente  minore  di 
r2  -f-  r 2 — H . . ■+“  2rr'  -+»  . . = (r  -f-  r -f- ..  )a 


nc  verrà  R < r H-  / -4-  ..  come  si  era  di  già  enunciato. 

Nella  stessa  guisa  moltiplicando  fra  di  loro  un  si- 
stema qualunque  di  espressioni  immaginarie,  si  ottiene 
una  nuova  espressione  immaginaria , della  quale  il  mo- 
dulo è eguale  al  prodotto  dei  moduli,  e V argomento  e- 
guale  alla  somma  degli  rispettivi  argomeuti.  Ciò  si  scor- 
ge dalla  composizione  della  forinola 

( a •+•  b \Z‘— * 1 ) ( a -4“  b‘  j/"  — 1 ) ... 

= rr' ..  (cos  t -4-  l/"-1  sen  t ) ( cos  ( -4-  |/'-1  sen  tf  ) . . . 

e che  mediante  le  forinole  che  esprimono  i seni  e^  coseni 
della  somma  di  archi  si  otterrà 


(a+^- 1 )(a'  + AY-1  ) ( a'  -4-  b*'  [/"  -1  )..  . 


Se  le  espressioni  immaginarie  oltre  essere  m di  numero 
sieno  anche  eguali  fra  loro  per  cui  abbiasi 


v 


ftV ...  (cos  ( t -4- 1 *4- 1 /-4-...)  -f*  t/”— 1 sen  ( t —j—  J 

«=  R ( cos  T -4-  \f-  1 . sen  T ) 


d’onde 

R = rr'r".  . . T = * h- <' -4- *" -4- ... 


// 


a—  a = a 


t —4“  l -4-  t mt 
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o ciò  che  torna  lo  stesso 


R = r™  T = mi 


si  dedurrà  la  formola 


( a 4-  6 1/-1  )m  = r”  ( cos  t 4-  ^-1  sen  * )" 


= r"  ( cos  m t 4- 1^-1  sen  mt  ) 


Di  qui  l’equazione  rimarcabile 

( cos  1 4-  i/'-l  sen  t )m  = cos  m 1 4-  [/* -1  sen  m* 

la  quale  sussiste  per  valori  interi,  e positivi  di  m.  Svi- 
luppando il  primo  membro  mediante  la  formola  di  New- 
ton , c facendo  eguaglianza  fra  le  espressioni  reali , e 
l’immaginarie  si  hanno  i seni,  e coseni  degli  archi  mul- 
tipli espressi  per  le  potenze  dei  medesimi  seni,  e cose- 
ni. È facile  poi  estendere  quest’  ultima  formola  per  m 
frazionario,  e positivo,  per  m negativo  intero,  e frazio- 
nario, ed  in  fine  l’analogia  ci  porta  a concludere  , che 
eziandio  sussista  per  valori  irrazionali  dell’esponente.  Ed 
infatti  considerando  le  due  espressioni  immaginarie 

cos  — — H l/" — i 1 sen  — , cos  1 4-  L/" — 1 sen  t 
m m 

si  vede  che  la  seconda  ò la  potenza  mMÌn,a  della  prima, 
ovvero  la  prima  è la  radice  del  grado  m della  secon- 
da, mentre  per  l’ultima  formola  trovata  si  avrà 


-t-  1 sen  e cos  1 4-  t/"—  1 seu  t 
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dunque  per  valori  frazionari  positivi  dell’  esponente  ri- 
sulterà 


( cos  t •+•  l/* — 1 sen  t ) m = cos  — -+•  — 1 sen 


m 


m 


Nello  stesso  modo  per  valori  negativi  interi , o frazio- 
nari si  ha  primieramente 


( cos  t -4-  — 1 sen  t )■"* 


( cos  f -4- 1/-  1 sen  t )m 


ma  per  quanto  si  è trovato  nell’  ipotesi  di  m intero,  e 
positivo 


« — = =cosml-l/'-1  senni* 

(cos  t -+- 1/^-1  sen  t)m  cos  mt-t-y- 1 sen  mt 

e per  conseguenza 

( cos  i -+-  \f-\  sen  t )~m  = cos  mt  — 1 sen  mi 

In  generale  chiamando  a un  numero  qualunque  irrazio- 
nale, si  concluderà  per  l’analogia 

( cos  t 1 sen  t )«  = cos  a t 1/"-  1 sen  ai 

la  quale  come  si  scorgerà  dal  seguente  parag.  sussiste 
per  valori  positivi  di  cos  t. 

20.°  Si  riprenda  ora  il  valore  dell’arco 

' b 

t = n 7r  -H  are  tang  — 


ove  n sarà  un  numero  intero  positivo:  o negativo;  e nel- 
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l’ipotesi  che  sia  pari  si  potrà  fare 


t — -±:2kn-b  are.  tang  — 

a 


d’  onde  cos  t avrà  un  valore  positivo  J nell’  ipotesi  di  n 
impari  si  avrà 

. b 

t « d=  ( 2k  ■+-  1 ) ir  4-  are,  tang  — 

a 


e quindi  cos  t negativo;  in  qualunque  caso  dovrà  sussi 
sterc  la  formola 

, cosi  seni  1 . 

a b r 

per  cui  ponendo 

b 

t = are  tang  — 

. a 

i 


e supposto  r compreso  fra  — , e 


71  • u 

— - si  ha 

2 


t =3  n 7T  *+•  t 

dunque  se  a è positivo  . 

i f 

a + 6^-i=r  (cos  (t  zfc:  2k  n ) ■+•  — 1 sen  (t  d = 2k  n)^ 

\ i • 

c se  a sia  negativo 

a-\-b  \/~ -1=r  (cos  (xdz  (2A-H)  n )-HA  1 sen  ( rd=  (2M-1)  n 

t 

Ambedue  l’espressioni  si  decompongono  in  altre  per  le 
forinole  dei  seni,  c coseni  delle  somme  e differenze  di 
archi,  e per  la  prima  sarà  evidentemente 

a 4-  b l/-1  = r (cos  t -b  l/*-1  sen  x)  (cos  2A  ir  d=lA-1  sen  2far) 


/ 
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c per  la  seconda 

=r( cost44/'-1  seni)  ^cos(2À«Hl)7ntsen  (2^*4-  1 ) -l) 

mai  dai  valori  delle  linee  trigonometriche  *. 

scn  2kn  = sen  (2*4-1  ) tt  = o , cos  2far  5=  1 , cos  (2A-H  )fl= — 1 
dunque  in  fine  per  a positivo 

a -f.  b — 1 = r (cos  t 4-  — 1 sen  r) 

e per  a negativa  , , 

a + i[/' — 1 ==  — r ( cos  r •+•  l/ — 1 sen  r ) 

Queste  ultime  formolo  giustificano  la  condizione  enun- 
ciala alla  fine  del  precedente  parag.  per  una  potenza  ir- 
razionale deirespressione  immaginaria  di  modulo  egua- 
le aiFunità. 

Nell’analisi  algebrica  si  dimostra  che  una  funzione 
qualunque  semplice,  o composta  è sempre  riducibile  alla 
forma  A + B/ — 1 . Non  potendoci  trattenere  nello  svi- 
. luppo  di  queste  importanti  riduzioni;  ci  limiteremo  sol- 
tanto nei  seguenti  parag.  alla  considerazione  di  quei  casi 
che  sono  collegati  con  la  teoria  dei  limiti  verso  i quali 
convergono  l’espressioni  immaginarie. 

21.  Una  quantità  immaginaria  dicesi  infinitesima  , 
se  infinitesime  sicno  le  variabili  a , fi  con  le  quali  si 
compone,  in  modo  che 

lim  (a 4-  /3  t/* —1  ) = o 
racchiude  necessariamente 


t • 


lim  « = o , 


lim  fi  — o 
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per  le  quali  anche  il  modulo  r convergerà  verso  il  me- 
desimo limite,  ossia 

lim  r = o 


r ? 

/.  vvr, 


All’opposto  l’argomento  t rimane  di  valore  finito  mentre 
ponendosi  sotto  la  forma  indeterminata 

lim  tang  t =-  lim  ~ = — 

a o 


se  si  chiami  t 1’  angolo  corrispondeutc  a questo  limite 
si  dedurrà  semplicemente 


Ciò  posto  diremo  che  spesse  volte  i limiti  verso  i quali 
convergono  l’ espressioni  variabili  immaginarie  si  presen- 
tano sotto  una  forma  indeterminata  , e contuttociò  non 
mancano  dei  particolari  artifizi,  per  mezzo  dei  quali  si 
arriva  ai  veri  valori  di  questi  limiti,  tali  sarebbero 


sen  (a  -+-  — 1 ) 

a -+-  — 1 


(1  4-  a 4-/3  lA-l) 


1 

a 4-  pV  — 1 


che  per  valori  nulli  di  a,  e /3  si  trasformano  in 


o 

o 


e dei  quali  ci  occuperemo  a cominciar  dal  secondo. 

Prendendo  un  limite  già  cognito,  coll’ infinitesimo  oc 
reale  come  si  stabili  al  parag.  14,  cioè 


X 

lim  (1  4-  a)  * =s  c* 


i 

I 
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Si  potrà  senza  alterarne  il  valore  sostituire  a x ia  vece 
della  ^ e si  trova  egualmente 

x 

lim  (1  -t-  otx  ) * = e* 

Questa  forinola  che  sussiste  per  x reale  si  potrà  esten- 
dere per  l’immaginaria  xyf -\  , purché  il  limite  del  pri- 
mo membro  serva  per  indicare  il  senso  da  annettersi  alla 

notazione  , ed  allora  avremo 

X 

lim  ( 1 «4-  « * l/*-1  ) * “ ex^~l 
e fuori  del  limite  scriveremo 


(1  +0  1^-1  )a  = ex^-’  ■+■  I 

I rappresenta  un  infinitesimo  da  svanire  con  a. 
Se  ora  si  sostituisca  « j/'-l  invece  di  a,  ed 


x 


1/-1’ 


in  luogo  della  or,  l’infinitesimo  I seguiterà  a svanire  per 
« =±s  o , quindi  passando  ai  limiti  dopo  queste  sostitu- 
zioni otterremo  - 


lim. (1  + «r j/’-l  )* ^ = e* 


e ponendo  x = 1 si  riduce  a 


lim  ( 1 ^-l  =e 

Questa  formola  dimostra  che  se  invece  della  a reale  si 
sostituisca  l’immagiuaria  -1  , il  limite  dell’  indicato 
binomio  converge  sempre  verso  la  base  dei  logaritmi 
iperbolici. 
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/ /?  * 


\ 


\ 


/ 


Supponiamo  adesso  che  l’ immaginaria  risulti  dalle 
due  parti  a,  e , in  questo  caso  è facile  il  vede- 

re che  il  trinomio 

1 -t-  a -4-  ^l/-1  = (1  "h  oc)  f 1-4"-  ^ — 1^) 

\ 1-4-2  / 

porgerà  col  porre  Tinfinitesimo  reale 


1 -4-  a 


= 0 


la  trasformata 


« , « 

Ora  i fattori  del  secondo  membro  si  potranno  rappre- 
sentare per 

1 

1 


+ i-M‘) 


1 fi 

i -l- 

« 


a 


V-1 


' 1 1 ^V*1  I 0-t-2) 


Passando  ai  limiti  col  fare  « = o,  /3  = o,  e ponendo 
per  brevità 


« = lim 


a 


ed  avvertendo  che  per  valori  reali  di  a,  e 0 

* » t 

1 ‘ 1 


lim  (1  ■+•  a)  a==  e = lim  ( 1 -4-  QiS-1  ^ 
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6Ì  dedurrà 


lim  ( 1 4-  a 


-1  • 

1 " 


quindi  il:  nuovo  limite  che  si  cerca  sarà  ..  , -,  ..m  j 

• • • t • • * 

: . •:  a 


i 1 « 


1 


t « 1 


1 ’ * H/’-l* 


lim  (1  +a  + J+MAÌ 


t 11  » 


la  quale  si  riduce  evidentemente  a 


». 


r ) 

j 


\ - 


lim  ( 1 + « M-  /3  |/-1‘  = e 


come  si  ha  nel  caso  della  variabile  reale.  Al  medesimo 
risultalo  saremmo  giunti  facendo  uso  immediatamente 
del  modulo,  e dell’argomento  dell’espressione  immagina- 
ria « 4-/3  t/'-l.  À 

f 22»  Le  precedenti  ricerche  possono  anche  genera- 
lizzarsi nel  modo  seguente.  Si  riprenda,  la  formola 


lim  ( 1 4-  ax  ) * = t* 


ove  x rappresenta  una  quantità  qualunque  reale,  ed  a 
un  infinitesimo  parimenti  reale  : Tlndicata  formola  sus- 
siste quando  in  luogo  delle  a,  ed  x si  pongono  l’imma- 
ginarie 

«4-/3  iS-i  , x + y i/*-1  t 

* / • 1 : * -, 

ed  infatti  da  una  prima  sostituzione,  verrà 


1 4-  -1  j (*4-y  lA-1  ) = 1 4-as--/3y4-(ay4-$x)l/'-V 
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nella  quale  ponendo  per  brevità 


. - ’ - - ccy~hpx 

si  ottiene 


0 


1 + (a  + ^-1)  (x  -t-yl/’-l)  =(14-  9.)  (1  4-  V-1) 


Le  nuove  variabili  0,  $t  sono  evidentemente  due  infini- 
tesimi reali , e con  queste  sostituzioni  il  noto  binomio 
si  trasforma  in 

i . 

^+(«  + |3  lS-1)  (x  4-  y V-\)^*+Py-x  , 

t 1 1 

= (1  H~9i)a"**$l/-1  (t 


I .t  « 


Ora  i fattori  del  secondo  membro  si  potranno  rappre- 
sentare per 

9,  «x  — Py 

i.  ì«4-/3l^ -1  ( ' "o~  (*4-(3i/^1  . 


' ■ L 

(J«4-  9,)S,: 


1 


^(14-9i)^  j 


©!/■— 1 


( 9i/-1  (a4-/5^-l 

< < 4- e^-i  r'1  j , 


(ay  -4-  /?x) 


* i «'»  . 


(1  •4-a*—’  /fy)  («-H/SK-I) 


-i  " « 


Divìdendo  il  aumenterai  e denominatore  degli  esponenti 
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per  a,  e passando  ai  limiti,  col  fare  secondo  il  consueto 


si  avrà 

1 x — gy 

lim  (1  + — ,.1-Kl^-1  ■ 

1 (}+m)|/' -1 

lim  ( 1 -4-  5 1^-1  )*" W3^*1  = e 1 ■+■ 8 ^_t 

dunque  dal  prodotto  di  questi  limiti  otterremo  l’ indi- 
cato limite  del  binomio,  cioè 

lim^+(a+/3l/’-1)(x4-y^-1)^a-‘-i3lA-1  ■=  « 
o ciò  che  torna  lo  stesso 

, 1 • 

lim  ^1  -+-  («  -t-  /3  (/-I  ) (*  -t*  y = f+M-' 

* 

come  ci  eravamo  proposti  al  principio  di  questo  parafg. 

Più  generalmente  ancora  se  pi,  e v sieno  due  infi- 
nitesimi immaginari,  e della  torma 

fx  ==* or  -h/3K — 1,  y =<* -+. — 1 

c per  <p([x) , <p  (v)  due  funzioni  infinitesime,  da  svanire 
per  fi  = o , y = o , e per  X*  V due  altre  quantità  qua- 
lunque finite  reali  od  immaginarie  , sarà  sempre  faci- 
le trovare  il  limite  verso  il  quale*  converge  if  binomio 

¥ 
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mentre  avendosi  identicamente 


t t 


v 1 Y f (fi) 

(l  -+-X  p (fi))  t M = (ì  4-  X p (fi))?  (f1)  ' P (v)  . 


se  si  ponga 


£ = lim 


troveremo 


?(/*) 
^ <M*) 

Y 


lim^l  4-  X 9 (/x)^  4*  (v)  = 


éXY 


a siccome  dalle  precedenti  teorie  abbiamo 


lim 


lim  ( 1 •+•  £ XY  fi  ) f*  ==  eeXY 
così  riuscirà  l’eguaglianza 

Y J_ 

- X 9 (f/-)')  ’P  W =•  lim  ( 1 -hsXY/x)^ 

Se  in  un  qualche  caso  particolare  si  avesse 
X = 1 , Ye=1  ed  £c=l 

si  ottiene  per  valori  o reali,  ed  immaginari  di  fx,  e v 

,ì  » 

1 1 

lim  >4-  <p  (/x)^  4*  (v)  = lim  ( 1 -+-  /x)  = e 


Cosi  per  esempio  supponendo  /x  = v , ed  insieme 
9(fx)«=log(  H-fx),  <p(v)M=*tp(n)~*tL 


si  deduce 
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lim^l  log  (1 


Nello  stosso  modo  per  valori  reali  di  /x  , e v,  e sce- 
gliendo 

p(fi)  = scn  (X  ifi  (fi)  = ip  (v)  = fi 

si  ha 


1 

lim  ( 1 sen  fx  jf1  *=  e 


Questi  risultati  sono  d'accordo  con  quanto  abbiamo  detto 
al  parag.  16  sugli  diversi  ordini  degli  infinitesimi. 

23.  Per  la  determinazione  del  limite  verso  il  quale 
converge  il  rapporto  del  seno  all’arco  nel  caso  della  va- 
riabile immaginaria,  cercheremo  prima  il  limite  del  bi- 
nomio (*) 

x 

(1  )" 


per  valori  piccolissimi  di  a.  Sia  m un  numero  conver- 
gente verso  l’infinito  c pongasi 

1 

m 

cd  insieme  il  binomio 


1 i/-1  = r ( cos  *-+-  j/^-1  sen  t ) 

tn 

si  avrà  per  il  modulo,  c l’argomento 


(*)  Cauchy  Résumé»  Apaljtiques.  Turili  i833.  lo  I 2© 
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Quindi  come  già  è cognito  pv'W. 

(X  \ m 

1 — l /"-lì  = r'"  ( cos  mf  4- 1/"-1  sen  mt  ) 


Ora  è facile  il  vedere  che 


d’onde 


lim 


tang  t 
~ 


x — mt 


Con  questi  valori  il  significato  dell’esponenziale  imma- 
ginario ex^r~t  verrà  definito  dalla  Corniola 


cos  x -f-  \f — 1 sen  x 


la  quale  è rimarcabile,  ed  è di  continuo  uso  in  tutti  i 
rami  dell’analisi  matematica  : offre  nel  medesimo  tempo 

la  riduzione  delfimmaginario  ex^~'  alla  forma  A-hB|/"-1, 
e si  rende  facilissima  la  riduzione  per  mezzo  di  questa 
di  tutte  le  altre  funzioni  : il  modulo  della  medesima  è 
l’unità,  per  cui  un’espressione  immaginaria  avente  l’unità 
per  modulo  si  potrà  sempre  rimpiazzare  dall’  esponen- 
ziale immaginario  ex^~l  : di  più  si  può  mettere  sotto 
una  forma  commodissima  qualunque  espressione  imma- 
ginaria a H-  b — 1 , mentre  ritenendo  per  r il  modu- 
lo, e per  % l’argomento,  sarà 

« -+-  b J/"  — t =r  ( cos  t -+-  — 1 sen  t)  = rer^'1 
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Mediante  P ottenuta  riduzione  di  ex^~l  si  aumentano 
le  risorse  dell’analisi  col  rappresentare  per  una  lettera 
unica  l’espressioni  immaginarie  : è importante  poi  di  os- 
servare che  sussiste  per  valori  reali,  od  immaginari  del- 
la x.  Pongasi  nella  medesima  — a;  in  luogo  della  x , 
coesisteranno  le  due  equazioni 


r^"“I  = cos  x -f-  1^-1  sen  x , = cos  x — -1 


sen  x 


dalle  quali  per  via  delia  somma  , e della  differenza  ri- 
caviamo 

f’V'-i  ex^~l  — 

C0Sx= » sen  x = 

Nel  caso  della  x immaginaria,  i secondi  membri  servi- 
ranno a rappresentare  il  significato  dell’espressioni  sim- 
boliche 

cos  ( a -h  /3  t/'  — 1 ) , sen  ( a -i - p \Z"  — 1 ) 

le  quali  per  mezzo  degli  antecedenti  valori  di  cos  x , 
sen  x , si  ridurranno  facilmente  ad 


e$  e-$  e$  — e“P 

cos  («■+•/ 3^-1)= cosa 


sen  a j/- 1 


sen  (a-*-/3t/"-1)i 


eP 


rP 


eP  - e-P 


sen  a 


cos  a lA-l 


Ritenendo  la  x immaginaria  si  faccia 
e3X^r~t  — 1 = 0 , ossia  2x[f  — 1 = log  (1 


0) 


avremo 


sen  x 


1 


1 


* • _ 

t 

(1+5)1  log  (1  + 5/ 


! 
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9 rappresenta  evidentemente  un’  infinitesimo,  o reale  od 
immaginario,  e siccome  in  ambedue  le  circostanze 

i 

lim  log  ( 1 -f-  0 ) 6 — log  e — 1 
così  stabiliremo  in  generale  per  x = a fi  — 1 

iì» 

a-t-pt/— 1 

come  accade  nel  caso  della  variabile  reale.  Inoltre  dal- 
l’equazione che  porge  il  rapporto  del  seno  all’arco,  pas- 
sando dai  logaritmi  ai  numeri,  si  ottiene  reciprocamente 

x 

1 

e nei  limiti 


— lim 

lira  (1  + 9)  = e sen* 

la  quale  dà  una  dipendenza  fra  i limiti  delle  due  espres- 
sioni che  ci  eravamo  proposti;  l’infinitesimo  9 diviene 
reale  per  oc.  — o , ed  immaginario  per  /3  = o.  I risultati 
ai  quali  siam  giunti  nella  ricerca  dei  limiti  ottenuti  nei 
precedenti  parag.,  si  possono  anche  trovare  con  l’imme- 
diata riduzione  dell’  espressioni  immaginarie  alla  forma 
A + BK-1  , come  può  vedersi  in  una  mia  Memoria 
pubblicata  nel  1841  (*).  Porremo  termine  alla  seconda 
parto  dei  nostri  preliminari  col  fare  un  cenno  sulla  con- 
vergenza o divergenza  delle  serie  immaginarie. 


(*)  Giornale  arcadico  lom.  87. 
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24.°  Se  i termini 

* * i * 

tto  » WI  ) W«-l  5 * * * 

sono  immaginari,  e della  forma 

« » w • . , * . ♦«  , » 

• . * .»  ' * • • ’ • •*  • 

«o=t)0  + WQ  \f 1 , Ut  a=s  t),  4-  Wx  ]/'—• 1,  W 


Un- 1 ^ Vn-l  "+•  w nr\  ^ * * • 


allora  la  somma  sn  sarà  composta  di  nn  sistema  di  ter- 
mini reali,  ed  immaginari,  vale  a dire 

* * * 

= v0  •+■  vt  4-  ..  4-  4-  (r0  4-»ri4-~4-  ^v,)^  — 1 

La  serie  in  proposito  per  valori  infinitamente  grandi  del 
numero  n,  si  dirà  convergente,  o divergente  se  le  due 
serie 

Vo  , ^ • • • • j • • • • 

...  * | * 

^ O y ^ f } • • • • IF ^ • • • • 

ì 

saranno  esse  o convergenti , o divergenti  ; di  più  rap- 
presentati per  p0 , p i,  p2  . . . pH-t  i moduli , e per 
0o-  * 0«  > 0a  • • • 0«-i  gU  argomenti  si  avrà 

p0  ( cos  0O  4-  l/"-1  sen  0O  ) , px  ( cos  0X  4-  p^-l  sen  0t) 


• • • • P„-I  ( COS  0„-, 


o più  semplicemente 

V 


1^-1  sen  S„-,  ) 


e siccome  i valori  dei  seni  e coseni  degli  archi  reali 
sono  compresi  fra  1 , e 0 , o fra  — 1 , e 0 , così  i 
termini 

> V*  • • • #*-i 


44 

formeranno  una  serie  convergente  o divergente  se  eoa* 
vergente,  o divergente  sia  la  serie  dei  moduli  reali 


P o ♦ Pi  * P»  • • • Pn-l  • • • • 

dunque  se  per  valori  infinitamente  grandi  di  n il  limite 
del  rapporto 

Pn± 1 

Pn 

sarà  minore,  o maggiore  dell’unità,  la  serie  immagina* 
ria  sarà  convergente,  o divergente,  in  questo  modo  il 
criterio  che  si  richiede  per  riconoscere  la  convergenza, 
o divergenza  di  una  serie  immaginaria  vien  ricondotto 
al  criterio  delle  serie  reali.  Per  fare  una  applicazione 
si  riprenda  una  forinola  del  parag.  14,  e che  serve  allo 
sviluppo  dell’esponenziale  e*,  cioè 


x3 

■ «p 

1.2.3 


e sostituendoci  x \Z~ — 1 invece  delle  x si  avrà  con  fa- 
cilità 


x%  ' ' afi  \ /_  x*  x 5 

1 . 2 1 t.2.3.4?  1 2.3"H1.2.3.4.5* 


I termini  immaginari  di  questa  serie  saranno 


*5 


I/-* 


1.2  1.2.3  r ' 1. 2.3.4  1.2.3. 4. 5 

dei  quali  i respettivi  moduli  per  n pari  sono 

— x2  / x2  x$  x* 

l/n-*',  1:2.  V.v^V' " 

.4.  *» I ■ .4.  

1 .2.3 ..  n (n-+“  1)a  * 1.  2.  3 . . . n -f-  2 (n-f-3)*1 
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Ora  il  rapporto  di  due  moduli  consecutivi  rappresen- 
tati da 

p 0 > P2  » Pi  • • • • Pn  > f * •••• 


è in  generale 

?» 


X* 


a?» 


(n-H)  («-*-2) 


y-^ 

’ 1 _u 

(fV-t-1)1 


1 l ii' 


e passando  ai  limiti  collaumentare  n 

. a b -ìijtjii  ipir^utlc  <■}$  0 fiUdcnr»?  »ìj*ìjisj>|» 

'?foq$$  j}p  pop àuti  t ìiiqì^p)  ib  v.p-j^ìp  opiovlb  siibib  0 <i*u 

limL2±i  cs  lim  _ — -- tigitiìhq 

?n  ^+1)(n4-2)^ 

f - j ^ cv.  u 

dunque  la  proposta  serie  immaginaria  é convergente.  Si 
porrà  fine  col  riportare  le  forinole  che  servono  a svi- 
luppare i seni , e coseni  secondo  lo  potenze  ascenden- 
ti dell’arco,  ed  infatti  paragonando  lo  svilnppo  di  4^“*> 
con  la  trovata  espressione 

n»;  v ì-U'm;  iVu.;A 

tx^~l  «ss  cos  x -t-  j/-—  1 sen  x 

• * • ' . • » ‘ 

deduciamo 


cos  x = 1 — 


a:3 


a:4 


#6 


1.2  1. 2.3.4  1.2.3. 4.5.6 


sen  x 


x 3 a?5 

1,2.3  1.2.  3.4.5 

» % 


xi 

1.2.  3. 4. 5. 6. 7 


Le  serie  dei  secondi  membri  sono  convergenti  come  d 
facile  vederlo  dal  criterio  stabilito  nelle  precedenti  ri- 
cerche. 
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CALCOLO  DIFFERENZIALE 


Derivate,  e differenziali  delle  funzioni 
di  ma  sola  variabile. 


• 1 i 


25.°  Stabilito  tutto  ciò  che  riguarda  la  natura  dello 
quantità  variabili,  e costanti,  dei  limiti,  degli  infìnitesw 
mi,  e delle  diverse  specie  di  funzioni  veniamo  ad  espor- 
re i prineipii  del  Calcolo  differenziale. 

Se 


-T-  «■ 


v . 


y *=f  (x) 

i < .'-Im  • •.  ì*  i.:  '*  * ‘i 


ràppresenti  una  funzione  continua  entro  due  dati  limiti 
della  variabile  x , si  potrà  alla  medesima  indipendente  x 
attribuire  un  dato  incremento  k finito  anche  osso  od  inn 
finitesimo  , in  ambedue  i casi  il  corrispondente  incre*» 
mento  della  y sarà 


i-  » 


r a 

: . • 

L’incremento  h della  x si  denoti  con  il  simbolo  Ax,  ed 
il  corrispondente  incremento  della  y si  noti  con  Ay  > 
avremo  là  formosa  • - • 1 


• » i 


Ay  = A/»  —f  (x  + Ar)  T~f  (x) 

" ; , . • • 

e divìdendo  il  primo,  c secondo  membro  per  Ax  sarà 

Ay  > f\x  Ar  ) — f(x)  • 


•i  i * * » 


àx 


Ax 


Ora  se  grincreraenti  Ax,  Ay  sono  infinitesimi  converge- 
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ranno  verso  il  limite  zero, 'ed  il  loro  rapporto  quantun- 
que si  presenti  sotto  la  forma  indeterminata  di  — , 

o 

contuttociò  convergerà  verso  una  quantità  finita,  ed  in- 
dipendente da  h = Ax,  e che  generalmente  sarà  diversa 
da  zero,  in  modo  che  il  limite  del  rapporto 

/(.r  -4-  Ax)—f{x) 

Ax 


per  ('annullamento  di  Ax  è una  nuova  funzione  della  x, 
e che  con  speciali  operazioni  deve  ricavarsi  da  f( a)=  y 
questa  nuova  funzione  della  x denotiamola  per  'jf(x)  , 
od  anche  per  y , e la  chiameremo  derivata  della  J ’(x); 
cosi  potremo  sostituire 


Ax 


. _ r 


Si  é convenuto  di  chiamare  differenziali  delle  variabili 
x,  y,  e notarli  per  i simboli  Ar  , dy  due  quantità  fi- 
nite, e variabili,  e di  tal  natura  , che  il  loro  rapporto 
sia  rigorosamente  eguale  al  limite  del  rapporto  degli  in- 
crementi infinitamente  piccoli  della  funzione  e della  va- 
riabile indipendente,  od  in  altri  termini  che  il  loro  rap- 
porto sia  eguale  aWultima  ragione  degli  incrementi  iu- 
finitesimi  Ay , Ax , vale  a dire 


Questa  formoli  ci  dice  ancora,  che  il  rapporto  dei  dif- 
ferenziali è sempre  eguale  alla  funzione  prima  deriva- 
ta, e siccome  si  ha  necessariamente 

d y = àf  (x)  =/'(x)  d x 
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cosi  diremo  che  il  differenziale  della  funzione  è eguale 
alla  sua  funzione  prima  derivata,  moltiplicata  per  il  dif- 
ferenziale della  variabile  indipendente.  L’operazione  che 
ci  conduce  a questo  si  chiama  differenziazione , come  si 
chiama  differenziare , il  determinare  questi  differenziali. 

26.°  La  ricerca  della  funzione  prima  derivata,  e del- 
la differenza  della  funzione,  può  presentarsi  sotto  un’al- 
tra forma,  che  può  essere  utile  in  qualche  circostanza. 
Pongasi  infatti 

X « x -1-  Ax , Y = y -H  Ay 

per  cui  coesistano  le  equazioni 

• » 

y=/W  y =/(x) 

è evidente  che  la  differenza  della  funzione  sarà 

Y — y =/<*)-/» 

ed  insieme  il  rapporto  delle  differenze 


Y-y  f (X)  — f (x) 

X — x X — x 

Ognun  vede  che  ponendo  nel  secondo  membro  X = ^ 
e per  conseguenza  Y *=  y,  risulterà 


= fV)  — lin* 


/(*)  -/» 

X — x 


Da  tutto  ciò  possiamo  dedurre  che  chiamando  I una  quan- 
tità infinitamente  piccola  , e che  abbia  la  proprietà  di 
svanire  simultaneamente  a Ax,  Ay,  sarà  fuori  del  limite 


=/»  -H  I = /(-r  + Ar)-/(.r) 
Ax  A.t- 
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f(x- +-Ax)  — f(x)  = A x ( f‘(x ) -4-  I) 

od  anche  sostituendo  X,  Y invece  delle  .r-f-Ao-,  y-j-Ay, 
avremo 

Y - y = ( X — * ) [f'[x)  ■+■  I ) 

Prima  di  venire  all’attuale  differenziazione  delle  funzio- 
ni non  mancheremo  di  notare,  che  dall’equazione 


lim 


Ay 

Aa: 


-L 

da? 


si  deduce  essere  i differenziali  da: , dy  prossimamente 
proporzionali  agli  incrementi  Ar,  A y,  d’onde  chiamando 
«,  H,  K tre  quantità  infinitesime,  faremo  conformemente 
a quanto  si  è stabilito  nel  parag.  16 

Aa:  = a ( da:  -f-  K ) , Ay  = oc  ( dy  -t-  H ) 

dalle  quali 

— = d*  ■+•  K , Al  = dy  ■+■  H 
oc  oc 

e si  verificherà  separatamente 

* ^ % 

da:  = lim  , dy  = lim 

u oc 

e simultaneamente 

Ay  dy  H 

Ax  do:  -t-  K 

» 

ove  passando  ai  limiti  torna  l’equazione  da  cui  siam  par- 
titi: i differenziali  adunque  delle  variabili  non  sono  al- 
tro che  limiti  di  rapporti  di  quantità  infinitesime  ridotte 

4 
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al  medesimo  ordine  di  grandezza  : tali  sono  A x , oc 
nel  differenziale  della  x*  e A y , a nel  differenziale  del' 
la  y\  quest’ultimo,  mediante  la  formola 


a 


|jm  /(*-t-Ax)  — f(x) 

OC 


è funzione  lineare  di  dx,  quando  eseguita  la  ricerca 

AdB 

dei  limiti  si  sostituisca  dx  in  vece  di  Iim , o ciò 

oc 

che  torna  Io  stesso  sarà  eguale  al  prodotto  della  fun- 
zione derivata  in  dx. 

27.  Sarà  bene  qui  di  osservare,  che  chiamando  a 
una  costante,  le  due  funzioni 

V 

Ax)  > f(x) = ® -+-/(*) 

ammettono  una  medesima  derivata , e per  conseguenza 
un  medesimo  differenziale,  mentre  nella  seconda 

Af(x)  a a -+-  àx)  — ( a -hf(x)  ) = Aj\x) 

per  cui  dividendo  per  Ax.  e passando  ai  limiti,  si  ottiene 

ffx)  = f\x) , e quindi  d f(x)  = àj\x) 

Per  le  due  funzioni  poi 

/(.r)  , f (x)=^a—/[x) 

avremo  con  egual  facilità  ♦ 

f'(*)  = —f(x)  , df(x)  = — d \f(x) 

e perciò  le  costanti  le  quali  sono  indipendenti  dalle  fun- 
zioni a cui  sono  unite  per  somma  , o per  sottrazione 
svaniscono  nella  differenziazione:  ritenendo  per  a una  co- 
stante si  consideri  la  funzione 


f(x)  = af  (r) 
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dedurremo 

Aa/{*)  = a (/(*)  •+•  Ax)  — af(x)  = «A/(x) 
d’onde 

d af(x)  = « d/(x) 

ossia  il  differenziale  dì  una  funzione  che  trovasi  mol- 
tiplicata per  una  costante  è eguale  al  prodotto  della  co- 
* stante  nel  differenziale  della  funzione. 

28.°  La  divisione,  che  si  è fatta  delle  funzioni  in 
semplici,  e composte,  conduce  naturalmente  alla  deter- 
minazioue  dei  differenziali  delle  prime,  e per  fare  una 
completa  applicazione  del  metodo  dei  limiti  otterremo 
anche  i differenziali  di  tutte  le  funzioni  trigonometriche  * 
indipendentemente  dalle  semplici  del  medesimo  genere.. 
Riassumendo  le  funzioni  di  già  enumerate  al  parag.  1 1 
si  tratterà  di  determinarne  i differenziali  9 le  funzioni 
semplici  sono 

a-{-x , a — a: , or,  — ■ , x<t , a*,  Log  or,  logx 

x 

sena;  , cosa;  , are  sena?  , are  cosa; 


quindi  ritenendo  per  h V incremento  della  Yariabile  in- 
dipendente, troveremo  per 

• 1 

Ay  a -h  x -h  h — (a-f-x) 

Ve = a x . — = — — — — — = 1 

9 Ax  h 

c nel  limite  sì  per  la  derivata  che  per  il  differenziale  . 


» 


Per  la  seconda 


d ( a •{-  x ) s=s  do; 


Ax 


» 
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e nel  limite 


dy  - 


Per  la  terza 


= -1  , 


ax 


Ay  a ( x -+-  A ) < — ax 
Ax  A 


e passando  ai  limiti 

da  y 


• t 


Per  la  quarta 


Ay 


d ax  = a d x 


a 


x 


^ ^ x ’ Ax 


X (x  -f—  A) 


c nel  limite  per  A = o 

. _ 

Ax  y 


a 

xa 


d± 

x 


a dx 


Ognun  vede  che  i differenziali  di  queste  quattro  funzioni 
semplici  s’  accordano  con  quanto  si  è osservato  nel  pre- 
cedente parag.  sopra  le  costanti  contenute  nelle  funzioni. 

29.°  Per  la  potenza  xa  , ove  a sia  un  numero  qua- 
lunque reale  avremo 

» . * 

Ay  (x  -+-  h)a  — oc* 

y=xa'  àì= — a — 

« « 

: - T 

Per  conoscere  il  limite  verso  il  quale  converge  il  secon- 
do membro  di  quest’ultima  forinola  si  ponga 


£ X 


, cd  (_L±_iiizi2  = H 
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Ay  __  ( 1 -f-  £ V 

Ax  £ 


xa~l 


e la  questione  si  riduce  alla  ricerca  del  limite  di  H per 
valori  nulli  di  6.  Ora  dal  valore  di  H si  ha 


((1-M)')‘=((1  +£B)h^H 


quindi  prendendo  i.  logaritmi  Neperiani 


a log  ( 1 £ ) * =s  H log  ( 1 -f-  i H ) 

o siccome  per  valori  nulli  di  e 


«H 


lim  log  ( 1 •+•  e ) 4 = 1 = lim  log  ( 1 -H  e H )* 


H 


«—  <i  ± 6)g  _ 1 - g 
£ 


cosi  dedurremo 

lim  H = lim 
dunque  in  fine 

— = y'  = axa~l  , dx^cs  or®"1  dx 
dx 

Se  il  numero  a sia  irrazionale  converrà  che  sia  positi- 
va la  x,  onde  non  si  presenti  sotto  una  forma  immagi- 
naria la  derivata  della  x°  . Per  la  funzione  esponenziale 
or,  si  trova 


Ay 

*“°X’  Ai 


( — 1 ) 


(V 
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Poniamo  nel  secondo  membro 


ah  — 1=6,  ovvero  A = 
otterremo 


log  (1  -t- e) 
Ioga 


Ay 

Ax 


Ioga 


log  (1  •+■  e)  * 


a* 


e passando  ai  limiti  per  valori  nulli  di  A,  o di  e,  sarà 

t 

~ =3  y'=  log  a ax  , d«x  = log  a.  ax  d x 
di 

Che  se  di  più  fosse  a = f,  allora  per 

y=ex,~-==y'==*ex,  d e*  = e*  dx 
Nello  stesso  modo  per  la  funzione  logaritmica 


y *=  Log  x , 


Ay  L°8(1+x) 


Ax 


Facendo 


A 

— c=6, 

X 


od  A =3  ex 


si  trova  con  gran  facilità 


» ’ • 


Ay  __  Log  ( 1 -fr  g ) * 
Ax 


x 


£ riflettendo  che  per  valori  nulli  di  A,  o di  e 

i 

lim  Log  ( t -f- e ) * = Log  e 
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si  avrà 


dy  , Log  e dx 

T-  = y = » d Log  x = Log  e — 

ax  x x 


Assumendo  la  base  dei  logaritmi  iperbolici  otteniamo  per 
i dy  , 1 dx 

y = i°g  s = y=-.  diogI=- 


Dai  resultati  ottenuti  nella  ricerca  dei  precedenti  diffe- 
renziali si  possono  con  facilità  enunciare  delle  regole  , 
che  per  brevità  omettiamo. 

30.°  Veniamo  alla  derivazione,  e dilTerenzia/.iouc  del- 
le funzioni  trigonometriche,  e sarà  primieramente  per 

Ay  sen  (x  -f-  h)  — scn  x sen  £ h 

sen  x , -f-  = : — cos  (x-H  | A) 

Ax  h j A 

Passando  ai  limiti  per  valori  nulli  di  h avremo 

= y'=  cos  x,  dscn  x = cosx  dx=  sen  (a;  ) dx 

dx  2 


Nella  stessa  guisa  per  il  coseno 

A y cos  (x  A)  — cos  x 

y = c°S*,  - 7 


sen|À 


sen  (x-h|A) 


dunque  ai  limiti 

dy  , , _ . n , - 

— = y =s — sen  x,  d cos  x = — sen  x dx  cos  (x+y )dx 

È importante  qui  di  osservare  che  mediante  la  relazione 


cos  x = scn  ( — x ) 

Jé 
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si  troverebbe 


d cos  .r  = d sen  ( — — x ) = cos  ( ~ — x ) d ( — oc) 

2 2 2 


o ciò  che  torna  lo  stesso 


J- 


d cos  x — — sen  x dr 


La  differenziazione  delle  funzioni  trigonometriche  inverse 
si  può  facilmente  eseguire  come  mostreremo  in  seguiti^ 
per  mezzo  della  diffcreuziazione  delle  dirette , ma  per 
fare  una  completa  applicazione  del  metodo  dei  limiti,  por- 
remo secondo  il  consueto  per 


y = are  sen  x , — = 

Ax 


A y are  sen  ( x •+-  h ) — are  sen  x 


' * , 

. / / 


e riducendo  la  differenza  di  due  archi  in  un  arco  solo 
per  mezzo  della  nota  forinola 


are  sen  A — are  sen  B = are  sen  (A^/*  1 — B2 — B^/T^À2) 


avremo 


are  sen  [ (x  -t-  h)  |/*ì  — x7 — x\f  1 — (x  -+-  h)2  ] 

Ax***  h 

0 

Pongasi  adesso 

(x  H-  h)  [f\  — x2 — x[f  \ — (x-f-  h)2  = H,  ed  5-  = K 

h 

è evidente  che  per  h = o si  verifica  H = o per  cui 


are  sen’H 

lim — = 1 

H 
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perciò  si  dedurrà  la  ricerca  del  limile  a 
are  sen  H 


lim 


: H are  sen  H 

lim  — . — =:  lini  K 

A H 


Ora  il  yalore  di  K ci  somministra  . . 

xyf  \ — (x  + h)2  ^(x-h  h)[/'  1 — p* *  — AK 

Elevando  ambedue  i membri  al  quadrato  riducendo,  e 
dividendo  per  A,  si  avrà 

• i*  . { 

o = 2x  -+-  A — 2K(x  A)[/~T  — — x 2 H—  AKa 

c passando  ai  limiti,  deduciamo  iu  fine 

1 


lira  K = 


1 — x7 


dunque 


. dy  , 1 • dx 

isi  —x*  in  — x* 


Nello  stesso  modo  per  la  funzione 

Ay  are  cos  (x  A)  — are  cos  x 

y = are  cos  x , — : 

* Ax  A 

• 

Riducendo  la  differenza  degli  archi  ad  arco  di  un  dato . 

seno  si  trova 

» 

» 

Ay  are  sen  [(x-f-A)^  1 — x2 — x\f  1 — (x-+-A)*]  are  sen  H 

A x A A 

La  quantità  H ha  qui  il  medesimo  significato  che  in  an- 
tecedenza, per  cui 

4 

lim  = lim  K = ^ . 

A 1/^1  — - x2 


* 
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c risalterà 

— = 1 
dr  ^ J/  1 — x*  ’ 


d are  cos  a?  = — 


dx 

1/ 1 — 


Questi  due  esempi  possono  servire  per  conoscere  gli  ar- 
tifizi da  usarsi  nella  ricerca  di  alcuni  limiti,  mentre  ve- 
dremo con  qual  facilità  si  possono  trovare  questi  due 
ultimi  differenziali  dopo  di  aver  stabilito  le  regole  per 
la  differenziazione  di  una  funzione  di  funzione:  all’  ulti- 
ma ottenuta  forinola  saremmo  facilmente  giunti,  osser- 
vando che 

n 

are  cos  x = — are  scn  x 

2 

e perciò 

dx 

d are  cos  x = — d are  sen  x — 

t/1  —X» 

i 

31.°  I differenziali  adunque  di  tutte  le  funzioni  sem- 
plici si  potranno  porre  sotto  il  seguente  prospetto 


d (a  x)  = dx , d (a  — x)  = — dx 


_ , _ a adx 

dax  *==  adx,  d—  

x x® 


dxa  c=  ax®-1  dx  , d a-*  = log  a a*  dx 

d^r  = e*  dx  , d Log  x = Log  e —,  d log  x = — 

x x 


dsen  x = cos  x dx  s=  sen  ( x -t-  •—  ) dx 

Jé 


n 


d cos  x = — scn  x dx  = cos  ( x H-  ) dx 

Z» 


d are  sen  x = 


dx 

1/1  — X‘ 


, d are  cos  x 


dx 


y i — jc* 


✓ 
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Se  a tutti  questi  differenziali  vogliamo  che  corrispondano 
valori  reali  delle  funzioni,  converrà  supporre  la  x po- 
sitiva in.  Logx,  Ioga:;  e nella  potenza  xa  dovrà  a rap- 
presentare una  frazione  di  denominatore  pari,  od  un  nu- 
mero irrazionale.  Il  differenziale  della  funzione  sempli- 

cc  — è compreso  in  xa  , per  l’esponente  a = — 1- 
x 

La  differenziazione  delle  altre  funzioni  trigonome- 
triche può  dipendere  dalle  regole  che  daremo  per  la  dif- 
ferenziazione delle  funzioni  composte;  ma  per  mostrare 
sempre  più  Futilità  del  metodo  dei  limiti,  indagheremo 
direttamente  i differenziali  di  queste. 

32.°  Cominciando  pertanto  dalla  tangente  trigono-, 
metrica  sarà  per 

A y tang  (x  -+-  h)  — tang  x 
y = tang  x , * 


e sostituendo  la  tangente  della  somma,  e riducendo  si  ha 

Ay  tang  h ( 1 -f-  tang3  x) 

Ax  h (1  -f-  tang  x tang  h) 

Ma  nel  passare  ai  limiti 


= 1 


dunque 

dy 


dx 


= /=  1 + tang3 x , d tang  x = (1  -f-  tang*  x)  dx 


ovvero 


d tang  x = 


dx 

cos3x 


Operazioni  del  tutto  simili  alle  precedenti  si  fanno 


M»ì 

W ’ 
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per  la  colagente,  cd  avremo  per 

A y cot  (jf  + A)  — cot  x 


y=z  cot  x, 


Ax 


ove  sostituendoci  la  cotangente  della  somma,  riduccndo, 
ed  osservando  che 


c) 


lim  h cot  h = lim 


tang  A 


verrà 


dy 


b y = — (1  *4-  cot*x)  , d cot  x = — (1  H-  cot*  x)  dx 


d x 

o più  brevemente 


d cot  x = — 


dx 

sen2x 


Proseguendo  all’altre  linee  trigonometriche  sarà  per 

A y sec  (x  ■+■  h)  — sec  x 
y — sec  x , j 

Trasformando  questa  espressione  con  le  solite  formole 
trigonometriche  si  ridurrà  a 

A y 2 sen  | h sen  (x  -+■  | A) 

Ax  A cos  x cos  (x  -f-  A) 


quindi  nel  limite  si  ottiene 


ày 

dx 


sen  x' 
cos2x 


sen  x 

d sec  x = * dx 

cos*x 


ovvero 


d sec  x = d x sec  xj/1  sec*  x — 1 
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Per  la  cosecante 

Ay  cosec  (.r  -f-  fi)  — cosec  x 

y — cosec  x , — *= 

Ar  A * 

* • . • * 

e per  le  consuete  trasformazioni,  e riduzioni  troviamo 

nel  limite 


dy  . cos  x cos  x . 

= y = , d cosec  x =a qx 

dx  senaa?  sen*# 

» 

» 

od  anche  per  la  sostituzione  della  cosecante 

d cosec  x <=  — dx  cosecxp^ cosec*  x — 1 

4 

Aggiungeremo  i differenziali  del  seno  verso,  e coseno 
verso;  ed  essendo 

«*  , 

sen  v x = 1 — cos  x , cos  v x =s=  1 — seu  x . 

4 

avremo  per  il  parag.  27  . t 

d sen  vi  = sen  x d#  , d cos  v x = — cos  x da\ 


33.°  Veniamo  ora  alla  differenziazione  delle  altre  fun- 
zioni trigonometriche  inverse,  e sarà  per  un’arco  di  data 
tangente 

• « \ « * 

v = are  tang  x **  - arc  <»n8  (*  -I-  *)-  are  tang  * 

Ax  A 

Palla  riduzione  della  differenza  di  archi  in  un’arco  uni- 
co, abbiamo  generalmente 

9 

/ x n 

arc  tang  A — arc  tang  B s=  are  tangf 

\ 1 *+•  AB 
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quindi  riuscirà 

Ay  are  tangH 
Ax  A 


ed 


H 


1 4-  x (x  -f-  A) 


La  quantità  H svanisce  per  A = o,  per  cui  osservando 
che 

Ay  H are  tang  H 

Ax  A H 


ed  insieme  nel  limite 


are  tangH  H 

lim— /-=1,  h-X-Ti: 


xa 


verrà 


dy 


-j  dx 

— , d are  tang  x = - ^ — 


1 4-x2 


Nello  stesso  modo  per 

A v are  cot  (x  H-  A)  — are  cot  x 
y = are  cot  x , - = 4 


Riducendo  la  differenza  degli  archi  ad  arco  di  tangente, 
verrà  come  sopra 


Ay  are  tang  H 
Ax  A 

li  * • 

d’onde  nel  limite 


— sa  v ■ ■ — - — , d are  cot  x = 

dx  y 1 H-xa 


dx 

1 x* 
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Quest’ ultima  potea  immediatamente  dedursi  dalla  relazione 


are  cot  x = — are  tang  x 


Con  i medesimi  artifizi  troveremo  per 


y = are  sec  x , 


A y are  sec  (x  ■+•  h)  — are  sec  x 


Ax 


Trasformando  gli  archi  di  secante  in  archi  di  seni  per 
mezzo  delle  formole 


o 


cos  A 
dedurremo 


sec  A 


, sen  A = 1/ 1 — . 


1 


secaA 


Ay 

Ax 


are  sen 


I A 1 ./  1 . 

1/  i — ...  — are  seni/  1 

y (xh-à)*  v x* 


Riducendo  adesso  la  differenza  degli  archi,  e posto  per 

brevità  * iAXtfyji  rJrrjfi  .ìk  oh^r/n»! 

V,  : . . . . 


H = — 

X 


si  ha 


1 


1 


,1  . H 

(x-jfA)*  *>+-A  V\  x3  5 h 

À \I_ 


A y are  sen  H v are  sen  fi 

Ax  h “ '*  H 

% 

la  quantità  fi  si  annulla  per  à«=  o,  per  cui 


’c  > 


t lim^  « lim  K 
Ax 
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Ora  il  valore  di  K somministra  evidentemente 


K A 


(x  A)5 


ed  elevando  al  quadrato , e dividendo  per  A si  ottiene 
dopo  brevi  riduzioni 

2x-+-h  — 2Kx  {x  -+-  h)  [/x*  — 1 -t-A  KJ  (*-»-*)* 


d’onde 


lim  K = 


1 


xl/'x 1 —1 


e per  conseguenza 


dy  = , 1 

dx  ^ xl/'x3 — 1 * 


d are  sec  x 


dx 

xt/*xa — 1 


Finalmente  per 

A v are  cosec  ( x -4-  A ) — - are  cosec  x 
f = are  cosec  x , — = j 

1 . ' p . • 

Riducendo  gli  archi  di  cosecante  ad  archi  di  seno,  con 

le  consuete  trasformazioni  si  troverà 

» 

t % rr 

< A y are  sen  H 

Ax  A 


La  quantità  H ha  il  medesimo  significato  che  in  antece- 
denza, per  cui  . * ' 

dy  , • 1 . ix 

U = — — , d are  cosec  x -7-— — 7 

dx  3 xi/xa—  1 x\f  x*-~ 1 

In  seguito  mostreremo  alcune  forinole  generali  che  coni- 
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prenderanno  i differenziali  ottenuti  in  questi  due  ultimi 
parag.  delle  funzioni  trigonometriche. 

34.°  Per  la  differenziazione  di  una  funzione  di  fun- 
zione, dovrà  sussistere  simultaneamente  per 

■*  = %)»•  tf  =/(*)  ..  , i 

J 

la  duplice  differenza 

• A.  ' *t 

Az  = F(y  -f-  Ay)  — F(y)  , Ày  —f(x  •+•  Ax)  — f(x) 

• • » 9 , i 

quindi  ritenendo  che  i differenziali  <Lr,  dy,  dz  sieno  i 
limiti  dei  rapporti  , 

àx  A y ’*  Az 

« ’ « ’ « 

» 

oc  essendo  un’infinitesimo  egualmente  che  A .r,  Ay,  Az,  si 
avrà  identicamente 

Az  Az  Ay 

<x  Ay  a 

quindi  nel  limite 

(#»)  dz  = d F(y)  = F'(y)  dy 

e che  si  trasforma  in 

d F(f(x)  ) = F'(/(x)  )/'(*)  dx 

dalla  quale  per  la  derivata  z riguardo  alla  x deduciamo 

* 

La  forinola  (m)  ci  dice  che  il  differenziale  di  una  fun- 
zione di  una  sola  variabile  rimane  lo  stesso,  quando  an- 
che la  variabile  cessi  di  essere  indipendente,  e per  con- 
seguenza sostituendo  per  F(y)  le  diverse  funzioni  sem- 

5 
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plici,  riuscirà  in  un  modo  del  tutto  simile,  come  nel  pa- 
rag.  31. 


d (a-hy)=»dy  , d (a  — y)  *=  — dy , day  = ady 
d — = — , àya  = ay*"1  dy 

y y* 

da*  = log  a a?  dy  , d«^  «=  ex  dy  , 

dy  ' dy 

d Log  y = Log  e — , dlog  y = — 

y y 

dsen  y ==  cos  y dy  =*=  sen  ( y -+-  ~ ) dy 


n 


d cos  y = — sen  y dy  = cos  ( y y ) dy 

* dy 

dare  sen  y = , — * d are  cos  y =* — 


1/1  - y1 


\Z~  i ~yJ 


Veniamo  ora  ad  alcune  applicazioni  delle  precedenti  for- 
inole. Pongasi  nella  quarta  a « 1 e successivamente  si 
prenda  y = cosar , y = sena:,  avremo  evidentemente 


d sec  x 


d cos  x sen  x àx 
cos*  x cos*x 


d cosec  x 


d sen  x cos  x dr 

sen*  x sen*  x 


come  già  si  era  trovato  direttamente.  Nella  quinta  si  sup- 
ponga succesivamente 

- 1 

y e=  log  x , y =3  senx , y = a*  — x*  , ea  a =*=- 
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fi  dedorrà  con  gran  facilità 


ÒJC 

d ( log  x )"•  = m ( log  x )'*“*  — 


d scn"*  x = m sen*1-1  x cos  x dx 


d (a*  — x2y  c=i  — . 


xdx 


[/"a2 — x* 


Nella  stessa  maniera  si  faccia  nella  sesta  y ==  <?*,  e nella 
settima  y = e*,  avremo 

do^  = log  a log  c af*  c*  dx  , de®*  » e?*  e*  dx. 
Abbiasi  nella  nona  y — senx , y = cosx,  si  troverà 


d log  sen  x 


d sen  x 


dx 


sen  x tang  x 


d log  cos  x 


d cosx 
cos  x 


dx 

cotx 


Sia  nella  decima,  ed  undecima  y = axm  verrà 
. d sen  axm  a mx^1  cos  axm  dx 

d cos  flX"  ss  — • a mx"*"1  sen  ax1*  dx 

Infine  nelle  due  ultime  sia  y » -1,  otterremo 

x 


. 1 dx 

d are  sen  — = — — y 

x x\f x3 — 1 


==  d are  cosec  x 


. 1 
dare  cos  — 


dx 


X X2 — > 1 


= d are  seex 


come  già  si  era  trovato  di  sopra. 
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35.°  La  formola  (m)  somministrando  il  differenziale 
di  una  funzione,  quando  anche  la  variabile  non  sia  in- 
dipendente, potrà  immediatamente  applicarsi  alla  diffe- 
renziazione di  tutte  le  funzioni  trigonometriche  inverse; 
ed  infatti  supponendo  successivamente 


y = are  sen  x , y = are  cos  x , y = are  tang  x 


y e=  are  cot  x,  y = are  sec  x , y = are  cosec  x 

avremo  reciprocamente 

x =■  sen  y , x = cos  y , x = tang  y 

x = cot  y , x =3  sec  y , x = cosec  y 

1 • » ' • * * 

quindi  dalla  formola  (m),  e dai  differenziali  delle  fun- 
zioni trigonometriche  dirette  dedurremo 

dx  = cos  y dy  = dy  {/r\  — x 3 

dx  = — sen  y dy  e=  — dy  1 — x3 

dx  = dy  (1  -f-  tang*y)  = dy  ( 1 -f—  x3) 

dx  — — dy  (1  cot3  y)  = — dy  (1  •+•  x2) 

dx  = dy  sec  y l/sec3  y — 1 <=  dy  x |/x*  — 1 

dx  = — dy  cosec  y J/" cosec3  y — 1 = — dy  x [/" x 3 — 1 


dalle  quali  evidentemente 


d are  sen  x = 
d are  tang  x; 
d are  sec  x = 


dx 


1^1— x3  ’ 
dx 

1 -hx2  ’ 
dx 

x[/~ x3 — 1 * 


d are  cos  x 


d are  cot  x « — 


d are  cosec  x=- 


dx 

V 1 — x* 
dx 

1 + xl 
dx 

x^/  x3 — 1 
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Questi  risultati  coincidono  con  quanto  abbiamo  stabilito 
di  sopra  dietro  altri  principi!.  Prima  d’intraprendere  la 
risoluzione  di  altre  questioni  avvertiremo  che  i differen- 
ziali di  alcune  funzioni  semplici  si  potrebbero  far  dipen- 
dere dal  differenziale  logaritmico  di  qualsiasi  base;  per 
mostrare  un  qualche  esempio,  supponiamo 


tr>  , 


/ 


fi  / 

^ -'J 


y *=  x*  , y~ax 


e prendendo  i logaritmi,  si  ha 

Logy  = oLogx  , Logy=axLoga 

Differenziando  in  qualunque  sistema  di  logaritmi  avre- 
mo per  la  forinola  (m) 


d’onde 


dy  dx  dy  T , 

— = a — , Log  « — - = Log  a ax 

y x V 

* 

i , • Loga  . 

da?1—  ax**-1  ax , dox=  ax  ax 

Log  e 


Che  se  per  « = F(a:|,  v = f(ar),  fosse  data  la  funzione 

y = uv 

prendendo  i logaritmi  si  ha  allora 

Log  y = v Log  u 

* 

d’onde  differenziando,  e sostituendo 


dy  = d uv 


u 


v 


Log  e 


d.uLog  u 


Non  si  può  eseguire  la  differenziazione  nel  secondo 
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membro  se  non  si  stabiliscono  le  regole  per  la  difleren~ 
ziazione  delie  funzioni  che  risultano  da  un  prodotto  di  va- 
riabili. La  risoluzione  di  questo  problema  unitamente  ad 
analoghe  ricerche  formerà  l’oggetto  dei  seguenti  parag* 

■ -Hi» 

Sulla  derivata , e sud  differenziale  di  una  somma,  di  un  prodotto j 
di  un  quoto  di  funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente : 
differenziazione  di  una  funzione  di  funzioni  di  una  sola 
variabile : differenziazione  delle  funzioni  immaginarie * 
e delle  funzioni  di  una  variabile  immaginaria- 


36.°  pata  la  somma  di  (unzioni 

y = u-t-  v - jr -f.  . . . 

• • 

ove  sia  per  brevità 

14  = F(x)  , t>=f(x)  , w*=><p{x)  , . . , 

si  avrà  evidentemente 

Ay  = Am  ■+•  At>  -f-  A w 

la  quale  divisa  per  Ax,  e passando  ai  limiti  si  ridurrà 
all’eguaglianza  delie  derivate 

y =3  u •+•  vf  -f»  w . . . 

la  quale  se  si  moltiplichi  per  dar,  diverrà 
dy  « du-h  dv  4-  dr  -h . 
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Questo  risultato  si  sarebbe  potuto  ottenere  dal  valore 
di  Ay,  riflettendo,  che  i differenziali  delle  y,  ti,  t>,  w . . . 
non  sono  altro  che  i limiti  dei  rapporti 


At> 

•—  » 

a 


ove  a rappresenta  il  consueto  infinitesimo  ausiliare:  da 
tutto  ciò  si  ricava,  che  la  differenza  finita,  la  derivata, 
ed  il  differenziale  di  una  somma  di  funzioni , eguaglia 
la  somma  delle  differenze  finite,  delle  derivate,  e dei  dif- 
ferenziali delle  funzioni  medesime.  Cosi  per  esempio, 


darà 


y sa  kaf*  B log  sen  x 

Ax 


dy  » m Àxm"*  dar  4-  B 


tangx 


Sia  il  prodotto 


y = u v w 


dx 

2yV 


i 


e le  u,  c,  w abbiano  il  significato  poco  fa  indicato,  e 
per  semplicità  supporremo  le  funzioni  ridotte  a due,  in 
modo  da  essere 


y 


è evidente  che  l’incremento  della  y,  sarà 

Ay  « ( u 4-  Au  ) ( t>  4-  Av  ) — uv 

nella  quale  fatte  le  riduzioni,  e divisa  per  &r,  e pas- 
sando ai  limiti  si  troverà  per  la  derivata 

.•  * • . . 

r \ . y'  a=*  u v «fr*  • 

d’onde  il  differenziale 

dKVaVjdv-f1  V di# 
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Questa  forinola  si  otterrebbe  eziandio  immediatamente 
da  A y , dividendo  per  oc  , e riflettendo  alle  consuete 
equazioni  dei  limiti 


d y = Hm  , du  = lim  — , dt>  = Iim  — 

oc  oc  . . oc 


ed  insieme  che 


lim 


Au  At> 
a 


o 


Nello  stesso  modo  per  un  numero  qualunque  di  fun- 
zioni si  trova 

* -i-  ’ . • 

d u v jv  . . = v w . . d u -f-  u w . . d v u v ..  d w ... 

Cioè  il  differenziale  di  nn  prodotto  di  funzioni  è eguale 
alla  somma  dei  differenziali  particolari  di  ciascuna  fun- 
zione considerando  le  altre  come  costanti. 

L’esposto  metodo  si  applica  con  la  medesima  faci- 
lità ad  un  rapporto  di  funzioni,  e si  ricava  per 

t • * • 

u u -}-  Au  u 

y ~ — » &y  = — —t 

v v Ai;  v 

Qui  anche  eseguite  le  riduzioni , dividendo  per  Ax , e 
passando  ai  limiti,  abbiamo  la  derivata 


11  differenziale  si  ha,  o dal  moltiplicare  per  dx,  o dal 
dividere  Ay  per  oc»  e passare  ai  limiti,  ed  in  ambedue  i 
modi  si  trova 


d — 
v 


v du  — u d v 
~ ' v* 


• ! ’t- 
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Ciò  potea  riportarsi  al  differenziale  del  prodotto,  avver- 
tendo che 
* u 

d — =3  d u tr1  = d « 4-  « d r1 
v 


la  quale  per  la  teoria  esposta  al  parag.  34  si  riduce  alla 
penultima  stabilita  formola.  Se  la  frazione  si  presentasse 
sotto  la  forma 

u ut  u2 ... 

^ v vt  v2  ... 


allora  con  i soliti  processi  di  operazioni  si  ha 


u Ut  u2  ....  v v2  v2  ..  d.u  «,  u2  ..  — u ut  u2  ..  d.t>t>,  v2 


V Vi  v2  .... 


v2  V J vj 


e sostituiremo  nel  medesimo  tempo 


d.u  ut  u2  . . = ut  u2  . . d u u u2  . . d ut  4-  u ut  . . d u2 

\ 

» « , 

d.t>  vt  v2  . . s=  t)j  v2  . . d v -f-  v v,  . . d e,  v vi  • • d v2 

\ ■ •• 

Da  tutto  ciò  si  deduce  che  il  differenziale  ai  una  fra- 
zione è eguale  al  prodotto  del  denominatore  per  il  dif- 
ferenziale del  numeratore,  diminuito  del  prodotto  del  nu- 
meratore per  il  differenziale  del  denominatore,  ed  il  tutto 
diviso  per  il  quadrato  del  medesimo  denominatore.  Un’ 
applicazione  di  queste  ultime  formole  1’  abbiamo  nelle 
funzioni  trigonometriche 


sen  x ' 

tang  x — , 

cos  x 


cot  x 


cosa: 


1 


sen  x tango:  * 


sec  x = 


cos  a? 


cosce  x = 


sen  x 
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e si  ottiene 


d tang  x 


^sen  x 
cos  x 


cos  x d sen  x — sen  x d cos  x 
cos*  x 


dx 

cos*x 


d cot  x 


tango: 


d tang  x 


tang*  x 


e con  la  medesima  facilità 


do: 

§en*x 


d sec  x = d 

coso: 


d cos  x sen  x dx 
cos*  x cos*  x 

« 


d cosec  x 


sen  x 


d sen  x 
sen*  x 


cos  x dx 
sen*  x 


come  già  si  era  dimostrato  con  altri  metodi.  Agli  espo- 
sti esempi  ne  aggiungeremo  uno,  dove  più  regole  sono 
incluse  per  la  differenziazione,  cioè  supporremo 


y = xl/’i  -f-  X*  4-  log(x  4-1/1  4-  £2) 

4 

e si  avrà 


dx(1  4-  2x*) 
\f\  4-  x2 


dx 

l/l  4- a:* 


2dx  j/1  4-  X2 


i 


37.°  Veniamo  ora  a stabilire  una  forinola  generale 
per  il  differenziale  di  una  funzione  di  funzioni  di  una 
sola  variabile,  e sia 

y ss  F(  u,  t>,  w, . . . ) 

dove  le  u,  e,  . . . sono  come  sopra,  funzioni  qualun- 
que della  variabile  x,  quindi  si  avrà 

, Ay  =»  F(tt  4-  Au,  v 4-  At',  r4-Av.,|  — F(  u,  e,  w . .) 
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11  differenziale  della  medesima  y,  sarà  dato  da 

d «=  lim  ~ — lim  y-t-Ay F(u,  e,  r.„) 

oc  « 

Se  si  considerasse  variabile  solamente  tuia  qualunque  del- 
le funzioni,  u,  r,  jr . . . allora  i parziali  incrementi  del- 
le  y saranno 

F(tt-f-Au,t?,ir..)— F(v,t,r..) , F(u,t>H-At?,»r..)— F(u,c,ir..) 

F(h,  t?,  «r  -f - A/r  . . ) — F(u,  t,  v . . ) , . . . . 

♦ 

e si  potrebbero  notare  per 

» 

« A^y  » A^y  » • * . 

e perciò  anche  i particolari  differenziali  della  stessa  y 
riguardo  alle  w,  c,  ir  . . . si  scriveranno  con  le  notazioni 

iuy  =lim  d^lim  M , dwy  = lim  M 

oc  oc  oc 

I 1 • ^ f J 

Infine  le  derivate  particolari  le  rappresenteremo  per 
F# (s, ti  i Fv (u, , Fw  (s> ^ » • • • • 


in  modo  da  essere 

% 

d*y  = F U'(u9  t>,  w . . )du , d^y  = F J(  u,  c,  w . . )dv  * 
dwy  « Fw'(  m,  c,  ir ..  )d^ 

Si  riprenda  ora  la  differenza  particolare 

• • 

F(  k H-  Ah,  v,  w . . ) — F (u,  c,  *r. . ) 
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e si  faccia  variare  nel  primo  termine  la  funzione  t>,  sarà 
per  la  differenza  di  quella  funzione 

F(u  -+-  A u,  v -4-  At>,  w . . ) — F (u  -+-  Am,  u,  ^ . . ) 

Nello  stesso  variando  la  w , . . nel  primo  termine  di  que- 
sta differenza,  otterremo 

F(u-4-Am,  tH-At>,  jM-Ait,  • • ) — F(m-4-Am,  t>-f-Ai>,  w, . .); 

perciò  risulteranno  le  differenze 

F(u  -4-  Am,  v,  w . .)  — F(m,  v,  w . .) 

F(u  -4-  Am,  v -4-  A y,  ^ — F(m  -4-  Am,  vy  w . .) 

F(m-+- Am,  iH-At>,  w ■+■  A*'  . .)  — F(m-4-Am,  t>  -4-  At>,  jp  . .) 

ciascuna  delle  quali  se  ha  per  limite  zero,  converrà  che 
anche  la  lor  somma 

F(u  -H  Am,  v -f-  At>,  w -4-  Aw%  . .)  — F(ti,  t?,  . .) 

converga  al  medesimo  limite  per  valori  nulli  di  Am,  Ar,  A 
e di  A x,  e per  conseguenza 

‘ Ay  ..  F(m-H  Am,  v,  w ..)  — F(m,  t>,  w ..) 

dy  =lim  — = lim — 

J « a 

% • 

t.  F(m  -4-  Am,  t?  A»,  ir  ..)  — F(m  -4-  Am,  t?,  w 

-4-  lim  ■ ...  ...  ■■  — — — 1 

a 


F(m-4-Am,  tH-Av,  it-4-A»'..) — F(m-4-Am,  v-4-At\  w’..)  ' 

lim  — — — — 

a 


Ma  è facile  il  vedere  che  i limiti  del  secondo  membro 
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coincidono  con  i limiti  verso  quali  convergono  i rapporti 


Ky 


Ky 


OC 


Ky 

oc 


dunque 
dy  = 


lim  Ès = iim  M.  Um  M 

oc  oc  oc 


o semplicemente 


dy  = d*y  ■+■  Avy  •+■  dwy  •+•-  • • 

» 

Questa  formola  ci  dice  che  il  differenziale  di  una  fun- 
zione di  funzioni  di  una  soia  variabile  indipendente  è 
eguale  alla  somma  dei  differenziali  parziali  relativi  a eia* 
scuna  funzione.  Così  supponendo  successivamente 


u 

y » F (u,  v ... ) = uv  ; y = F(«,i)..)=3- 
si  ha  dalla  prima 

d*y  = vdu  , d^y  = udu , . . . 
e dalla  seconda 

. • dn  ttd» 

' d*y  = — > dvy  = — 

v v * 


d’  onde  si  ricaveranno  le  formole  di  già  trovate  per  i 

i 

differenziali  di  un  prodotto,  o di  un  quoto.  Sia  di  più 

y = F(u,  v)  =*  uv 

è evidente  che  i differenziali  particolari,  sono 
duy  = vu* -*  du , dvy  = uv  log  udv 
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per  cui  nel  sistema  dei  logaritmi  iperbolici 


d«vs*uw(t>  — -h  log  u do  ) 
a 


É importante  poi  di  osservare,  che  1’  ottenuto  differen- 
ziale di  uv,  potrebbe  dipendere  immediatamente  dalla  re- 


gola dei  differenziali  di  un  prodotto;  ed  infatti  ritenen- 
do la  base  iperbolica,  si  ha  identicamente 

uv  = e'°g  = egloga 

quindi  per  le  formolo  generali  del  parag.  34 

dii*  = d e?Hu  = ^ 11  d. «logli 

dove  essendo 


di  u",  sarà  d'accordo  a quanto  si  è detto  alla  fine  del 
parag.  35.  Termineremo  coll’indicare  che  differenziando 
le  tre  specie  di  funzioni 


tornerà  la  forinola  richiesta.  Se  in  un  caso  particolare  aia 
u = v =*  x , od  anche  u = jr  , tiw- 


x 


si  dedurranno  Tespressioni  differenziali 


L'osservazione  che  abbiamo  qui  fatta  per  il  differenziale 
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per  meno  del  differenziale  logaritmico,  saremmo  ricon- 
dotti alla  regola  per  la  differenziazione  di  una  somma 
di  funzioni. 

38.°  Tutti  i risultati  ottenuti  nei  precedenti  parag. 
per  le  funzioni  reali  si  estendono  con  facilità  alle  fun- 
zioni immaginarie;  di  fatti  se  la  solita  funzione 

y=Ax) 

si  decomponga  in  due  funzioni  p(x),  ip(x)  reali,  ed  ore 
la  seconda  sia  il  coefficiente  di  |/~ — 1,  sarà 

y =»  9 (x) -+-</>  (x)!/" — S 
dalla  quale  si  deduce  la  differenza 

Ay  «=a  A f(x)  =a  A9(x)  «+• 

Ora  i limiti  delle  espressioni  immaginarie  risultano  dalla 
somma  dei  limiti  Terso  i quali  convergono  i due  termi- 
ni delle  medesime  d’onde  dividendo  per  Ax,  o per  a,  sarà 

Ay  = A/fo)  = A p (x)  ^ A if  (x)  . ( 

Ax  Ax  Ax  Ax 

Ay  = 4/Tf) _ Ay (x)  A</i (x)  1 

oc  oc  oc  oc 

e perciò  ai  limiti 

y •=/'(*)  <=  ?»  •+■  f (*)/■— 1 

dy  s=  d/Jx)  e=  dp(x)  -f*  d^(x)  J/’—  1 

ed  anche 


d(9(x)-H^(x)l/’— 1)  = dp(x)  H- d^(x)l/*— 1 
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Ognun  vede  che  la  regola  per  la  differenziazione  delle 
funzioni  immaginarie  coincide  con  quelle  di  già  stabili- 
te per  le  funzioni  reali.  Per  mostrare  una  qualche  ap- 
plicazione; sia  x,  la  variabile  reale  indipendente,  ed  a 
un  numero  qualunque  reale  irrazionale,  e si  abbiano  a 
differenziare  le  tre  funzioni  immaginarie 

eW->  , (x)«  , log  (—  X ) 

nella  seconda  di  queste  si  dovrà  supporre  la  x negativa; 
dalla  prima  abbiamo 

• • * 

= cos  x 1/* — 1 sen  x 

e differenziando  sarà 

d = — sen  x dx  •+•  (/*—  1 cos  x dx 

ovvero 

d = l/*-1  (cosx  -+- 1/*-1  sen  x)  dx  = ex^~l 

come  accade  nel  caso  dell’esponente  reale.  Dalla  seconda 
espressione  per  x negativa  si  ha  dalla  riduzione  delle 
espressioni  immaginarie 

(x)a  *=  (—■ *)“  ( — 1 )“ 

e siccome  ( — 1)a  porge  un’inGnità  di  valori  immaginari 
dati  dalla  formola 

( — 1 )o  » cos  (2k  1 )an  :±:  [/*  — 1 sen  (2k  -J-  1 ) a?r 

così  differenziando  risulterà 

d (*)«=»—  a (— x)«-*  (— 1)*  dx  = a (— x)<*-'  (—1  )«-*  dx 
ovvero 

à(x)a  = a(x)a~l  dx 

Per  la  terza  espressione  si  conosce  che 

log  ( — x)  = log  x db  (2k  -t-  1 ) n[/' — i 
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e quindi 


dx  — dr 

d log  — * ) = — 

X X 


Ed  in  altro  sistema  di  logaritmi  si  troverebbe  egualmente 

dx 

d Log  (x)  = Log  e — 

OH 


il  quale  coincide  con  il  differenziale  logaritmico  a va- 
riabile positiva.  Sarà  importante  di  osservare  riguardo 
alla  potenza  (.r)*  , che  non  ammetterà  un  significato  pre- 
ciso, ma  indeterminato  egualmente  che  il  suo  differen- 
ziale per  valori  negativi  della  x . 

39.°  Veniamo  ai  differenziali  delle  funzioni  di  una 
variabile  immagiuaria  : pongasi  pertanto 

z = x + y 1^-1  , ed  u =/(z) 

la  definizione  dei  differenziali  <Lr,  dy,  dz,  di*  verrà  data 
dai  limiti  consueti 


Az  Am 

d z = lim  — , du=lim  — 
oc  oc 


ove  l’infinitesimo  a,  mantiene  un  valore  reale;  dopo  que- 
sto ò naturale  che  l’equazione 

A»  _/(*-*- A») —../'(*) 

Az  Az 


includerà  le  altre 

Az  A x A v 

Az  = Ar  -+-  Ay  t/’-l  , lim  — = lim h lim  — l/" -1 

oc.  oc.  oc. 

la  seconda  delle  quali  si  riduce  a 

dz  = dx  dy|/*  — 1 
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quindi  passando  ai  limiti  si  ha 

£ - =/■(«)  , d./Iz)  = /"(,)  ds 

Espressione  della  forma  medesima  che  per  la  variabile  rea- 
le. Per  riconoscere  poi  le  eccezioni  alle  qnali  saranno 
soggetti  i differenziali  delle  funzioni  a variabili  imma- 
ginarie, riprendiamo  per  poco  le  funzioni  semplici 

a 

a •+•  z,  a — z , az  , — , za  , az , e* 

Z 

Log(z)  , log(z)  , seni  , cosi 
are  sen  z , are  cos  z 

nelle  quali  la  variabile  i,  è della  forma 

z = x -t-  y l/"  — 1 = r (cos  f \Z~ — 1 sen  /) 

Considerando  l’cspressioni  della  forma  za  , conserveran- 
no queste  le  medesime  proprietà  si  per  valori  reali  che 
per  valori  immaginari i della  variabile.,  fintantoché  l’es- 
ponente ha  per  valore  numerico  un  numero  intero,  ma 
queste  proprietà  non  sussisteranno  più  sotto  certe  con- 
dizioni nel  caso  opposto;  cosi  per  esempio  ritenendo  per  a 
un  numero  reale  frazionario,  od  irrazionale,  si  vedrà  che 
delle  tre  formole 

za  z*  zc za^rb , za  z\  z2  = (z  zx  z%  ..)u 

(ia)h  — zah 

la  prima  sussiste  unicamente,  quante  volte  la  parte  rea- 
le xì  della  z sia  positiva,  la  seconda,  quante  volte  x,  xlx  xx 
essendo  positive  la  somma 

V Vi  Va 

are  tang  — -f-  are  tang h are  tang  — -f- 

x Xt  x x 
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t r n 

sia  compresa  fra  i limiti — , -+-  -y-  5 

2t 

rimanendo  positiva  x , il  prodotto 


la  terza  poi  , 


a are  tang  — 

x 


sia  compreso  fra  i medesimi  limiti 


. Queste 


avvertenze  possono  dedursi  da  quanto  abbiamo  stabilito 
nella  seconda  parte  dei  nostri  preliminari,  pia  per  un 
completo  sviluppo  può  consultarsi  il  corso  d* Analisi  del 
sig.  Cauchy,  ed  anche  il  Calcolo  differenziale  del  sig.  ab. 
Moigno . All’opposto  le  funzioni 


a* , e* , sen  z , cos* 

sono  suscettibili  delle  medesime  proprietà  ohe  a varia- 
bile reale,  in  modo  che  le  formole 

a ’ a9 1 a9»  . . . = a****'  «"V" 

a*  b1  c9  . . . = ( a b c . . . )* 

sen  (z  w)  = sen  z cos  « -+-  cos  z sen  a> 


cos  (z-t-fc)»  cos  z cos  cj  — sen  z sen 

sussistono  per  valori  reali,  ed  immaginarii  di  z , 2X,  z2  ...  a>. 
Prendendo  in  fine  le  funzioni  inverse 

Log(z) , log(z)  are  sen  z , are  cos  z 

si  vedrà  che  posto 

z — y l/*-1  , z i ■=  x t -4—  y , l/"— 1 * z2=x1'^rmy1\/m^\  ... 

• * • 

la  forinola 

% 

.Log  (*)  4-  Log  (i.)  4-  Log  (*,)  4- . ...  = Log.  I*  . .,.) 
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sussisterà  quante  volte  x , xt  x^ . . . essendo  positive,  la 
somma  degli  archi 


y Vt 

are  tang  — are  tang 


Xt 


Xt 


are  tang  — 


n 


— , come  anche  la  forinola 

m 


sia  compreso  fra  — , e - 

Log  (z«)  = a Log  (2) 

nel  caso  della  x,  positiva,  e del  prodotto 


a are  tang  — 
x 


g*  • ...  a 

compreso  ira  1 limiti , e -f-  —, 

Jt  x 


Per  le  funzioni  trigonometriche  inverso 

are  sen  s , are  cos  x 

supponendo  in  ambedue 

are  sen  (x-t-y  — 1 ) = X -f«  Y — 1 

are  cos  (x  4-  y — 1 ) = X,  -+■  Y,l/* — 1 

ricaveremo  reciprocamente 

sen  (X  -4-  Y — 1 ) =1  x H-  y \/~  — 1 

cos  Y,t/* — 1 ) = x 4-  y t/"— 1 

Se  nei  primi  membri  si  sostituiscano  i valori  di  già  tro- 
vati al  parag.  23,  e si  formino  Tegiiaglianzc  fra  le  quan- 
tità reali,  e fra  i respettivi  coefficienti  di  — 1,  otter- 
remo le  X , Y , X,  , Y,  in  funzione  delle  y ; que- 
ste espressioni  non  sussisteranno  che  sotto  determinate 
condizioni  della  x.  I valori  delle  X , Xt  come  può  ve- 
dersi nel  calcolo  del  sig.  Cauchy  dipendono  da  archi  di 
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dato  seno,  o coseno,  e quelli  di  Y,  Y,  da  logaritmi  di 
quantità  irrazionali.  Da  tutto  ciò  che  abbiamo  esposto 
in  questo  parag.  deduciamo,  che  sotto  le  enunciate  con- 
dizioni, gli  incrementi  infinitamente  piccoli  delle  funzio- 
ni  di  una  variabile  immaginaria  dipenderanno  dalle  me- 
desime trasformazioni,  che  si  sono  eseguite  con  la  va- 
riabile reale;  quindi  i differenziali  delle  medesime  fun- 
zioni si  ridurranno  alla  ricerca  dei  limiti  verso  i quali 
convergono  f espressioni 


sen  ( « -+-  fi  — 1 ) 
«H-Pl/-—  1 


( i -+•  « -f-  /3  i/"  — 1 ja-WV-l 


por  valori  nulli  di  a,  e /3,  ma  è stato  dimostrato,  che 
questi  limiti  si  mantengono  i medesimi,  che  se  la  varia- 
bile fosse  reale,  e per  conseguenza  sotto  le  indicate  con- 
dizioni, tutto  ciò  che  si  è trovato  per  i differenziali  del- 
le funzioni  dai  parag.  25  a 37  seguita  a sussistere  sia 
la  variabile  reale  sia  immaginaria.  Noi  termineremo  que- 
sto parag.coll’avvertire,  che  i differenziali  delle  funzioni  di 
Una  variabile  immaginaria  si  potrebbero  anche  ottenere 
dalla  differenziazione  diretta  dalle  espressioni  immagi- 
narie che  rappresentano  le  medesime  funzioni. 


Derivate  e differenziali  successivi  delle  funzioni 
di  una  sola  variabile . 


40.°  Ritenendo  che  y\  of(x)  esprima  la  funzione 
prima  derivata  dalla  solita  equazione  ' 

■ y =./W 

il  differenziale  della  medesima  y sarà 

òy  — yàx  «== y^xjdx. 


• •• 
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Ciò  posto  si  chiamino  y ',  y"',  y*v  , ...  ed  eguali  a /'(*)* 
17  (xì  • • • altrettante  funzioni  della  or,  e che  ognu- 
na di  esse  Tenga  dedotta  dalla  sua  antecedente  come 
f\x)  *=4  y proviene  da  y =»  f (.r)  ; le  nuove  funzioni 
y\  y\  9IV-  • . C le  sue  eguali  f'(x),  /,v  (x) , ... 

si  chiameranno  funzioni  derivate  seconda  j ter  za  j quarta 
dalla  y,  o dalla  y'(x),  ed  in  generale 

y(")  «=/•)  (x) 

sara  una  derivata  dell’ordine  nc8Ìmo.  Riflettendo  ora  alla 
relazione  che  passa  fra  la  funzione  prima  derivata,  e i 
differenziali  dx,  dy  vedremo  che  per  i differenziali  delle 
nuove  funzioni  derivate  sussisterà  x 

dy  =»  y *dx  , dy  ' = y" da’,  . . . dy^*1)  ==  y(")  (Lr 
od  anche 

dy'  =f"(x)dx,  ày'^f"(x)  drf, ...  dy!"-*)  (x)  =/(”)  (x)dr 
dalle  quali  si  ottiene  reciprocamente 


•n 


■/» 


dy  ('*“*) 
dx 


= y[n)  =/(“)  (*) 


Tali  sarebbero  i valori  delle  funzioni  derivate  di  un’or- 
dine qualunque  espresse  dal  rapporto  dei  differenzia- 
li della  funzione,  e della  variabile  indipendente;  ma 
per  introdurci  ai  differenziali  successivi  si  faccia  la  so- 
stituzione della  y nella  seconda  di  queste  ultime  formo- 
lo, sarà 


y"  - r (*)  = - 


d f!z 

dx 


dx 
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ove  si  avrà  da  eseguire  la  differenziazione  sopra  la  fra* 

zione  ^ , e potremo  fare  due  ipotesi  1 0 di  assumere 
dx 

» 

dx  per  costante.  2°  di  prenderlo  variabile  con  d y.  Nel 
primo  caso  si  avrebbe  soltanto  a differenziare  dy,  e per 
essere  uniformi  alla  notazione  si  dovrebbe  scrivere 
d dy  e che  per  semplicità  sostituiremo  l’espressione  sim- 
bolica d2y,  come  dx*  per  rappresentare  la  potenza  se- 
conda di  dx,  dopo  ciò  avremo 


» 


y"  =-/»  = 


d3y 

dx2 


Nello  stesso  modo  per  indicare  il  differenziale  di  d2y  si 
scriverà  d3y,  e così  di  seguilo  in  modo  che  ritenuta  l’i- 
potesi di  dx  costante  si  ha  per  le  funzioni  derivate.  ,•< 


d"y 

dx* 


In  queste  forinole,  Tespressioni  dx2,  dx3, . . . dr*,  rap- 
presentano le  successive  potenze  di  dx  e le  quantità 

« . * » » » 

d2y  , d3y  , d'*y  , . . . d“y  si  chiamano  differenziali  del  se- 
condo, del  terzo  . . . deirne»imo  ordine;  e si  esprimono 
per 

d2y  = y 'dx2  , d3y  «a  y'"dx3  , . . . d'*y  = yt")  dx* 


4 » * • « * 

Non  così  accade  se  anche  dx,  sia  variabile,  allora  a co- 
minciar dalla  funzione  derivata  seconda  si  ha 


*"=/» 


d— 

dx  dx  d2y  -—  dy  d*x 
dx  dx3 


Così  anche 

3 


4 
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la  quale  sviluppata  ci  da 


da?  (da?  d3y  — dy  d3x)  — 3d*a?  (do?  d*y  — dy  d*x) 

dx5  ‘ 


e cosi  di  seguito  per  le  altre,  nelle  quali  tutte  suppo- 
nendo d2a?  = o , d3x  = o , . . . tornano  1’  equazioni  di 
sopra  stabilite. 

41.°  Riguardo  alla  successiva  derivazione  esposta 
nel  precedente  parag.  gioverà  d'indicare  qui  un’altra  no- 
tazione della  quale  se  ne  trarrà  un  gran  partito  in  se- 
guito per  risolvere  diverse  questioni.  Sieno  le  caratte- 
ristiche D , D*,  D3,  . . . D"  collocate  a sinistra  della  fun- 
zione per  indicare  le  fiiuzioui  derivate  dei  rispettivi  or- 
dini, come  d , d* , d3, . . . d“  si  usano  per  i differenziali 
successivi;  si  avrà  evidentemente 


Dy  = y , Day  = y " , D3y  = y"' , . . . D "y  = yW. 

Spesse  volte  per  indicare  a qual  variabile  indipendente 
si  riferisca  la  derivazione,  si  adopreranno  le  caratteristiche 

Dx  > D*  , Dj , . . . D* , 


ed  allora 


D^y  > I>Jy , D*y  , . . . D nxy 

• » 

indicheranno  che  x è la  variabile  indipendente.  Per  mo- 
strare una  qualche  applicazione  deiresposte  teorie,  circa 
la  successiva  derivazione  supponiamo 

y = y = oT , y = e* 

> 

si  troverà  immediatamente  col  prendere  da?  per  costante 

D xm  = #n(m  — 1 ) (//*  — 2) ...  (m  — (n  — 1)  ) x™-*. 

* , * 

D"ar  = (log  a)n  ax  , « e*  * 
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dalle  quali  si  otterrebbero  subito  i rispettivi  differen- 
2iali  dell’ordine  n;  se  nella  prima  m = n si  avrà 

* I ‘ 

D mxnt  «=  m(m  — 1 ) (m  — 2)  (m  — 3) . . . 3.  2.  1 . 

. * • • • 

e per  n > m 


D'1  x”1  = o , ed  insieme  d"  re"*  = o 
Per  la  funzione  logaritmica 

. : . 

y = log  X 


•) 


si  trova  con  facilità 

D log  x = ~ , Da  log  x 

x 


— , D3  log  x 
x ® 


1 .2 


ed  in  generale  per  n impari,  o pari  - 

1.  2.  3 ..  4 . . . (n 


Drtlog  x = zb 


-iy 


X « 


dalla  quale  evidentemente 


a O 


dnlog  x = rt 


1.  2.3  ..(n— 1 ) 


x* 


dxn 

' o 


Per  la  funzione  trigonometrica 

y = sena:  : . ; ,f  ( 

avremo  dalla  successiva  derivazione  f 

i . • » . « • t 

D sen  x = cos  x , D2  scn  x = — sen  x 

#«  - k i 

D3  sen  x = — cos  .r  , D$  sen  a:  =*  sen  x 


i « 

e siccome  nel  caso  di  n pari 


nn 


. • sen  x = sen  ( x -f-  ~ ) 
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e nel  caso  di  n impari 


i 


nit 


=fc  cos  x = scn  ( x ■+-  — ) 

A 


cosi  in  generale 


nn 


D*  sen  x = sen  ( x •+•  ) 


e quindi 


nrr 


drt  sen  x = sen  ( x ■+-  — ) dar" 


Nello  stesso  modo  per  la  funzione  trigonometrica 

y = cos  x 

si  ottiene  per  la  successiva  derivazione 

D cos  x c=  — sen  x , Da  cos  x *=  — cos  x 
D3  Cos  x s=  sen  x , D$  cos  x = cos  x 


e siccome  per  il  numero  n pari 


nn 


=£  cos  x = cos  ( x -f-  — ) 

2 


e per  n impari 

/ wrc  » 
rt  sen  x = cos  ( x -H  ) 

A 

così  in  tutti  i casi 


nn 


D'1  cos  x =.  cos  ( x -+-  — ) 

A 

• . 1 - . \ • ' . 

d’onde  per  il  differenziale  dell’ordine  n 


nn 


dncos  x = cos  ( x «+•  ~ ) dx* 


In  seguito  mostreremo  degli  altri  esempi  per  la  deri- 
vazione successiva  delle  funzioni. 
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42.®  Alcune  volte  succede  che  la  funzione  della  x 
si  presenti  sotto  la  forma  di  f(x  -j-  a)  o di  f(ax),'  es- 
sendo a una  costante , ed  in  ambedue  i casi  è sempre 
facile  di  determinare  sì  la  derivata  che  il  differenziale  di 

V . 

un’ordine  qualunque,  in  modo  che  per 

y =/(*  ■+■  a) 

si  ha  immediatamente 

y‘\n)  = /(«)  (x  o) , dny  =±= f(n)  (x  «+■  a)  dxn 

E per 

y =/(«*) 

si  otterrebbe  * * » 

y{n)  = anf(n)  (ax) , dny  = aHf(n)  (aóc)  d#* 

Queste  due  forinole  generali  trovano  fra  le  altre  una  ap- 
plicazione alle  funzioni 

(x  -f-  a)m  , eP x , sen  ax, . . . 

che  per  brevità  omettiamo  di  sviluppare. 

Per  le  funzioni  di  funzione  riprendendo  le  formolo 

” » 

* = %).  y =/(■*) 

sarà 

d*  = F \y)  dy  , d'z  = F'(y)  d’y  -t-  F"(y)  dy*  . , 
d}z  = F'(y)  d3y  -f-  3F"(y)  dyd’y  •+-  F "(y)  dy3 

« 

. • * 

ove  in  ciascuna  si  avrebbe  a sostituire 

t 

< • » 

dy  e=  ydx  , day  = y"da:a  , d3y  = y"'dx3,  . . . 

e quindi  si  dedurranno  le  derivate  z , z\  z"  . . . ri- 
guardo alla  x,  cioè 

*'  = F'(y)y'>  .z"‘=r(y)y"  + r(y)y'* 

*"  = F'(y)  y'"-t-  3F"(y)  y'  y"  -f  *"(y)  y'> 
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dalle  quali  si  deducono  subito  i respettivi  differenziali; 
così  avendosi 

z s=  e?  , ed  y e=  sen  x 
si  trova  primieramente 

= er  y',  z = ex  ( y*  -+-  y'*)  , 

• • » 

* " = ( y"  -4-  3y'  y"  -+■  y'>  ) 

e quindi  per 

y = cos  x , y"  = — sen  x , y'"  sc=  • — cos  x , ... 
si  avrà  in  fine 

z <=  e*eDI  cos  x , z'  = e*enx  ( cosa  x — sen  x ) 

*//#  «=  e8en  r ( cos3  x — 3sen  x cos  x — cos  x ) 

Termineremo  questo  parag.  colPindicare  brevemente  in 
che  consista  il  cangiamento  della  variabile  indipendente 
nei  successivi  differenziali , e derivate  di  una  funzione. 
Nella  differenziazione  si  è preso  costante  il  differenziale 
della  variabile  indipendente,  ed  allora  come  abbiamo  ve- 
duto nell’  antecedente  paragrafo  40,  si  esprimono  molto 
semplicemente  le  derivate  di  un’ordine  qualunque  della 
funzione;  nel  caso  adunque  che  si  volesse  fare  un  can- 
giamento di  variabile  indipendente,  basterebbe  in  luogo 


dei  rapporti 

day  d3y  d$y  dny 

dxa,  * dx3  ’ dx'*  * dx7* 

sostituire 


i‘‘£- 
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ove  si  considererà  variabile  anche  dx  per  poter  sosti- 
tuire i valori  da#,  d3x,  . . . espressi  per  il  differen- 
ziale della  nuova  variabile  indipendente. 

43.°  Le  funzioni  composte  si  differenziano  succes- 
sivamente per  le  medesime  regole  di  già  stabilite  per 
la  derivazione  e differenziazione  unica  : cosi  per  la  fun- 
zione 

t/  — M-f-C-t-tf'-}-.  . • . 

si  trovò  per  la  prima  derivata 

y e*»' 4-t>'4-*/4- \ 

quindi  per  una  derivata  dell’ordine  ne«im<> 

y('*)  = ut")  4-  v('*)  4-  *r{»)  4- 

e per  il  suo  differenziale  corrispondente 

d"y  = d"w  •+•  d"e  4-  dnrr  4-  . . . . 

» 

Per  la  differenziazione  , e derivazione  successiva  della 
funzione 

y = uv  w . . . . 


si  ha  per  le  due  m,  v. 

* * 

dy  e=»  «du  4-  wdt? , day  *=  tdau  4-  2du  dt>  4-  udat> 

d3y  «3  rd3u  4“  3dc  dan  4-  3dn  d*v  4-  ud3o 

In  questi  differenziali  la  legge  dei  coefficienti , e degli 
ordini  dei  differenziali  coincide  con  quella  del  binomio, 
e perciò  per  un  differenziale  dell’ordine  n si  potrà  sta- 
bilire la  formola  generale 


dn  uv  = edwu  4-  nda_Iudo 


n (n  — 1 ) 
2 


d*-»udat> 


4-  ....  4-  nd*~,udu4-  nd"c 


\ 
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Questi  risultati  si  potranno  mettere  sotto  una  forma 
simbolica,  considerando  la  caratteristica  d come  una  quan- 
tità, in  modo  da  scrivere  brevemente 

d,luv  = ( d 4-  d )“  uv 

perchè  nello  sviluppo  del  binomio  s’intendono  differen- 
ziali, e non  già  potenze;  il  primo  d riferendosi  alla  «, 
ed  il  secondo  alla  v o viceversa.  Se  il  primo,  e secondo 
membro  si  divida  per  <Lr'‘  si  otterrà  la  derivata  debor- 
dine nesim0,  cioè 

( uv  )'")  e=  vu'n ) 4-  nu'"'1)  v -f-  n — td""*)  v"  -+• .... 

4-  n v(n"t)  v'  4-  u v(n) 

Lo  sviluppo  del  secondo  membro  potrà  anche  rappresen- 
tarsi con  una  forma  simbolica,  qualora  si  adopri  la  ca- 
ratteristica D.r  per  le  derivate,  e si  avrà 

D"  uv  = ( D*  + Dx  )n  uv 

Qui  pure  il  primo  D.r  riferendolo  a u ed  il  secondo  a v . 
Vedremo  a non  molto  che  queste  formole  si  verificano, 
se  «,  v,  sieno  anche  funzioni  di  un  numero  qualunque 
di  variabili  indipendenti. 

44.°  Presentiamo  ora  delle  applicazioni  di  qualcuna 
delle  formole  generali  stabilite  per  la  differenziazione 
successiva  di  uu  prodotto;  così  ripreso  il  differenziale 

d j y d x 

sarà  facile  di  determinarne  il  differenziale  dell’  ordine 
iicaimo  della  y quando  x cessi  di  essere  variabile  indi- 
pendente, e si  otterrà  la  forinola  simbolica 

d ny  ■=  ( d 4-  d )'*”*  y dar 

purché  nello  sviluppo  il  primo  d si . riferisca  ad  y' , ed 
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il  secondo  a dx\  o reciprocamente,  ed  avremo 

d,4y  = <Lr  d'4”1  y'-h  (n  — 1 ) dn"2  y d3ar  •+» 

-4-  (n  — 1 ) da  y dn“*a:  -+-  y &nx 

i 

Cosi  per  n = 2,  3,  4,  ...  si  troverà  con  facilità 

day  = y"òx*  -4-  yà7x 

d3y  «=  y'"dr3  -4-  3y°àx  é2x  -f-  y d3«c 

dty  = yIV  dx^  -4-  6y'"dx*  da.r  -4-  3 y"  (d3J?)a 

4y'd*  d3x  -4*  y Ò>Sx 


Prendasi 

v=*f(x) 

» 

si  otterrà  evidentemente 

D'*crx  = r*  erx 

quindi  per  la  derivata  dell’  ordine  ne»*»®»  del  prodotto 
erx  f (x) , ricaveremo  la  formola  simbolica 

D“  trxf(x)  = erx  ( r 4-  D )nf{x) 

quante  volte  nello  sviluppo  le  caratteristiche  D,  Da,  D3...D* 
sieno  derivate  di  f(x).  Quest’  ultima  formola  dà  luogo 
ad  un’altra  della  quale  ne  mostreremo  i vantaggi  nelle 
applicazioni  ; ed  infatti  rappresentando  per  F(D)  una 
funzione  intera  della  caratteristica  D,  avremo  non  solo 

F(D)  erx  53  F(r)  erx 

ma  ben  anche 

F(D)  e'VW  = F (r  •+■  D)/(*). 
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Questa  forinola  sussiste  anche  se  F(D)  sia  frazionaria  , 
ed  allora  rappresenterà  integrali  di  un  dato  ordine  , di 
espressioni  differenziali. 

45.°  Veniamo  finalmente  alle  funzioni  immaginarie, 
ed  alle  funzioni  a variabile  immaginaria;  per  le  prime 
essendo 

y = 9 (x)  ■+■  <j/  (x)  l/"—  1 

si  trovò  di  già 

y = ?'(*)  ■+■  <!<'(*)  V— 1 

quindi  per  una  derivata  qualunque 

y(»)  = <p(*)  (.r)  4-  {j/nì  (jc)  l/*— 1 
e per  un  differenziale  del  medesimo  ordine 
d ny  =s  d*  (p[x)  4-  d"  ty(x)  l/* — 1 

Con  egual  facilità  per  le  seconde,  si  avrà 
u =/(z) , z = x 4-  y l/"— 1 
dalle  quali  si  trovò 

du  =/'(*)  dz  » ds  = dr  4-  dy  ^ — 1 

e supponendo  dz  costante  si  trova  egualmente  che  per 
la  variabile  reale 


f » 


d*u 

dz« 


Si  porrà  fine  coll’  avvertire  che  un  cangiamento  di  va- 
riabile indipendente  si  farà  col  sostituire  ai  termini 
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le  nuove  espressioni 


1 du 
àzA  d? 


Sulle  relazioni  che  passano  fra  le  funzioni  di  una  sola 
variabilej  e le  loro  derivate,  o differenziali 
di  un  dato  ordine. 


46. °  Abbiamo  fino  ad  ora  veduto  che  il  principale 
scopo  del  Calcolo  differenziale  consiste  nel  dedurre  con 
date  operazioni  le  funzioni  derivate  da  un’altra  funzione 
parimenti  data.  Ora  una  prima  forinola  che  esprime  una 
relazione  fra  gli  incrementi  della  funzione,  e della  va- 
riabile indipendente  è come  dal  parag.  26 

f(  x-t-h)  ~f(x)  = A (f'(x)  -ir  I ) 

ove  f[x ),  f\x ) devono  esser  continue  entro  dati  limiti, 
c la  I si  annulla  per  h — o.  Ognun  vede  però  che  ri- 
mane incognita  la  forma  della  quantità  I,  e non  possia- 
mo prevalerci  della  riportata  formola  che  per  la  ricerca 
della  funzione  prima  derivata.  La  nuova  questione  che 
ci  proponiamo  di  risolvere  è di  un  grande  interesse  per 
la  moltitudine  delle  applicazioni  delle  quali  è suscettibi- 
le, e si  aggira  sulla  ricerca  delle  relazioni  che  passano  fra 
le  funzioni,  e le  loro  derivate.  Crediamo  però  opportuno 
di  richiamare  primieramente  alcune  proprietà  che  si  ve- 
rificano nelle  funzioni  reali,  e continue  entro  dati  limiti 
della  variabile  indipendente. 

47. °  Una  di  queste  proprietà  è che  se  una  funzio- 
ne reale  della  variabile  x cresce,  o decresce,  all’aumen- 

\ 

7 
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tare , o diminuire  della  x , la  funzione  prima  derivata 
sarà  una  quantità  positiva,  ed  al  contrario  se  ad  aumen- 
ti,  o decrementi  della  x,  corrispondono  decrementi,  od 
aumenti  della  (unzione , allora  la  funzione  prima  deri- 
vata sarà  negativa,  ed  infatti  dairequazione  ai  limiti 

• 

si  deduce  che  Ay,  Ax,  saranno  del  medesimo  segno  se 
all’  aumentare , o diminuire  della  x corrispondono  au- 
menti, c decrementi  della  funzione,  e saranno  di  segno 
contrario,  quando  crescendo  la  x diminuisce  la  y,  e vi- 
ceversa; quindi  anche  nel  limite  gli  iutinilesimi  Ay,  Ax, 
Conserveranno  i respettivi  segni , e per  conseguenza  la 
funzione  prima  derivata  sarà  positiva  nel  primo  caso,  e 
negativa  nel  secondo;  cosi  per  esempio  le  tre  funzioni 

1 

— , COS  X , (1  — ’X  )m 

X 1 

hanno  per  derivate  le  quantità  negative 
1 

— — , — sen  x , — m i — x )"*-» 
x2 

ed  ognun  vedo  che  le  indicate  funzioni  seguono  una  ra* 
gion  reciproca  della  indipendente  x. 

Un’altra  proprietà  di  già  indicata  al  parag.  13  è cho 
una  funzione  reale,  e continua  entro  due  dati  limiti  x0  X 
della  x , non  può  passare  dai  valori  negatic  i ai  valori 
positivi  e viceversa  se  non  passa  per  Io  zero,  od  in  al- 
tri termini  deve  sempre  trovarsi  un  valore  particolare 
della  x,  e compreso  fra  x0 , X , il  quale  verifichi  1*  e- 
quazioney'(x)  = o ; una  funzione  poi  reale,  e disconti- 
nua di  uua  sola  variabile , passa  dai  valori  positivi  ai 
negativi»  passando  per  f infinito,  ossia  vi  sarà  sempre  uà 


■ruailiaed  n#»ogie 


1 


valore  particolare  della  x>  che  verificherà 
sì  le  funzioni 


A*) 


. Co- 


1 

— , tacg  x 


passano  per  l’infinito  quando  da  positive  devono  divenir 
negative  per  tutti  i convenienti  valori  della  x. 

48.°  Premesse  queste  due  brevi  riflessioni  sieno  f(x), 
F(x)  due  funzioni  qualunque  della  x,  ed  Xo,  OC o "I-  h 
due  valori  determinati  della  medesima  x , e si  formi  il 
rapporto 

f(x0  H-  h)  — ff.ro) 

F(x0  -+•  A)  — F(#0) 

del  quale  se  ne  cerca  il  valore  per  mezzo  delle  derivate 
delle  due  funzioni  f(ar) , F(a?). 

Supporremo  che  F(x)  vada  costantemente  variando 
da  xQ  fino  ad  X per  cui  la  derivata  F (x)  sarà  sempre 
del  medesimo  segno,  e che  f(x)  sia  continua  entro  i me- 
desimi limiti  xQ , X.  Dopo  ciò  si  decomponga  F inter- 
vallo h s=  X — xQ  in  un  numero  n di  elementi  eguali 
denotati  per  a,  ovvero  chiamando  xt  . x2 . x$ . . . xììrX  al- 
trettanti valori  compresi  fra  xa  ed  X si  abbia 

*r i ■ x q — » x ^ _ x | - » » x | 1,1  x ^ e®  • • • ^ » X 1 x ^*1  ■ oc 
dalle  quali 

xx  • — ••  Xq  «f*  oc , x 2 — Xo  4»  2 OC)  • « * « • 
xrt-t  *=  x0  (» — 1)  a»  X = x0  + na 

M 

Se  il  numero  » di  questi  elementi  cresca  indefinitamen- 
te, se  ne  diminuirà  il  loro  valore  a,  allora  h sarà  il  li- 
mite verso  il  quale  converge  il  prodotto  «a,  e perciò 
dalla  somma  dei  rispettivi  intervalli  si  avrà 
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Cou  questi  valori  il  rapporto  degli  aumenti  finiti  delle 
due  funzioni  diverrà  successivamente 

f ( T0  -h  a ) — ffx„)  f(  xn  4-  2g  ) — f(  Xo  4-  a ) 

F(x0  4-  a ) — F(x0)  ’ F(x0  4-  2g)  — F(x0  4-  a ) 

• ••••• 

f(xn  -f-  A ) — f(  x0  4-  k — g) 

F(x0  4-  A)  — F(x0  4-  A — a) 

Facendo  la  somma  dei  numeratori,  c divisa  per  la  som- 
ma dei  denominatori , che  hanno  tutti  il  medesimo  se- 
..  gno  , si  otterrà  per  quanto  si  è stabilito  al  parag.  15 
un  medio  fra  il  più  grande  , ed  il  più  piccolo  di  quei 
rapporti  e che  evidentemente  coinciderà  con  il  rapporto 
cercato.  Ora  da  una  prima  relazione  fra  le  funzioui,  e 
le  derivate  si  ha 

f(x0  + «)  — f(x0)  = a ( f'(x<>)  1,  ) 

f(x0  -+-  2g)  — f(xc  4-  a)  ==  a(  [\x o 4-  a)  4-  Ia) 

f(x0  4-  A)  — f(xQ  4-  A—  oc)  *=  oc  ( f'(x0  4-  A — «)4-I(M)  ) 

t 

ed  insieme 

F(x0  4-  oc)  — F(x0)  s a ( F^aro)  4-  F) 

F(x0  4”  2a)  — F (x0  4~  oc)  = oc  ( F*(£0  4"  oc)  4-  I ^ 

• • • • • • 

l F(x0  4-A)  — F(xo4-  A — a)  ~(  F'(xo4-A — a) 4- IM  ) 

4 

quindi  sarà  facile  il  vedere  che  ciascun  dei  rapporti  si 
potrà  porre  sotto  la  forma 

rw+Hl’  F(x0  + «>  +H**  v * 

f'(j50— H A — a)  „ 

F'(x.-*-A  — a) 
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li  quantità  H2  . . . H'„)  convergeranno  verso  Io  zero 
nel  medesimo  tempo  che  a.  II  rapporto  in  questione  es- 
sendo compreso  fra  la  più  grande,  e la  più  piccola  di 
queste  frazioni , sarà  compreso  fra  il  più  grande  ed  il 
più  piccolo  dei  limiti  verso  i quali  convergono  queste 

stesse  frazioni,  delle  quali  l’espressione  generica  sarà  —~1 

compresa  fra  la  più  grande,  e la  più  piccola,  quando  x0 
varia  in  un  modo  continuo  da  x9  ad  xQ  h dunque 
esisterà  per  x un  valore  intermedio  fra  questi,  pei  quali 
si  verificherà  l’eguaglianza  del  rapporto:  il  valore  inter- 
medio è come  dal  parag.  15  della  forma  xQ  -+-  £/*,  ove  9 
è un  numero  incognito  > o , e < 1 , e concluderemo 
in  fine 

f(,rQ  -4-  h)  — ffx0)  r(.P0  -4 -Qh) 

F(x0  -t-  A)  — ¥(x0)  ~~  ¥\x0  + Q h) 


Questa  formola  è il  soggetto  di  una  delle  più  importanti 
lezioni  del  calcolo  differenziale  del  sig.  Gaudi)'  ; ma  il 
precedente  ragionamento  è stato  desunto  dal  corso  d’a- 
nalisi del  sig.  Duhamel.  La  medesima  formola  sussiste 
quante  volte  ¥\x)  mantenga  il  medesimo  segno  da  x9 


j fYj?) 

fino  ad  x0  -4-  h , ed  ~~  passi  per  tutti  i valori  fra 

. . F ^ 

il  più  grande , ed  il  più  piccolo;  questa  seconda  condi- 

f(x) 

zione  si  verifica  quando  — — sia  continua  fra  x0  ed  x0-t-hi 

F (#) 

quantunque  potrebbe  succedere  l’opposto. 

49.°  Veniamo  ora  a dedurre  diverse  altre  formole, 
le  quali  ci  saranno  in  seguito  di  una  grand’utilità.  Sup- 
pongasi primieramente,  che  per  il  valore  particolare 


x=sx0  sia 


i 


f(*o)  = o,  F(,r0)  = o 
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allora  si  ha  solamente 

f[x0  -4-  A)  f(  xQ  -f-  0 h ) 
T{xo+h)~~Y'(x0-i-9h) 

Se  oltre  la  precedente  ipotesi  si  aggiungesse 

f'fx.)  t=  O , r(xo)  = o , . . . . fi""1)  (xQ)  — o 
. F^o)  1=  o , F"(x0)  = o , . . . . Fi"-1)  (xQ)  = o 


e che  tutte  queste  derivate  rimangano  continue  entro  i 
soliti  limiti  unitamente  alle  fi")  (x),  Fi")  (x),  allora  chia- 
mando 0",  0'",  . . . 0Ì""1)  altrettanti  numeri  incogniti 
>»o,  e •<  1 , nei  quali  si  verifichi 

0>0'>0">0">  .... 

risulterà  l’eguaglianza  di  frazioni 

f(x0  A)  f(x0  -+•  Oh)  r ( xc  -4-  O'h)  ^ fi")  (xc  -4-  0(-f) h) 

F(x0  -h  4)  ""F'(x0-h  F>0  Qh)  ”***  Fi")  (*<>-*-  0(~»)A) 


/ 

( ^ 


quindi  eguagliando  la  prima,  e l’ultima  avremo 

f (x0  -f-  A)  fi")  (xQ  -4-  Oh  ) 

F (x\>  -4-  A)  Fi")  ( xu  -+-  0A  ) 

essendo  0 > o , e <!  1 ; in  questa  forinola  le  funzioni 

F'(x) , F» , F"(x) FH)  (x) , F(«)  (x) 

devono  mantenere  il  medesimo  segno  nell’  intervallo 
A = X — x„  . Se  le  funzioni  derivale  si  annullano  sol- 
tanto per  x — x0:  la  precedente  equazione  dovrà  rim- 
piazzarsi da 

f(x0  -+-  A ) — f(x#)  fi")  ( x0  •+-  Oh  ) 

F(x0  -h  A)  — F(x„)  * Fi")  ( x0  -4-  Oh  ) 
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Net  caso  particolare  di  n r-a  1 tornerà  la  forinola  di  so- 
pra stabilita.  Pongasi  in  quest’ultiraa 

F(x)  s=  (x—+x0)n 
Otterremo  le  derivate 

F'(.r)  = n (x  — » F*(«)  = n (n  — 1 ) (x  — a:0)"-J 

. . . » . F(")  (4?)  = 1 . 2.  3. . . n 

te  quali  per  i valori  di  x > o si  mantengono  tutte  del 
medesimo  segno,  ed  insieme  si  verifica 

F(*0)=0,  F'(xo)  ssa  0 t F>0)  cab  O ...  Ft~*)  = O 

FW  (x0)  es  1.  2. 3..  n 

e siccome 

FW  [xQ  4-  Oh)  ±=  1.2.  3..  n ) F(#0  4-  À)  = V* 
così  avremo  la  nuov*  forinola 

f(X0  -h  h) -f{x0)  = —4—  M + 5A) 

per  la  quale  si  renderà  superfluo  avvertire  che  oltre  la 
continuità  delle  funzioni,  c delle  derivate  suppone  anche 

f(a?0)  = o , f>0)  = o . . . fi"-1)  (j?0)  o * 

Nell’ipotesi  di  n ==  1 * potendo  x0  rappresentare  una  va- 
riabile qualunque,  sarà 

t(x  4-  h)  — f(jc)  h ì\x  4-  M) 

Questa  forinola  ci  somministra  il  valore  della  I che  si 
ha  nell’equazione  di  già  cognita 

f(x  4-  h)  — f(a?)  e=.  h ( fi(x)  4-  I ) 

I = f>4-  Gk)  — i\x)  = A f '(x) 
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quando  Oh  sia  rincrcmento  della  x.  Tali  sono  le  prin— 
cipali  forinole  per  esprimere  le  relazioni  che  esistono  fra 
le  funzioni,  e le  derivate.  A tutte  queste  ne  aggiunge- 
remo delle  altre,  che  con  gran  facilità  si  deducono  dall9 
antecedenti,  e che  ci  saranno  in  seguito  molto  utili  per 
la  risoluzione  di  diverse  questioni. 

50.°  Pongasi  infatti  x0  = o nell’ultima  forinola  del 
parag.  48,  e si  muti  h in  x,  sarà  dalla  medesima 

f(x)  - f(0)  f(  Or  ) 

F(i)  — F(o)  F'(  6x) 

Qui  le  funzioni  saranno  continue  a partir  da  x = o,  ed 
F'(x)  dovrà  conservare  il  medesimo  segno  a cominciar  dal 
medesimo  valore.  Se  oltre  l’enunciate  condizioni  abbiasi 
ancora 

f(o)  ca  O , F(o)  = O 
risulterà  semplicemente 

JW  WOr) 

F(r)  = F'(  ) 

Alla  precedente  ipotesi  aggiungiamo 

f'(o)  osa  o , f»  c=  O . . . . f\n~x)  (o)  = O 
F'(o)  = o , F»  = o . . . . F(-«)  (o)  = o 
avremo  la  serie  di  formolo 

f[r)  _ r(9r)  t*(ffx)  fi-)  ( 0(-’)  x ) 

F(x)  F'(0x)  ~ F"(  Q'x  ) 6=5  ^ FW  ( X ) 

ove  come  sopra 

0>ff>9">  .... 

♦ 

e nel  medesimo  tempo,  ciascon  dei  numeri  incogniti 
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Q*  ff  » fi"  ...  fil*"1)  > o , e <C  1 ; quindi  sarà  iu  ge- 
nerale 

f(  r)  fi»)  ( Qx  ) 

F(x)  “ Fi'*)  (Or) 

In  questa  forinola  si  suppone  la  continuità  delle  funzio- 
ni, e delle  loro  derivate  fino  ali’  ordine  ne»>rao  a partir 
da  x=o,  e le  F'(x)  , F"[x) . . . FI"-*)  (x) , Fi")  (x) 
mantengono  sempre  il  medesimo  segno  per  tutta  la  serie 
dei  valori  dei  quali  è suscettibile  la  x.  Se  per  x ==  o, 
le  due  funzioni  f(o),  F(o)  mantengono  un  valore  finito, 
allora  converrà  all’ultima  forinola  sostituire 

f(r)  — f(o)  fi")  ( 9x  ) 

~F(x)  — F(o)  8=3  F iv  (9x  ) 

Nel  caso  in  cui  fosse  n = 1 tornano  le  formole  di  già 
trovate.  Pongasi  ora 

F(x)  =»  xn 

si  avrà  evidentemente 

F(o)=o,  F'(o)«=o,  . . . F(n-1)(o)  = o 
FI'*)  ( r)  ess  1 . 2.  3 ...  n = F(")  ( 9x  ) 
dunque  l’ultima  formola  ci  porgerà 

f(x)-f(o)=_ri—  f»)(ex) 

I • 4M*  ó ••  TL 

Se  fosse  anche  f(o)  = o , avremo  semplicemente 

%)=  «■>(«*) 

1 • 2»%  j ••  fi 

Queste  due  ultime  formole  per  n = 1 si  riducono  ad 
f(x)  — f(o)  = x f'(  9x  ) , f(x)  =»  x f'(  9x  ) 


i 
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le  quali  servono  a rappresentare  le  relazioni  che  passa* 
no  fra  la  funzione  , e la  prima  derivata  ; cosi  se  f («r) 
prenda  successivamente  i valori 

(1  •+•  j)m  , ax,  e*,  log  (1  •+•  r),  sen  x$  cos  x,  are  tang  x 
si  dedurrà  dalPultime  due  formole 

(1  x)m  = 1 -f-  nix  (1  , ax=  1 xlog  a.  a*r 

« 

« 

**=  1 -+-  » log  (1  -+-  x)  = - — ^ — 

1 -f-  ? x 

sen  x = x cos  0 x , cos  x = 1 — x sen  0 x 

x 

are  tang  x =*  * 

0 1+^x1 

/ 

Nella  stessa  guisa  si  potrebbero  applicare  ad  altre  fun- 
zioni. I ragionamenti  con  i quali  abbiamo  stabilito  nei 
precedenti  parag.  alcune  formole  generali  suppongono  la 
funzione,  e la  variabile  reale  ; ma  non  ci  sarà  difficile 
di  estenderle  a questi  due  casi  ; e ci  limiteremo  a ri- 
portare qualcuna  delle  formole  generali,  le  quali  sussi- 
stono e per  la  funzione,  e per  la  variabile  immaginaria. 

51.°  A questo  oggetto  riprendiamo  la  formola  di 
già  dimostrata  nelfantecedente  parag. 

= »)((!*) 

nella  quale  la  funzione  derivata  f(n)  (x)  mantiene  un  va- 
lore finito  per  x = o,  perciò  si  potrà  supporre 

fl»)(0x)  = fl")(o)-hI 

I svanisce  per  x = o,  per  cui 

«M-f(o)=  {Tx  YTn  ( m (o)  ^ 1 > 
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Se  vogliamo  supporre  di  più  f(o)  = o,  allora  si  ottiene 
semplicemente 


x* 

1.  2.  3...  n 


( fv")  (o)  H-  I ) 


Ciò  posto  sia  la  funzione  immaginaria 

%) = ? (x)  ■+■  <f>  (x)  v— 1 

e supponiamo  che  per  x = o si  verifichi 

f (o)  = o , f"(o)  =5  o , f"(o)  =o fl'*-1)  (o)  as  o 

è evidente  che  essendo  in  generale 

(x)  = <p[m)  (x)  -+-  (p(m)  (x)  \f 1 

le  due  funzioni  verificheranno  parimente  le  condizioni 
o)  =3  o , 9^(0)  = o , 9"'(o)  = 0 ....  9(n“1)  (0)  = o 
<p'(o)  = o , ^(o)  = o , <p'"(o)  = o . . . . ip'n~lì  (0)  = o 
quindi  per  le  medesime  due  funzioni  reali  si  avrà 

?{*)  — ’Pi0)  = ^ 3~  ~ ( <f  a)  (°)  •+•  I«  ) 

«*)  - <K°)  = ; f,  (o)  + 1.) 

I, , Ia  devono  svanire  per  x = o.  Sommando  ora  queste 
due  equazioni  dopo  di  aver  moltiplicato  la  seconda  per 
ricaveremo  per  la  sostituzione 

tw  - f(o)  - («•)(»)+'> 

t 

quando  per  brevità  si  ponga 

I = I,  -h  I,  l/—  1 


1 
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Ognun  vede  la  coincidenza  dell’espressione  come  era  per 
la  funzione  reale.  Quando  la  variabile  x sia  immagina- 
ria, c della  consueta  forma 

x = r ( cos  t — > 1 sen  t ) 

potremo  considerare  f(x)  come  una  funzione  del  modu- 
lo, mentre  ad  a:  = o corrisponde  necessariamente  r = o, 
quindi  per  tutte  quelle  espressioni  immaginarie  per  le 
quali  è eseguibile  la  nota  riduzione,  supporremo 

f ( r (cos  1 4-  [ / ' — 1 sen  <)  ) = ? (r)  “1“  ^ (r)  l/*— 

Se  per  a;  = o si  verifica  per  le  derivate 

f '(o)  = o , f»  = o , f»  . . . fi-*)  (o)  = o 

siccome  si  ha  in  generale 

fW  ( r (cos  t [f-l  seni)  ) (cos  mt  4-  V — 1 sen  mi) 
= <p(m)  (r)  4-  ^m)  (r)  — 1 

cosi  per  x = 0 , o per  r = o si  verificherà  anche 
<p(o)  cs  0 , (p'X 0)  — o , <p"( 0)  = 0 (0) 

tp'(o)  = o , f(o)  = o , <n°)  = 0 ^n_I)  (0)  =*  0 

quindi  le  due  funzioni  reali  ^(r) , <p(r)  daranno 

9(r)  — 9(0)  = i ^ 3 - ( 9'")  (o)  ■+■  I.  ) 

<Kr)  — <K°)  =■  i.  2.r3.7n  1 ^ 1°)  H‘  **  * 

Moltiplicando  la  seconda  per  j/’-—  1 * e sommando  con 
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la  prima,  si  osserverà  che 

X*  = r"  ( cos  nt  •+•  [/"  — 1 sen  nt  ) 


fi'1)  (o)  = 


(p'n)  (o)  -4-  ipC1)  (o)  \f  — 1 
cos  nt  •+■  \f — 1 sen  nt 


e ponendo  per  brevità 


I(  -4-  Ia  \A — 1 


cos  nt  -f-  — 1 sen  nt 


troveremo  con  facilità 


f(l)“lì0)=un(W(o)+l) 


e che  sarà  della  medesima  forma  per  la  variabile  x rea- 
le. Con  i medesimi  andamenti  si  potrebbero  estendere 
al  caso  della  variabile  immaginaria  le  forinole  ottenute  al 
parag.  49,  e che  per  brevità  omettiamo. 

52.°  Prima  di  passare  a speciali  applicazioni  non 
sarà  inutile  di  vedere  come  si  esprima  il  differenziale 
dell’ordine  ne»im0  di  una  funzione  y,  quando  le  funzioni 
derivate , esclusa  P nC8Ìma  verifichino  alcune  particolari 
condizioni.  Ripresa  infatti  la  formola 

hn 

f(r0  h)  - f (x0)  = ■ — fl")  ( *.  + Oh) 

che  abbiamo  stabilito  al  parag.  49,  si  verificherà 
f (o)  = o , f»  = o , ...  r (o)  = o . . . fi*-*)  (o)  = o 

Rappresentando  xa  un  valore  generico,  pongasi  x in  luo- 
go di  x0  porremo 

y = f (jr) , Ay  *=>  f ( x -h  Ar  ) — f (x) 
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ed  insieme  faremo 

fi")  ( a?  -H  0A  ) = fi") 

I dorrà  svanire  con  h = Ax , e riflettendo  in  fine  che 
per  il  consneto  infinitesimo  a ausiliare  si  ha 

Ajc  = a ( di;  •+•  K ) 

otterremo  evidentemente 


a"  ( dj  -f»  K )" 
1.2.  3 ...  n 


(Cnì  (*)-f-I) 


Questa  espressione  della  differenza  A y si  rende  più  sen*. 
plice  col  sostituire 

(dr  K)"  = d jfl  -f-  Kx , e d"y  = fi")  (x)  dx* 


e Terrà  in  fine  sotto  la  forma 


a" 

1.  2.  3 ..  n 


(d-y  + H) 


H,  Kf,  svaniscono  egualmente  che  K,  ed  I per  A = o, 
Nella  precedente  formola  A y sarà  un  infinitesimo  dell’ 
ordine  n*»»™0,  e si  accorda  pienamente  a quanto  fu  detto 
al  parag.  16  sui  diversi  ordini  degli  infinitesimi.  Con- 
cluderemo in  fine  che  se  nella  y per  valori  particolari 
si  verifica,  y = o , y'  = o , . . . y(,l~l)  = o il  differenziale 
dell’ordine  n^imo  è definito  dalla  formola 

Ay 

d"y  = 1 . 2.  3 ..  n lim  — - 
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APPLICAZIONI  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 
AD  ALCUNE  QUESTIONI  DI  ANALISI  PURA 


Dei  massimi,  e minimi  valori  delle  funzioni  reali  di  una  sola 
variabile  : metodi  per  determinare  i valori  di  quelle 
espressioni  che  si  presentano  sotto  una  /orna 
indeterminata  : ordini  diversi  delle  quantità 
infinitamente  piccole * 


53.°  Se  per  un  valore  particolare  o,  compreso  fra 
due  dati  limiti  della  variabile  indipendente  j r,  la  funzio- 
ne f(r)  reale  ammette  un  valore  più  grande  di  tutti  quei 
che  si  otterrebbero  facendo  aumentare  o diminuire  la 
a di  una  quantità  piccolissima,  allora f(a)  si  dice  un 
valore  . massimo  od  anche  un  macimum , come  J\a) 
si  dirà  un  minimo  ovvero  un  minimum , se  per  valori  più 
grandi,  o più  piccoli  di  a,  si  ottengano  per  f{x)  valori 
sempre  maggiori.  Il  calcolo  differenziale  somministra  dei 
metodi  facili  per  riconoscere  i massimi  e minimi  delle 
funzioni;  ed  infatti  se  f[  c)  acquista  un  valore  massimo 
per  x = a , allora  chiamando  h una  quantità  infinità- 
mente  piccola  dovrà  essere 

/ 1°  — *)  </W  » « Aa^rh)  </l°) 

dunque  per  la  prima  proprietà  delle  funzioni  enunciata 
ai  parag.  47  si  verificherà 

f'(x)  >0  per  X < a , e f(x)  «<  o per  x > a 

e per  conseguenza  se  f(v)  , f*(x)  sono  continue  entro 
due  dati  limiti  x0 , X fra  i quali  trovasi  compreso  il 
valore  a,  la  f \x)  non  potrà  passare  dai  valori  positivi 
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ai  valori  negativi  senza  passar  per  lo  aero,  la  qual  cir- 
costanza non  poteudo  aver  luogo  che  per  A = o,  sarà 
necessariamente 

f(a)  = o 

Che  se  la  funzione  prima  derivata  f\x)  fosse  disconti- 
nua ; allora  si  verificherà 


1 


Con  un  ragionamento  del  tutto  simile  se  lay[x)  non 
cessando  di  esser  continua  entro  i limiti  xa . X quando 
fra  questi  valori  ve  ne  sia  uno  x « a che  renda  mini- 
ma la  funzione  dovrà  essere 

f(o—h)>f[a),  e /(  a A ) >71» 

dunque  la  funzione  prima  derivata  verificherà  le  condi- 
zioni 

f(x)  < o per  x ■<  a , e f'{x)'>o  per  x^>a 

e quindi  per  x = a , sarà  f\a)  = o , e nel  caso  della 

discontinuità  — — = o . Da  tutto  l’esposto  si  dedurrà 

./» 

che  la  condizione  del  massimo , c del  minimo  dovrà  cer- 
carsi nelle  radici  di  una  delle  equazioni 

La  prima  sussiste  per  la  continuità  della  funzione,  e la 
seconda  nel  caso  della  discontinuità;  per  riconoscere  poi 
quando  la  funzione  dia  un  massimo  od  un  minimo  basti 
in  questo  momento  richiamare  che  nel  caso  del  massimo 
dovrà  essere 

/»>o  per  x < a , e f(x)  < o per  * > a 
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ed  all’opposto  per  il  minimo  si  sperimenterà  la  condizione 
f‘(x)  < o per  x < a , c \f\x)  > o per  x > a 


Che  se  la  funzione  prima  derivata  ^(x)  per  valori  del- 
la x che  differiscono  da  a di  una  quantità  infinitesima, 
rimanga  o costantemente  positiva,  o costantemente  ne- 
gativa, certamente  per  /'(:r)  non  vi  sarà  valore  dè  mos- 
siroo,  nè  minimo.  A dilucidamento  dell’esposta  teoria  pro- 
porremo alcune  applicazioni. 

54.°  Vogliasi  il  valore  massimo,  e minimo  dalla  fun- 
zione . 

J\x)  = x3  — 6r*  -4-  9jc  — 3 


avremo  dalla  derivazione  la  condizione 


f (r)  = 3 x*  — 1 2x  -H  9 = o 

1 1 » 

e che  si  ridurrà  all’equazione  - * 1' 

x * — 4,r  -+-  3 = o 
le  radici  della  quale  sono 

• - , f ; ' 

x = .1  ) x ~—j  3 , 

. , • f « 9 i 

d’onde  per  la  sostituzione  del  primo  valore  nel  secondo 
membro  di  f{x)  si  ottiene 

/(*)=* 

t 

e per  la  sostituzione  del  secondo 

' , ' ' V /(*)  = - 3 • 

Il  primo  sarà  un  massimo  ed  il  secondo  un  mimmo,  ed 
infatti  dalla  funzione  .prima  derivata,  abbiamo  per  va- 
lori infinitamente  piccoli  di  A 

• • • ■ . 

jT(1  ■+■  h)  = 3 (/>>— 2A)  <o,  /'(1-A)  = 3 (A’-t-2A)  > o 

8 
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quindi  x *»  1 rende  massima  la  funzione;  per  il  secondo 
valore  a?*=  3 si  ricava  egualmente 


/'(3-j-À)  c=  3 (à’4-2A)  > o , y"(3 — A)  =3  (A>— 2h)  < o 

dunque  x = 3 dà  un  minimo  per  la  funzione. 

Sia  inoltre 

X X 

f(x)  =j/  x = X* 


sarà  dalla  derivazione  nel  sistema  dei  logaritmi  Nepe- 
riani, e dalla  condizione  del  massimo,  e del  minimo 


ovvero 


/» 


i 

TX  ( 1 ~ log  X) 


o 


1 log  X S=»  O . 


per  la  quale  si  verificherà 


x = c 

e,  essendo  la  base  degli  indicati  logaritmi  Neperiani,  in 

e 

modo  che  e sarà  un  massimo  della  funzione  ; ed  avre- 
mo dalla  funzione  prima  derivata 


i 

e-t -h 

(e  -h  h) 


( 1 — log(e  -H  h)  ) 
( e 4-  h )*  . 


la  quale  sarà  < o per  h > o , ed  all’opposto  > o per 
h < o,  dunque  x = e verifica  le  condizioni  del  massimo. 
Abbiasi  in  fine  * 

f(x)  = xs  — 5x4  4-  5x3  4-  1 

sarà  al  solito 

' /'(r)  *=  5x4  — 20X3  4-  1 5x*  =o 
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della  quale  le  radici  sono 

X = 0 , X=a  1 , JC  ==  3 

e per  questi  valori  la  funzione  diviene  successivamente 

« 

/(*)  = 1 , ^x)  = 2 , /(*)  = - 26 

Ora  per  o 

f(h)  = 5A4  — 2oA3  4-  1 5Aa  > o 

qualunque  sia  il  segno  della  A,  dunque  l’indicato  valore 
non  somministra  nè  massimo  nè  minimo;  per  il  secon- 
do x = 1 , si  ha 

1 t • » i 

f(  1 4-  A ) = ( 1 4-  A Y ( 5Aa  — 10A  ) 

la  quale  è < o per  A > o , ed  al  contrario  > o per 

A < o dunque  y'(x)  ==,2  sarà  un  massimo  ; finalmente 

x = 3 porge 

* , 

f { 3 4"  A ) = ( 3 A )a  ( 5Aa  4*  1 0A  ) 

quantità  > o per  A > o , e < o per  A < o dunque  , 

— 26  è un  minimo  della  funzione. 

55.°  Veniamo  ora  a stabilire  dei  criteri  più  gene- 
rali per  riconoscere  i massimi  e minimi  valori  delle  fun- 
zioni. A questo  oggetto  abbiamo  già  veduto  che  nel  ca- 
so del  massimo  /^(x)^o  per  a£>a,  e viceversa /v(.r)>o 
per  x < a , dunque  per  la  prima  proprietà  enunciata  al 
parag.  47,  la  derivata  da  f\x)  ossia  f'\x)  sarà  negativa 
per  valori  della  x eguali,  e vicini  ad  a,  o ciò  che  torna 
lo  stesso  f"[a ) < o.  Con  un  ragionamento  del  tutto  si- 
mile concludiamo  che  nel  caso  del  minimo  , essendo 
J*(x)  > o per  x > a,  e f'(x)  < o per  x < a sarà  evi- 
dentemente [/*'(x)  o per  x=za  e per  x'^a  dunque 

in  questo  caso /""(a)  > o:  l’indicate  condizioni  sussistono 
quante  volte  x = a non  annulli  f"(x),  mentre  allora  do- 
vremo procedere  nel  modo  che  segue.  Una  funzione  reale 
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di  una  sola  variabile  che  per  valori  dati  dalla  medesi- 
ma, diviene  o nulla,  o negativa , il  valore  nullo  si  re- 
puta un  massimo , per  la  funzione:  come  all’opposto  una 
funzione  nort  suscettibile  di  ricevere  valori  o nulli , o 
positivi,  si  reputa  minimo  il  valore  nullo.  Dopo  queste 
avvertenze  se  j=a  rende  massima  la  /'(x),  sarà  f'(a)=o> 
ed  insieme  /'"(.r)  < o per  or  o,  < a,  quindi  se  x — a 
annullasse  ancora  /"'(a),  allora  J'"(a)  — o t*  un  massimo 
della  funzione  derivata  seconda,  ma  se  / \a)  é un  mas- 
simo dovrà  per  x = a annullarsi  Ta  sua  derivala,  ossia 
/""(a)  = o,  c nel  medesimo  tempo f^(x)  o per  x = a 

o per  x >>  , o , < a ; quando  x — a annullasse  anche 
f »v(x)  allora  essendo  f iy(a)  = o un  massimo  sarà  ne- 
cessariamente f v (a)  = o,  c dovrà  verificarsi  f Vl(x)  < ^ o 
per  x.=  a,  o per  x > , o,  <a;  proseguendo  questo 
ragionamento  facilmente  si  conclude  che  nel  caso  del 
massimo  una  funzione  derivata  di  ordine  pari  sarà  ne- 
gativa per  x'=  a : accenniamo  brevemente  il  caso  del 
minimo.  Il  valore  x = a renda  un  minimo  f (x),  sarà  sem- 
pre tf(a)  — o,  ed  insieme  f"(x)  > o per  x = a,  o per 
x >>  <«  ma  sej=.  fl  somministra  /^'(o)  = o;  allora 

questo  valore  nullo  sarà  un  minimo  di  J*(x)  e per  con- 
seguenza la  sua  derivata  /*"(./•)  darà  f"\a)  = o,  ed  in- 
sieme J'iy(x)^>  o per  x = a,  o per  x > , o,  < a;  per 
lo  stesso  motivo  x = a annullando  fiv(x)  si  avrebbe  nc- 
nessariamente  f v(a)=o , e quindi  y’vi(«)>>o  per 
o per  x>,  o,  <a;  dunque  nell’ipotesi  del  minimo, 
una  derivata  di  ordine  pari  deve  mantenersi  positiva  per 

x =s  a.  Così  per  mostrare  una  qualche  applicazione  sia 

» 

f[x)  = cr  — 2 cos  x -f-  erx 
ed  avremo  per  una  doppia  derivazione 

f*(x)  = ex  4-  2 sen  x — t~x 

%f"(x)  = e*  -H  2 cos  x e~x 
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Ora  x =•  o porge  xF(T)  — o , e f'\x)  = 4 dunque  si 
otterrà  per  un  minimo 

* /W~o 

Sia  inoltre 

J\x)  = e30  -+-  2 cos  x -h  '•  • • i 

c derivando  successivamente  lino  alla  quarta 
f(x)  =s  e* — 2sen  x — t~x , y^ (x)  = ^ — 2cos  $ -f-  e_v 

* * , * i p 

f"\x)  = «r-f-  2sen  x — e~x , y’1 * **  (j?)=rr-i-2cos  x -4- 
Il  valore  x = o renda  nel  medesimo  tempo 

/'(*)  = o * /'W«o,V»-o,  = 4 

dunque  per  x = o si  ottiene  un  minimo  per  la  funzio- 
ne, vale  a dire 

Ax)  = 4 

Termineremo  di  parlare  della  teoria  dei  massimi,  c mi- 
nimi , col  richiamare  cho  quante  volte  x *=  a per  una 
data  funzione  verifichi 

/»  = o , /»  = o , f"[a)  = 0...  .yi"-*)  («)  = o 
si  avrà  come  già  si  è provato  verso  la  fine  del  parag.  49 

1 . A.  6 : Ti 

ove  6 > o , c < 1 . Quando  f (a)  sia  un  massimo,  il  pri- 

mo membro  di  questa  equazione  dovrà  esser  necessaria- 
mente negativo  qualunque  sia  il  segno  della  A,  e perciò 
il  secondo  membro  non  potrà  verificare  la  medesima  con- 

dizione, se  non  sia  n pari,  ed  insino  y»(a)  < o : nella 
stessa  guisa  se  f{a)  sia  un  minimo,  il  primo  e secondo 
membro  non  saranno  positivi  se  non  quando  n pari,  e 
y»(a)  > o.  Queste  conclusioni  erano  stale  di  già  dedot- 
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tc  da  considerazioni  differenti.  Passiamo  ora  alla  risolu- 
zione di  altre  questioni  che  ci  eravamo  proposti. 

56.°  Alcune  funzioui  per  valori  particolari  attribuiti 
alla  variabile  indipendente  sr,  si  presentano  sotto  le  for~ 
me  indeterminate 

° , co  , ,=i=«o 

— , — , o.d=  co,  o°,  co0,  1 

o 00 

Ora  il  calcolo  infinitesimale  somministra  alcune  speciali 
regole  per  conoscere  i veri  valori  di  quelle  funzioni  che 
si  presentano  sotto  le  indicate  forme  iudetcrminate.  Cosi 
supposto  che 

y = f(x) , *«=F(.r)  . . . 

sieno  due  funzioni  che  per  x = a si  verifichi  non  solo 

y = o , z = o 

ma  ben  anche 

y =o,  z'  = o,  y"  = o,  z"  = o,  ....  y'n~l)  = o js(a_1}  = o 

allora  come  già  si  è stabilito  al  principio  del  parag.  49, 
avremo  generalmente 

f ( o -f-  h ) ft")  ( a -f*  Oh  ) 

F(a-f- A)  FI")  (a  -+.  Oh  ) 

essendo  0 > o , c < 1 : facendo  ora  h = o si  rica- 
verà 

((a)  o__  fi»)  (o) 

F(a)  o F(")  [a) 

Di  qui  deduciamo  che  il  vero  valore  vien  dato  dal  rap- 
porto di  quelle  derivate  che  non  svaniscono  simultanea* 
mente  per  x = o.  Alla  medesima  conclusione  giungiamo 
anche  facilmente  nel  modo  seguente. 
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y=f[x),  2=  F(x) 


abbiamo  generalmente 


y •+■  Ay 
*4-  Az 


quindi  se  per  x = a,  y = o,  * = o ' sarà 


o Av 

v lixiì  1 
o Az 


lim  ~ : lim 
Ax 


Az 

Ax 


o più  semplicemente 

jw  £W  ’ 

Ffa)0  o F'(a) 

se  per  il  medesimo  valore  a si  verificasse 
f (a)  = o , F'(a)  = o 

allora  il  vero  valore  della  frazione  dovrà  cercarsi  nel 
rapporto 

Ì(a)  o f"(fl) 

ed  in  generale  in 

f(q)  __  M (a) 

F(o)  o FW(a) 

quando  le  derivate  fino  all’ordine  nC8ÌQM>  — 1 svanisca- 
no per  x = a.  Così  per  esempio  le  tre  frazioni 


sen  x ax  — bx  1 — cos  x 
x ’ x * x* 
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per  x = o divengono  , ed  eseguendo  11  rapporto 

dello  derivate  del  primo  ordine  nelle  prime  due  ; e di 
sccond’ ordine  nell’ultima,  si  ottiene  per  x a o 


sen  x 

lini  - — « 1 ) 
x 


lim 


lim 


1 — cos  x 
x2 


come  anche  le  due  frazioni 

’ ' J_  _3 

X* 1 X 2 — 1 -f-  ( X — 1)  2 

*-i  ’ I 

(x*  — 1 )a  — z+1 


daranno  per  x = 1 


lim 


oc*  — 1 

= n 

x — 1 


a ..  / 


x2  — 1 -f-  (x—  1 ) 
lim 


_3_ 

2 


(x2  — 1)a  — X -4-  1 


3 

2 


57.°  Alcuna  volta  può  succedere  che  l’indetermina- 
zione non  cessi  di  sussistere  qualunque  sia  l’ordine  delle 
derivate  tanto  del  numeratore,  che  del  denominatore,  e 
fra  le  altre  circostanze  si  verifica  quando  le  due  fun- 
zioni y,  z contengono  dei  radicali  che  comprendono  tutte 
le  quantità,  e quali  si  riproducano  costantemente  nella 
derivazione,  in  questo  caso  se  n sia  1’  esponente  intero 
che  toglie  i radicali  da  y , z è evidente  che  la  nuova 
frazione 

r ^ e i" 

z»  8=3  [ F(jc)  ]* 
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per  x=*a  potrà  essere  inclusa  nella  regola  stabilita  per 
togliere  l’indeterminazione  quindi  potremo  avere 


i 


[ <•(*)  i*  v 

t f(x)  r ) 


■) 


e dalla  quale  si  ricaverà  il  richiesto  valore  ; cosi  per 

fi  9 

esempio,  la  frazione 

__  . 

[/  3 ax  — 2 a2  — x2 

f x — a 


diviene  — per  x = a , e ài  mantiene  sotto  la  forma  in- 
o 

determinata  qualunque  sia  il  numero  delle  derivazioni 

che  si  eseguiscano  sul  numeratore,  e denominatore,  pur 

* » 

tuttavia  scrivendo 


Zac  — 2 a2  — x2 

3 « - 

t/  x — a 


Zax  — la2  — x2 
(x  — a)2 


6 


t * 


si  trova  dal  rapporto  delle  derivate  del  second’  ordine, 
per  x sa  a 


d’onde 


( 3 ax  — 2 a2  — x2  )3 

lun 

( x — a)2 


lim, 


l/*3  ax  — • 2 a2  — 


I 


6 

j/"  3 a 


Nella  generalità  di  questi  casi  sarà  contuttociò  meglio 
di  sostituire  a -f-  h invece  dèlia  ar,  di  eseguire  le  ridu- 
zioni, e di  far  in  seguito  h = o. 

58.°  Le  due  .funzioni  f(.r),  F(tf)  divengano  infinite 
per  x = a ; svaniranno  per  il  medesimo  valore  le  due 


\ 


's'. 


/ 
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funzioni 

1 

1 

%T’ 

F(x) 

e siccome 

%)  i • 

‘ i 

• 

F(a?)  F(x) 

f(x) 

così  per  x = a 

sarà 

OO  f(a)  1 1 

± — =s = D : D— — = 

» F(a)  - F(x)  f(x) 

dalla  quale 

f(o)  co  ' f(a) 

. F(a)  co  F'(a) 


F»  ( %)  )* 

f(«)  ( F(«)  )» 


Se  le  funzioni  derivate  fino  all’ordine  n — 1 divengono 
esse  stesse  infinite  per  x = a allora  si  avrebbe  come  nel 
parag.  56. 

f(q)  «o  fi")  (a) 

F(a)  co  Fi")  (a) 

t 


Di  qui  come  fa  osservare  il  sig.  Cauchy  una  medesima 
operazione  ci  fa  giungere  ai  valori  dell’  espressioni  in- 

O CO 

determinate  — , z±:  — .11  precedente  ragionamento  a- 
o co 

vrà  luogo  quando  il  cercato  rapporto  sia  diverso  da  ze- 
ro, e da  infinito.  Che  se  tutte  le  derivate  divengono  in- 
finite, questo  metodo  non  sarà  più  applicabile,  e si  potrà 
sostituire  come  già  abbiamo  avvertito  a ■+■  h invece  di  x, 
e di  fare  h = o dopo  le  riduzioni.  Le  due  funzioni 


f(x)  = logx,  F(x)=cotx 

divengono  ambedue  infinite,  e di  segno  contrario  per  x=o 
ed  essendo 


1 

sena  x 
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si  avrà  per  x = o 

log  X 


lini 


scna.r  . o 


cot# 


x 


e protraendo  il  rapporto  delle  derivate  troveremo 


lim 


log  x 
cot# 


, ) ' 


L’esposte  regole  potranno  estendersi  con  facilità  àgli  al- 
tri casi  di  forme  indeterminate:  ed  infatti  se  nel  prodotto 


» ìì 


per  x = a, si  verifichi  y=ao,  z = zt:  co , ó chiaro  che 
essendo  identicamente 


yz  = 


(t)  (i) 


saremo  riportati  alle  espressioni  di  già  considerato 


O co 

— . dz  — . Così  il  prodotto 

o co  x * 


xìoga;  5 . : ^ 

* 

che  diviene  — co  .0  per  x = o,  darà  con  gran  facilità 


lim  x log  x = lim 


log  x 
or1 


00 

co 


or1 


or* 


— x = o 


59.°  Infine  se  per  il  consueto  valore  x = a le  due 
funzioni  y,  z,  divengono 


y = 0 


x = o 


ovvero 


V * 


CO 


z = o 
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oppure 

y *=  1 , z co 
allora  la  funzione 

s «y* 

assume  le  tre  espressioni  indeterminate 


00' 


1 


droo 


E per  ottenero  questi  valori  basterà  osservare  primie- 
ramente che 


log  s = z log  y = 


d’onde  di  nuovo 


i°gy 


s = e 

e quindi  per  il  primo  caso 


srl 


Per  il  secondo  caso 


e per  il  terzo  caso 


togy  = 

logy 

Z~l 


CO 

co 

o.co 


log  y o o 

z~l  lo 

* ; — • 00 

In  qualunque  circostanza  però  non  avremo  che  a deter- 
minare il  rapporto  delie  derivate  delle  due  funzioni 

log  y , 

c si  otterrà 
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Così  prendendo 


y = x 


Z =2  X 


sarà  per  x = o 


j=;0o  = e ^«^=1 


Nello  stesso  modo  per 

y « 


1 

— * * 
x 


x , e per  . a? 


, 8 = oo°  = e 

, t • • 

Infine  supponendo 


i 

X 


X 


1 — X 


ed  x = 1 


si  ricaverà 


i 

A-X 


= 1 


— 1 

e * = — 

e 
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\ ! 


Si  porrà  fine  a questa  teoria  coll’  osservare  che  in  al- 
cune circostanze  si  giunge  assai  facilmente  ai  veri  va- 
lori delle  espressioni  indeterminate  togliendo  i fattori 
comuni  delle  due  funzioni.  Così  per  esempio  nell$ funzioni^ 

\ (ili  ii!  i -l'.'j  ) ■ -Ò  ' | ìi  Si! 

/p  j 

! • ■ »i ii  (<*)  i.  Lì  sdtol  nd'j  «'  b 0 

3 

. ".iq  ‘i'.wb  jf.-nìup  :o)i« 

ii  i li  ìp  Riunii  la  ohaueesq  o 

che  per  x = 1 diviene  — si  vede  che 

, o 


x — * 1 =i{x?  -t-x3  -f-  1 ) ( ocP  — • 1 ) 
e perciò 


x — 1 


l/x*— 1 


x3  ■+■  1 
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d’onde  per  xc*1 


[Z' x — 1 


60.°  Parliamo  ora  brevemente  dei  diversi  ordini  de- 
gli infinitesimi.  Sia  oc , un  infinitesimo  ed  insieme  f(cc) 
una  funzione  infinitesima  la  quale  avrà  la  proprietà  di 
svanire  per  «=ao,  e si  dirà  un  infinitesimo  di  un  certo 
ordine  da  riferirsi  ad  a,  che  si  potrà  chiamare  la  base 
degli  infinitesimi  in  un  dato  sistema.  Ciò  posto  se  oltre 
f(o)  = o si  verificasse  anche  per  le  funzioni  f (a),  f "(a), 
f "'(a)  . . . f (*“*)(a)  la  proprietà  di  svanire  per  oc  «=  o , 
vale  a dire  che  sieno  esse  stesse  infinitesime,  allora  per 
la  prima  forinola  del  parag.  51  si  ottiene  > 

. %)  = v 0*1—  W(0*) 

I • MI  ó •• 

« * « t • 

ove  secondo  il  consueto  0 > o , o < 1 e la  f ”)(«)  è la 
prima  delle  funzioni  che  ritiene  un  valore  finito  per 
oc ,=  o.  Ciò  posto  se  assumasi  oc  come  un  infinitesimo  di 
primo  ordine,  f (oc)  sarà  un  infinitesimo  dell’ordine  n men- 
tre il  coefficiente  f '*)  (Ooc)  cessa  di  essere  un  infinitesimo, 
o ciò  che  torna  il  medesimo  f'*)(o)  ritiene  un  valore  fi- 
nito; quindi  dividendo  la  precedente  equazione  per  a", 
m e passando  ai  limiti,  si  avrà 

► * * * r 

oc * 1 . 2.  3 ..  n 

a 

la  quale  è d’accordo  con  quanto  si  è detto  sulla  mede- 
sima questione  al  parag.  1 6.  Ognun  vede  che  1’  ordine 
dell’infinitesimo  corrisponde  all’ordine  della  funzione  de- 
rivata che  non*  svanisce  per  oc  = o : infine  il  rapporto 
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è il  primo  termine  della  progressione  geometrica 


/ 


j 


f(a)  ■ > f(g)  f(«) 

a*  ’ a3  ’ a"-‘ 


che  cessa  di  essere  nn  infinitesimo.  La  precedente  os- 
servazione unitamente  all’ultima  stabilita  formola  porge 
un  mezzo  speditissimo  per  riconoscere  l’ordine  degli  in- 
finitesimi. Così  dei  quattro  infinitesimi 


sen  a , e»  — era  $ 1 — cos  a , a — sen  se 

* » 

si  vedrà  che  i primi  due  sono  infinitesimi  di  primo  or- 
dine, il  terzo  appartiene  al  second’ ordine,  ed  il  quarto 
sarà  un  infinitesimo  del  terzo. 

61.  La  teoria  che  riguarda  i diversi  ordini  degli 
infinitesimi  può  anche  generalizzarsi  nel  modo  seguente. 
Sia  a un  numero  fisso  razionale,  od  irrazionale  , ed  a. 
un  infinitesimo  preso  per  base  in  un  dato  sistema  ; se 
la  funzione  f(«)  svanisce  per  a = o si  dirà  un  infinite- 
simo dell’ordine  a quando  chiamato  k un  numero  varia- 
bile, il  limite  del  rapporto 

i 

M 

a* 


sia  nullo  per  valori  di  A<a,  ed  infinito  per  valori  di 
a , ossia  f . : | ‘ 


ed  insieme 


..  f(«)  , . 

hm  _ — o per  k <£  a 
a* 


r *(*)  l v 

lim  ■—  =oo  per  * > a 

oc 


Ritenendo  questa  definizione , e chiamando  n il  primo 
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dei  numeri  interi  , od  eguale  od  immediatamente  su- 
periore ad  è evidente  che  la  frazione 

f(a)  • 


oc* 


sarà  il  primo  termine  della  progressione  geometrica 


\ « 


<•<«)> 


f(a) 


f(«) 


%) 


a a2  a-5 

t ' .#  t ’ 

che  cesserà  di  essere  un  infinitesimo.,  o ciò  che  torna  Io 
stesso,  f“)  (a)  sarà  la  prima  delle  funzioni 

v ' « * * * 

f (a),  f>) f'(  a),  f»..,.. 

che  ritiene  un  valore  finito  per  oc  *=*  o.  Se  poi  nel  rap- 

» * 


porto 

• » 


f(«) 


a 


A-  o 


r 


si  ponesse  allora  può ‘succedere  che  il  suo  li- 

mite converga  a valori  o Imiti,  o nulli  od  infiniti.  'len- 
to si  verifica  nei  tré  infinitesimi  dell’ordine  a 

log  («)  1 " 

log  (a) 

ove  dividendo  per  cca  , otteniamo  per  quoti 


r t 


log»- 

A 

dei  quali  i limiti  sono 


ea  log  («) 


, 1 . ’ o , ed  — 

’ o 

Per  un  maggior  sviluppo  della  dottrina  degli  infinitesimi 
potrà  consultarsi  o il  calcolo  differenziale,  o l’applicazio- 
ne  del  calcolo  alla  geometria  del  sig.  Cauchy,  dalle  quali 
opere  abbiamo  estratto  quanto  si  è esposto  nei  passati 

.paragrafi. 
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Sullo  sviluppo  delle  funzioni  in  serie , ed  in  particolare 
sui  Teoremi,  di  Taylor,  e Mac-Laurin. 


i 


62.°  Rappresentando  per  i(x)  una  funzione  continua 
della  variabile  x,  che  per  un  valore  particolare  xQ , ve- 
rifica le  condizioni 

f(x0)  = o f"(x)  = o , ....  IM  (*0)  — o 

c chiamando  h un  incremento  infinitamente  piccolo  del- 
la x,  noi  abbiamo  per  una  dello  ultime  forinole  del  pa- 
rag.  49. 

f( *0  -H  A ) — f(*.)  = - ~ ( X„  9k ) 

1.  L.  ó..  fi 

% 

Se  sia  anche  f(x0)  = o,  ed  insieme  xQ  = o , la  forinola 
precedente  diverrà 

«>  «»-nr b lw<9‘> 

la  quale  si  potea  dedurre  dalla  prima  formola  del  pa- 
rag.  51;  la  funzione  Ì[h)  sarà  continua  a partir  da  A=o, 
c verificherà  evidentemente  le  condizioni 

f(o)  = o , f(o)  =s  o , f»  ~ o , ...  ft'*-*)  (o)  « o 

Ciò  posto  se  sia  data  una  funzione  qualunque  della  h , 
e dato  un  numero  intero  qualunque  n potremo  sempre 
trovare  una  funzione  intera,  del  grado  n — 1 della  me- 
desima A,  c che  sia  scelta  in  modo  che  le  due  funzioni 
della  A,  quanto  le  loro  derivate  di  un  ordine  minore  di 
» acquistino  dei  valori  eguali  per  h =o;  se  queste  due 

funzioni  si  rappresentino  per  f(  x 4-  h ) , 9 ( * -+•  h ) , 

9 
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ove  x sia  una  variabile  indipendente  dalla  A , avremo 
per  la  seconda 

<p(x  -j-  h)  = aQ  *+•  ai  A -f-  a2  A3  -f- ....  -4-  an-i  h*~l 

quindi  dalle  derivate  rapporto  ad  A,  e per  la  supposi- 
zione di  A = o , si  troverà 

J\x)  = $>(x)  = a0  , f'(x)  = <f'(x)  = o,  . . . . 

/!"-')  (*)  = 9!"-')  (x)  = 1.2.  3 ....  (n  — 1)  a„-, 

dalle  quali 

=/W  > «.  =•/» . 


1 


1 . 2.  3 ..  n — 1 


(x) 


e per  conseguenza 


?(x  -+-  A)  =/(x)  ■+■  y/'(x)  ^/»  ■+• 

A71-1 

>+- /X'1-*)  (a?) 

1.2.  3..  n — I*7  ' 7 


Determinato  in  questo  modo  il  valore  di  ^(a:-f-A),  la 
differenza  f(  x -q-  A ) — <p[  x A ) è una  funzione  che 
si  annullerà  con  la  A e con  le  sue  derivate  di  un  or- 
dine minore  di  n.  Indicando  questa  differenza  per  f(A) 
cosicché  sia 

f(A)  =/(x  A)  — <p(x  -+-  A) 

La  funzione  f(A)  verifica  la  forinola  (1)  ed  osservando 
che 


ft*)  (A)  «=/*•)  ( x •+■  A ) 
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si  ricaverà 


f[x+h)--  9>(  a?  A ) = y- — ( x ■+•  Oh  ) 

I • mà » J ••  /f 


ovvero 


/(  x -f-  A ) =/(*)-+-  y/'(a?)  -+-  *+" 


A'1"1 
1.  2.  3 ..  n 


— <*)  ■+• . ,*  --yw  ( •>?  -t-  sa  ) 


Quest’ ultima  formola  ci  dice  che  lo  sviluppo  diy|j H-A) 
risulta,  e del  seguito  dei  termini 


/(*).  y./»>  /"(•*)< 


A'*-1 


1.  2.  3..  » — 1 


yì*“I)(a?) 


e del  resto 


1.2.3 ...  rt 


y»  (x  Oh) 


La  supposizione  di  n = 1 , 2,  3 ....  porge  le  diverse 
forinole 

f(x  ■+■  A)  —f[x)  -4-  hf  ( x -+-  Oh  ) 
f(x  4-  h)  =f(x)  4-  y /'(*)  ■+■  ~2  f(x  ■+•  ®A) 

J\x  + h)  =/(r)  4-  ~f{x)  -+•  yy /"(■*)+• 


H numero  0 variabile,  c di  valor  decrescente  da  una  se- 
rie all’altra  sarà  sempre  compreso  fra  o,  ed  1. 

Se  al  crescere  indefinitamente  del  numero  n il  re- 
sto converga  verso  lo  zero,  allora  i termini  in  propo- 
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sito  formeranno  una  serie  convergente,  secondo  le  poten- 
te ascendenti  delia  À,  e sotto  l'indicata  condizione 
rappresenterà  la  somma  della  medesima,  vale  a dire 

/(*  + a)  =/<*)  Ah-  ^-3/"(t) + .... 

In  questa  formola  consiste  il  teorema  di  Taylor.  Se  si 
faccia  ^ *==*  o , c si  cangi  h in  x,  avremo  evidentemente 


/(*)  =/(o)  y/(o)  4-  o)  4-  ^y» 


"-"-.a.,-.-/1-1'0*- rrnj'w<fel 

Qui  pure  lo  sviluppo  di  f[x ) è composto,  e del  seguito 
dei  termini 


/(<•) . Ty» , —Tn°) 

e del  resto 


»-i 


1.  2.  3..  n — 1 


(o) 


x * 


r"  1.2.  3..  ri 


■/>“>  ( S*  ) 


Se  crescendo  indefinitamente  il  numero  n,  il  resto 
rn  converga  verso  lo  zero,  potrà J\x)  svilupparsi  in 
serie  convergente  secondo  le  potenze  ascendenti  della  x, 
cioè 

j\X)  =/(o)  +/■(  o)  -f  H-r'w  ^ +/“'(»)  -4- + •• 
In  questa  formola  consiste  il  Teorema  di  Mac-Laurin  (°). 


(*)  La  trovata  forinola  comunemente  ammessa  sotto  il  voca* 
bolo  di  Teorema  di  Mac-Laurin , era  di  già  dovuta  a Stirling • 
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Sarà  inutile  qui  di  richiamare  la  condizione  della  con- 
tinuità  della  funzione  e delle  derivate  a partir  da  un 
dato  valor  della  xy  nella  serie  di  Taylor , e da  x = o 
nella  serie  di  Mac-Laurin. 

63.°  Oltre  le  indicate  espressioni  dei  resti  delle  se- 
rie di  Taylor,  e Mac-Laurin  avvene  qualche  altra  che  sa- 
rà utile  di  conoscere.  Sia  a un  valore  particolare  della 
rr,  e supponiamo  che  la  funzione  resti  finita  e continua 
unitamente  alle  sue  derivate  da  x = a fino  adx=o-+-A, 
sarà  per  lo  sviluppo  di 

\ 

A a ■+■  X — a ) ==/!*) 

dai  penultimo  valore  di  f[x  «f*  A), 

/<*)  -yw •+■  -4-  (l~2a)a /"(«) -+- •••• 


/»«-.)  (a)  •+■  if. /!'■)  («+5  (x — a)  ) 

1.2.  3..n  — \ J 1.2. 3..  nJ  v v " 


Qui  abbiamo  lo  sviluppo  di  f(x)  secondo  le  potenze 
ascendenti  della  differenza  x — a,  quando  a rappresenti 
un  valore  particolare  della  x ; se  prendasi  successiva- 
mente x » 1 , 2 , 3 , ....  otterremo  i resti  della  serie 
dopo  il  primo,  secondo,  terzo  , . . . termine;  così  fa- 
cendo n==  1 , avremo  la  formola 


J\x)  —J\a)  -+-  ^ -f(x  •+■  6,  (r-fl)  ) 

il  nuovo  numero  0,  sempre  > o , e < 1 ; dalla  qua- 
le deduciamo  il  rapporto 

f(x)  —/(a) 


x — a 


f(a  -H  6,  (x  — o)  ) 


I 

I 
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Prendendo  adesso  la  derivata  dell’ordine  « — 1 rappor- 
to ad  a,  c facendo  per  brevità 


x — a 


p(°)  =/(«)  ■+•  =^=/>)  + (*  *Y '•/(«) 


( x — a )"“* 
1.  2.  3..  7t  — 1 


(a) 


ricaveremo 


\ x — a J ( x — a )n 


K /'i  «-t-  0.(*-a)  ) = (1-9.)-'//')  ( a H-  0,(M  ) 

e perciò 


x — a 


f(x)  =/<«)  H “,/*(«)  “+"  ^ ^ 2 ^ f (a)  " 


(T~-a)  — />-)  (a)  + r, 
1. 2.  3..  n — 1 J v 9 " 


la  nuova  forma  del  resto  sarà 


f"  = iP<2'3  "V  (*  — a)''/'")  (fl ■+*  (*—<*)  ) 

1.  z.  3..  » — 1 


Che  se  pongasi  a:  «=  a •+•  à , e si  cangi  dopo  la  sosti- 
tuzione a in  x,  allora  la  precedente  espressione  diverrà 
il  resto  della  serie  di  Tajlor  dopo  il  termine  ncsira»  , 
vale  a dire 

/ i __  fì  \«-t 

r»  - W''  (* + w ) 

i • 2t*  fi  **  1 

Facendo  poi  x = o , e sostituendo  x invece  di  k , si 
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riterrà  la  nuova  forma  del  resto  della  serie  di  Mac-Laurin, 
cioè 

(1  £ \*-i 

Riassumeremo  brevemente  adunque  che  il  Teorema  di 
Taylor  rappresentato  dalla  forinola 


/(*+*)  =*/(*)  ■+■  r^f'w + ur3f» + • 

sussiste  tutte  le  volte  che  le  funzioni 

A x "1“  z ) » '*/*(  ^ “1“  s ) »*  * ) i • • • • 

essendo  continue  entro  i limiti  2c=o,  e z*=^h,  una 
delle  quantità  . . 

uTTTn^ «-  + *A> * + M > 

« • 

si  annulli  por  valori  infiniti  di  n;  allora  la  serie 

• * * » 

è convergente,  cd  avrà  per  somma  f(  x -+-  A ) : un  ra- 
gionamento simile  ha  luogo  per  il  Teorema  di  Mac-Lau- 
no. 

Pongasi  adesso  y = /*(#),  e per  le  derivate 
y<=f\x)  , yn^=f\x)  . . 3/(n)  «s/W  (*) 


e si  chiaminolo»  y'0 , y"  » yol)  le  derivate  per  la  sup- 
posizione di  #e=ia0  avremo  dal  teorema  di  Taylor  la 
differenza 

A a A3 

///  \ 


A 
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’ e dal  teorema  di  MaoLaurin 


or  t* 

t + k ti 


1.2.3 


fili 


Su  questa  forma  in  particolare  noi  faremo  uso  dei  due 
teoremi  per  semplificare  le  applicazioni  che  Terremo  ad 
esporre  dopo  di  aver  richiamato  brevemente  i caratteri 
della  convergenza  e divergenza  di  ambedue  le  serie. 

64.°  11  seguito  dei  termini 

.A  „ A>  A3 

y i ■ * Tri  • y m * — 


formerà  una  serie  convergente  secondo  le  potenze 
ascendenti  della  A,  quante  volte  il  rapporto  fra  due  ter- 
mini consecutivi,  e generali 

y(")  A»  y(n-i) 

1.  2.  3 ..  n ’ 1.2.  3...  n »H-1 


per  valori  infinitamente  grandi  di  n,  converga  verso  una 
quantità  positiva  o negativa  •<  1 , o ciò  che  torna  lo 
stesso 


lim 


y^O 

y(") 


e ponendo  per  brevità 


i 


lim 


y(«^«) 

yW” 


J 

n-H 


dovrà  evidentemente  A esser  compreso  fra  i limiti 


Digilized  by  Google 


137 

se  l’indicato  limite  sarà  > 1,  la  serie  è divergente  , e 
priva  di  somma.  In  cgual  modo  se  per  il  seguito  dei 
termini 

* **  ' .....  *3  ' 

V.  T ’ 773  ’ y°  TTTs’  ' ' ' 


della  serie  di  Mac-Laurin,  nel  rapporto  di  due  termini 
consecutivi 


W_f 1_ 
Vo  1 . 2.  3 ..  n * 


x71'4’1 

1.  2.  3 ..  n . n 


1 


si  verifica  per  n=  co 


lina 


Voi"*1) 

y„w 


n-4-1 


<1 


allora  la  serie  sarà  convergente,  e la  y si  svilupperà  se- 
condo le  potenze  ascendenti  della  x per  valori  compresi 
fra  i limiti 


ove  sia 


A = lim 


i 

n-+-1 


Quando  il  noto  limite  riesca  > 1 , la  serie  sarà  diver- 
gente, e priva  di  somma.  Non  mancheremo  poi  di  ri- 
chiamare che  in  alcuni  casi , il  limite  del  rapporto  di 


due  termini  consecutivi  potrebbe  esser  eguale  aifunità, 
e pur  tuttavia  riuscire  la  serie,  o convergente,  o diver- 
gente. Sotto  tutte  queste  condizioni,  i residui  o resti  di 
ambedue  le  serie  convergeranno  verso  lo  zero  : ripresi 
poi  i due  resti 


(1—9,)»-1  hn 
1.2.  3..  n—  1 


y»  [x  + Qih) , 


(\  — e.v-s»  .m)  (5i  x) 

1.  2.  3..n  — 1 
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e riflettendo  che  i coefficienti 

(1  — 0,)'*-1  hn  (1  — 0,)»-*  3* 

1.  2.  3..  » — \ ’ 1.  2.  3..  n — • 1 

i 

per  n = co  convergono  verso  lo  zero  , dedurremo  dio 
allora  i residui,  o resti  delle  serie  di  Taylor,  c Mac-Lau- 
rin  convergeranno  verso  lo  zero,  quando  per  valori  in- 
finitamente grandi  del  numero  n,  le  due  funzioni 

f[n)  + (0tx) 

ritengano  un  valore  finito  : può  contultociò  succedere 
che  queste  due  ultime  funzioni  crescano  indefinitamente 
con  n , e pur  tuttavia  i residui  convergano  verso  lo  ze- 
ro. A tutto  questo  aggiungiamo  che  quando  una  funzio- 
ne continua  della  x è sviluppabile  in  serie  convergente 
per  le  potenze  ascendenti  della  x,  e della  forma 

J\x)  = clq  H—  d\X  -f-  <*2  x 2 ■+*  x ^ -f-  . . . «+-  an  x11  ...» 

allora  la  determinazione  dei  coefficienti  a0,  ox,  a2,  03, ...  o„ 
si  eseguirà  con  estrema  facilità  ; infatti  facendo  n de- 
rivazioni, e supposto  x = o , si  avrà  in  generale  per 
un  coefficiente  qualunque 

= ./*“> 

a"  1.2.3..» 

Ognun  vede  che  il  secondo  membro  della f(x)  non  dif- 
ferirà dal  teorema  di  Mac-Laurin:  nella  stessa  guisa  se 
f{x-\-h)  si  sviluppi  in  serie  convergente  perle  potenze 
ascendenti  della  /t;  otterremo  dai  valori  dei  coefficienti 
il  teorema  di  Ta)Ior  per  il  valore  A\J\x-\-h).  • 

65.°  Presentiamo  ora  alcune  applicazioni  che  riguar- 
dano specialmente  il  teorema  di  Mac-Laurin;  c riprcn- 
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-+-y 


(n-l) 


a?"*1 

1.  2.  3..  n — • 1 


4-  Tn 


il  resto  rn  è dato  dalla  doppia  espressione 


»• 


rrt 


(1—5. 


r"  1.2.3 


.1  ’ • 


Sia  pertanto  a nn  numero  reale  fisso  qualunque,  ed' 

y = (H-*)a  t 

si  ricaverà 

• » * 

y = a ( 1 4-  # J®-1  , y*®  n ( ® — 1 ) ( 1 4-  ® )“"* 

....  yin)  = a{a  — 1 ) (a  — 2) ...  ( a — (n — 1)  ) ( 14-#  ) 


(l-n 


e per  il  residuo  avremo 

_ q(q— i ) (q— 2>>  •••(<*  ~ ^ ^ (i_^, 

1.2.  3...  « — 1 

quindi  per  valori  qualunque  reali  di  x ed  tf  si  avrà 

a (a  — 1 ) »(» — ^ (a — 2)  , _ 

(14-x)®  = 1 4-  ax  4 . 9—  *a  4 x 


) r* 


— * 2*  3 1 f _|11G 

t — - Ji  ..£ 

a(a — 1)  (a — 2)  ....  ( a — (n — 2)  ) 


1.2.3..»  — 1 


X"-1 


a{a— 1 ) (a— 2)  ....  ( a (n  1)  ) x) 

1. 2.  3..  n — 1 


a-n 
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Per  conoscere  le  condizioni  della  convergenza  per  va- 
lori qualunqne  reali  di  a , basterà  formare  il  rapporto 
di  due  termini  consecutivi 


ya^1)  x a — n 

y0(")  n-H  1 X 

d’onde  per  n = co 


a 

n 


n 


x 


lim 


y0W 


x 


dunque  la  serie  sarà  convergente  per  yalori  della  x com- 
presi fra  i limiti  1 , e , — 1 , ed  allora  sussiste 

(1-KT)“  - 1+  « 4-  X.  4-  gfrylfp2)  ,3 


. a(g— j)(a  — 2)(g  — 3) 

2.  3.  4 


La  condizione  della  convergenza  del  binomio  può  anche 
dedursi  analizzando  le  differenti  forme  del  resto  r„,  le 
quali  come  si  deduce  dal  secondo  membro  della  secon- 
da equazione  di  questo  parag.,  saranno 


a(a — 1 ) (a — 2)  (a — 3) ...  (a — (n — 1 ) ) 
1.  2.  3 ..  n 


x*  (1  ■+•  Ox  )°~* 


a(a — 1)  (a — 2)  ...  (a — (n — 1)  ) * 

— i3-  0 - 0^-'  X-  (1  4-  5,  x)«- 


Ora  quanto  al  primo  di  questi  resti  si  decompone  in 
due  fattori 


afa — 1)  (a — 2)  ...  ( a — (n — 1)  ) 
1.  2.  3 ....  n 


, ed  (1  Qjc)a-~ 


Digitized  by  Google 


141 

e supposto  x compreso  fra  o , e -+•  1 il  primo  fat- 
tore per  valori  infiniti  di  n converge  verso  lo  zero,  men- 
tre se  n aumenta  di  un’  unità , si  troverà  moltiplicato 

per  x che  converge  verso  — x,  dunque  l’assolu- 

n ■+* *  1 

to  valore  é minore  dell’ unità;  quanto  al  secondo  fattore 


(1  -f-  9x  )«-» 


(1  .+.  0x)a 

(1 


e supposto  x sempre  positivo  convergerà  esso  stesso  ver- 
so lo  zero,  a meno  che  0 non  si  avvicinasse  indefinita- 
mente allo  zero  ; in  tutti  gli  altri  casi  questo  fattore  re- 
sterà minore  dell’unità , e per  conseguenza  tutto  il  re- 
sto della  serie  per  valori  della  x positivi  compresi  fra  o, 
e + 1,  converge  verso  Io  zero. 

Quando  x sia  negativo,  il  secondo  fattore  potrebbe 
convergere  verso  l’infinito,  a misura  che  n aumenta , e 
nell’  ipotesi  che  0 non  tenda  verso  lo  zero  ; prendendo 
adunque  la  seconde  forma  del  resto,  che  si  decompone 
nei  due  fattori  

a(a  — 1 ) (a  — 2)  ....  ( a — (*  — 1 ) ) x* 

1.  2.  3 n — 1 

• • 

(1  — 0,  )«-«  ( 1 

Il  primo  converge  ancora  verso  Io  zero,  e l’altro  fat- 
tore, sostituendo  - — x invece  di  x,  diverrà 


e si  verifica  per  * < 1 


1 — 

— $t* 
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dunque  per  n = co  questo  fattore  tenderà  verso  lo  ze- 
ro ; e perciò  la  serie  sarà  convergente  per  valori  della 
x compresi  fra  -+•  1 , e — 1 . 

66.°  Prendendo 

y ==  log  ( 1 ■+■  x ) 

si  dedurrà  dalla  derivazione  nel  sistema  dei  logaritmi 
Neperiani 


y = 


1 4-x 


> y = — 


( 1 X )a  * ^ 


1.  2 


. . . = =±: 


1.  2 3...»  — 2 
~(1  4- 


, y(")  «== 


(1  x)3 

» 

1.  2.  3...  n — 1 
(1  -f-  ar)a 


dalle  quali  per  x = o 

* 

y.=>o,  y'o=i . ys=—  i . $c=i  • 2>  y'»T==— 1-2-3 


y(»-x)  = 1.2.  3.  n — 2 , y(")  = 1 . 2.  3..  * — * t 

Infine  la  doppia  espressione  del  resto 

t * 

^ **  —*  0l)m-lxn 


«(1 


(1  -+-.£|X  )* 


per  cui 


. . x*  x3  x7*-1 

log  (1+1=1 5-  -+•  -J-  — -r  ■+•  ...  ± 

2 3 4 ri — \ 


a» 


n(  1 -f-  0x)'4 
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log  (]  -h  x)  ~ X 


#4 

T 


a^~T 


n — 1 


x”  (1  — 0r)"-' 
(1  4-  x)a 


Il  segno  — vale  per  l’esponente  pari,  ed  il  segno  -f-  per 
l’impari. 

Nella  trovata  serie  il  rapporto  di  due  termini  con- 
secutivi, sarà,  astrazione  fatta  dal  segno 


nx 
fH"  1 

( 

ove  il  coefficiente  della  x convergendo  verso  l’unità  per 
valori  infiniti  di  n,  ne  viene  che  si  verificherà 


lim 


nx 

n-H 


<1 


se  x <[  1 , dunque  per  valori  della  x compresi  fra  -1-  1 , 
e,  — 1 sussisterà 


x*  x* 

log  (1  — -f-y 


Le  condizioni  della  convergenza  si  potranno  anche  ot- 
tenere , analizzando  le  differenti  espressioni  del  resto  ; 
infatti  supposto  x > o , e 1,  avremo  evidentemente 


per  n = oo 


lim 


x* 


b(1+  OxY 


Quando  x sia  negativa,  questo  primo  resto  non  si  pre- 
senta sotto  una  forma  propria  a riconoscere  se  coaver- 
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ga  verso  lo  zero,  rappresentando  infatti  la  x,  per  — 
non  si  vede  quale  dei  due  termini  della  frazione 

t 

1 -r  O z 

• i 

sia  maggiore.  Prendendo  al  contrario  la  seconda  espres- 
sione del  resto,  ed  astrazione  fatta  dal  segno,  si  ridur- 
rà per  x =*  — » 


rrt  t==  \ 1 — Oi  z J 1 — z 

la  quantità  con  V esponente  n — 1 sarà  < 1 sei 
sia  ■<  1 ; dunque  la  serie  logaritmica  è convergente  per 
tutti  i valori  della  x compresi  fra  1 , e , — 1,  men- 
tre fra  questi  stessi  limiti,  il  resto  tende  verso  lo  zero. 
L’esposto  modo  di  dedurre  le  condizioni  della  conver- 
genza delle  serie  del  binomio  e del  logaritmo  analizzan- 
do le  differenti  forme  dei  resti,  è desunto  dal  Corso  d’ 
Analisi  del  sig.  Duhamel.  Paris  1841. 

Sia  ancora 

y =ax 

sarà  per  le  derivate  nell’ipotesi  dei  logaritmi  iperbolici 
y = a*  log  a , y"  = a1  (log  a)1 , y'"  = a1  (log  a)3 

......  jfW  = a*  (log  a)* 

e per  x = o divengono 

yQ  = 1 » y0  = log  a , y"  = (log  a)>  , ....  yW  =*  (log  a)» . 
ed  il  corrispondente  resto 

r = xn  (log  a)-  ^ __  s"  ( log  a )"  ( 1 — S,  a#j, 

* 1.  2.  3 ...  n 1.  2.  3..  n — 1 
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c perciò 

«*=  H- Y Ioga  ■+■  ^ ( log  a )*  4-  ( log  a )J 


X . X*  X3 


• ••  <>  oga)"-  + r. 

• 

Ora  non  è difficile  a provarsi  che  il  resto  indipendente- 
mente  da  x,  converge  sempre  verso  lo  zero  per  valori  in- 
finitamente grandi  di  n,  c perciò  qualunque  sia  x 

i 


a* 


OC 

= 1 — log  a 


x a 
1^2 


(Ioga)» 


1.2.3 


(log  a)3-|- 


Quando  a avesse  a coincidere  con  la  stessa  base  e dei 
logaritmi  iperbolici,  allora  si  ha  semplicemente 


x x*  z3 

J*  srr  1 -f-  — 4»  — -4-»  — — — 

^ 1 ^ 1.2  1.2.  3 


■H.  . . 


Nelle  due  serie  degli  esponenziali , il  rapporto  di  un 
termine  generale  al  suo  antecedente  per  valori  grandis- 
simi di  n si  riduce  ad  una  quantità  piccolissima , la 
quale  converge  verso  lo  zero,  e quantunque  per  a > e 
(Ioga  )n  a®x  cresca  a misura  che  n aumenta,  pur  tutta  » 
via,  come  già  abbiamo  avvertito,  lim  rn  = o.  . 

67.°  Veniamo  ora  ad  altre  applicazioni  del  Teorema 
di  Mac-Laurin,  e che  riguardano  la  trigonometria. 

Sia 

y = sen  x 


si  trovò  di  già  al  parag.  41 


wr 


e quindi 


yW  = sen  ( x -H  — • ) ’ 

ém 


, \ t nn  v 

y0(»)  = sen  ( y ) 


10 
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dalia  quale  si  deduce  evidentemente 
y0=o , y'0=?i , Vo=  o , y^=— i • y!>v=o  > yl  = 1 • 


e le  differenti  espressioni  del  resto  saranno 


x* 


*-  nn  ( 1 — )B‘l  (ù  *»r 

r sen(ftr-4- — )=  — — — sen  (QtX-\ 

• 1.2.3-n  V 2;  1 , 2 . 3..  n — 1 v 2 

Ora  qualunque  sia  n,  le  funzioni  trigonometriche 

sen  ( 0x ~ sen  ( OiX  -+•  -j-  ) 

ritengono  sempre  un  valore  finito,  e perciò  la  serie 


oc3 


*5 


sen  x = x — 


1.2.3 


1.2.  3.  4.5 


sarà  convergente  per  qualsiasi  valore  reale  della  x . 
Con  egual  facilità  supponendo 


cos  09 


fa  /dimostrate  che 


ed  insieme 


nn 


yW  = cos  ( x -f-  — ) 


, t . «7T  . 

y0(»)  = COS  ( — ) 

d’onde 

y„*=1 , y'.=o,  y"=— 1,  y'„"=o  , y'0T-=l , y 

e siccome  nel  valore  del  resto  rn , le  funzioni 
COS  ( 9x  -+-  Y ) , COS  ( X y ) 


V 

o 


= 0 


) 


•••• 
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ritengono  costantemente  un  valore  finito,  c per  conse- 
guenza la  serie 


x2 


cos  X ==  1 — -f- 


2c4 


1.2  1.  2.  3.4 


• • • • 


rimarrà  convergente  per  valori  qualunque  dell’arco  x. 
68.°  Sia  inoltre 

y t=  are  tang  x 

si  ha  per  la  funzione  prima  derivata 


y' — 


1 — X2 


Per  ottenere  con  più  facilità  le  derivate  degli  ordini  su- 
periori, è meglio  decomporre  in  frazioni  semplici  la  fra- 
zion  composta  che  rappresenta  la  funzione  derivata  del 
primo  ordine,  vale  a dire 

y'  = ±(—l f . 1 N 

2 Vj  -H^-1  1 — ) 

quindi  eseguendo  n — > 1 derivazioni  si  deduce  con  gran 
facilità 


y(n)  = (t/’-l)*-1 


1 .2.3.. n — 1 


e per  x = o 

( n ) 1.  2.  3...  n — 1 

y0  = — ò 


r 

(l  -(-!)")(  I/-  1 )-* 


d^onde  per  » pari  y0(n)  = o , e per  n impari 


rrt 

y.  =<i.2  3 — i )(  _ i ) * 


(n) 
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dalle  quali 

yo=0,  yv=i»  J# 


0,  V'"£ 


— 1.2,  y 


IV 


yJ=1.2.  3.  4,  yV=o,  

ed  insieme  dai  valore  di  yW  deduciamo  le  due  difleren- 
ti  espressioni  del  resto 

*■  1 y_  (_nl YÌ 

r-=T'  2 \l-9xlA1/  \1 -+-6x^-1/  J 


ovvero 


dunque  per  valori  pari  di  n,  si  ottiene 


x5  x1 


aP 


^1 


are 


tang  x = x—  -r  ^ T — T ** »— 1 ■** r‘ 


ove  la  forma  del  resto  primitivo  sarà 

X*  ( 1 — Ox  [f—  1 )~w  — ( 1 H"  j/* 1 )~* 

f * ^ ^ "7  ‘ 21/—1 


e per  valori  impari  di  n 


x 


x7 


cc*-* 


+ - — — n— 2"*”  r' 


are  tang  x = x — -r  7; j 


e qui  pure  per  la  prima  espressione  del  resto  sarà 
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1 valori  fra  i qnali  deve  essere  compresa  la  variabile 
indipendente  x , onde  la  serie  sia  convergente  si  pos- 
sono dedurre  non  solo  dalla  ricerca  del  limite  verso  il 
quale  converge  il  rapporto  di  un  termine  generale  al 
suo  antecedente,  ma  ben  anche  dall’osservare  quali  de- 
vono essere  questi  stessi  valori,  onde  per  n = co , il  re- 
siduo della  serie  converga  verso  lo  zero.  Ed  infatti  sup- 
ponendo n pari  il  rapporto  dei  termini 

a»*4*1  X*-1  n — 1 a 

n-H  ’ n—1  n~M 


convergerà  per  n *=  co  verso  una  quantità  minore  del- 
l’unità  se  x sia  compreso  fra  -+-  1 , e , — 1 ; nello 
stesso  modo  per  n impari  il  rapporto  dei  due  termini 
generali  per  valori  infiniti  del  numero  n 

x n x71**  « — 2 

n ’ n — 2 n 

sarà  < 1 se  x sia  < =3=  1 . 

Che  se  si  prendano  le  due  espressioni  del  resto  tan- 
to nell’ipotesi  di  n pari  che  nell’ipotesi  di  n impari,  c 
si  faccia  inoltre 


1 •+-  0x^-1  e=  p ( cos  t -f- 1/"-1  sen  t ) 
ricaveremo  nel  primo  caso 


cos  n r/x\n 


e per  il  secondo  caso 

sen  n r/  x\n 


cos  n r / x V 

" \(1  _(.§>  a»)*/ 


sen  n r r x \ » 
n \(i 


n 


n 
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Queste  due  espressioni  convergeranno  verso  lo  zero  per 
valori  infinitamente  grandi  di  n se  la  x sia  minore  del- 
l’unità positiva,  o negativa,  e per  conseguenza  fra  i li- 
miti x = i , x = — 1 sussisterà  la  serie  convergente 

sr3  x5  jr7 

arctang  x*=x — 4-  — y 4- 


Da  questa  formola  sarà  facile  di  dedurre  il  noto  rap- 
porto della  circonferenza  al  diametro  con  maggiore  o 
minor  approssimazione,  facendo  uso  di  convenienti  va- 
lori della  x. 

69.°  Indichiamo  brevemente  una  qualche  applicazio- 
ne del  Teorema  di  Taylor. 

Quando  sia 

y =Ax)  » cd  y •+■  Ay  =/( x ■+■ h ) 


fu  veduto  al  parag.  63,  che 

* , A „ A2  . . A"-1 

-Ay  = y + vT  + v 772+ -+V(  3„  „ _ ,+'■ 


ove  il  residuo  assume  una  delle  due  forme 


1 . 2.  3 .♦  « 


J\n)  (x  4-  Oh)— 


( 1 — 0,  l"-1 

1.  2.  3..  n — 1 


A"/»  (x  -f-  GJ) 


Quando  per  n = oo  si  verifichi  rn  = o allora  si  ottie- 
ne il  Teorema  di  Taylor.  Così  per  esempio  supposto  suc- 
cessivamente 

y e=s  af* , ed  y = log  x 
ed  osservando  che 

( j4-i]«=xm(1  4-  ~ )m 

X 

log  ( X 4-  A ) = log  X 4-  log  ( 1 4-  — - ) 


i 
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si  vedrà  che  le  due  sene 

J jj|  ^ /j  \ 

(jc  -f-  A)m  «=  X"1  •+-  mim_I  A -4-  m ^ a"*-»  A*  -f. 

1*2 


i / , n i * A’  *3 

log  (,r  A)  = log  x H — - -4-  — .... 

x 2x * 3x3 

saranno  convergenti  per  ~ <1  : questa  medesima  con- 

x 

seguenza  si  potrebbe  dedurre  per  n=  00  dal  valore  di  r„. 
Prendendo  inoltre 


y = a* , y = sen  a: , y = cos  a: 

si  vedrà  immediatamente  dalla  forinola  di  Taylor  che  lo 
sviluppo  delle  tre  funzioni 

, sen  (x  -4-  A),  cos  ( x -4-  A ) 

secondo  le  potenze  ascendenti  della  A,  vale  a dire 


ctx^h=ax  ( 1 -4-  log  a -4-  ^ ( log  a )a  -4- ) 

, 1 A^ 

sen  (x-+-  A)  = sen  x-4-A  cos# — — sen  x cos  x «4- 

1.2  1.2.3 

. i\  4 1 A*  A3 

cos  [x  •+■  A)  = 1 — Asenx cos  x -4-  ——  sen  x -4- . . 

,1.2  1 .2.3 


avrà  luogo  qualunque  sieno  i valori  reali  di  x,  ed  A; 
come  potrà  verificarsi  facendo  un'applicazione  dei  crite- 


ri della  convergenza  delle 
al  parag.  64. 

70.°  Infine  sia 


serie  che  abbiamo  richiamato 


y cs  are  tang  2, 


ed  x = tang  y 


t 
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si  dedurrà  dalla  forinola  quarta  del  parag.  68  dopo  di 
aver  sostituito  nel  secondo  membro  il  valore  della 


x = tang  y = 


sen  y 
cos  y 


c nell’ipotesi  di  n pari 

yl»)  db  1.  2.  3 ...  n — 1 cosn  y sen  n y 
e nel  caso  di  n impari  > 1 


y(»)  = =iz  1.  2.  3 ...  n — 1 cos*  y cos  ny 


Quando  n sia  pari,  e della  forma  n=2[x  il  segno  4- 
avrà  luogo  per  [x  pari  , ed  il  segno  — per  fx  impari. 
Che  se  n sia  impari,  e della  forma  n = 2fi+  1 ; il  se- 
gno 4-  sarà  egualmente  per  [x  pari,  cd  il  — per  fx  im- 
pari, dunque  sotto  le  condizioni  della  convergenza  della 
serie 


are  tang  (x  4-  A) 


A 

y 4-  y-cosa  y 


A* 

T 


sen  2y  cos2 


y 


A3  , , A4  , 

~ cos  3y  cos3  y 4-  y sen  4y  cos'»  y 


Chi  desiderasse  un  maggior  numero  di  applicazioni  po- 
trà consultare  l’opera  di  Eulero  Institutwnes  Calculi  dif- 
ferentialis  e quella  di  Lagrange  sotto  il  titolo  Calcili  dts 
foncliong . Fin  ad  ora  abbiamo  supposto  la  funzione  , e 
la  variabile  reale,  ma  per  mezzo  di  alcune  formolo  ge- 
nerali date  ai  parag.  51,  e 52  sarà  facile  di  estendere 
per  la  funzione,  e per  la  variabile  immaginaria  sotto  de- 
terminate condizioni  i Teoremi  di  Taylor,  e Mac-Laurin, 
ma  noi  per  brevità  tralascieremo  di  fare  questo  nuovo 
sviluppo , e rimanderemo  piuttosto  al  Calcolo  differen- 
ziale del  sig.  Cauchy,  od  anche  a quello  del  sig.  ab.Moigno, 
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ove  questa  materia  è diffusamente  trattata  unitamente 
a diverse  altre  interessanti  ricerche  sulla  convergenza,  e 
divergenza  delle  serie  immaginarie.  Aggiungeremo  che  la 
serie  deli’  esponenziale  Neperiano  ottenuta  alla  fine  del 
parag.  67  porge  un  modo  di  esprimere  simbolicamente 
per  mezzo  della  caratteristica  D ambedue  le  iormole  di 
Taylor,  e Mac-Laurin,  ed  infatti  prendendo 

f(x+h)  —f{x)  -+- -i  D*/(x)  ■+■  ^2 

^ 3“  ' 

e considerando  la  caratteristica  Dx  come  una  vera  quan^ 
tità,  si  avrà 

1 

f{x  + + y Djc-t-  - — — DÌ  -f-  yYI 

ovvero 

f(x+h)r=e™*J[x)  • 

Che  se  pongasi 

y •=/(*)  » !/  -♦-  Ay  «=/(x-*-A  ) 

» 

avremo  ancora 

A y ==  ( e*D*  — 1 ) y 

Tali  sono  le  diverse  forme  simboliche  per  rappresentare 
la  serie  di  Taylor.  Facendo  poi  x = o , e cangiando  A 
in  x , si  ottengono  delle  forinole  simili  per  la  serie  di 
Mac-Laurin. 

Supposto  inbne  A = dx  , si  ricaverà 

Ay  = ( e-1  — 1 ) y 
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In  questa  serie  si  dovranno  sostituire  i valori 

dy  «=  yàx  , day  ==  y"òx  , ....  dny  = yW  dx“  , . . . « 

Le  derivate  y , y" , . . . y(")  sono  i coefficienti  per  i 
quali  si  devono  moltiplicare  le  respettive  potenze  dx , 
dar3  . . . (Lr*  onde  ottenere  i respettivi  differenziali  del- 
la y : per  questo  motivo  una  derivata  y[Hì  si  chiama  il 
coefficiente  differenziale  dell’ordine  n.  Noi  faremo  in  ulti- 
mo un’importante  osservazione  , che  riguarda  il  retto 
uso  delle  medesime  forinole  di  Mac-Laurin,  e Taylor. 
In  alcuni  casi  quantunque  le  serie  di  Taylor, e Mac  Laurin 
diano  lo  sviluppo  di  una  funzione  in  serie  convergente, 
contutlociò  la  somma  differisce  totalmente  dalla  funzione 
proposta.  Così  la  funzione 

t 

* 

e * 

diviene  nulla,  con  tutte  le  derivate  per  x = o,  e pur 
tuttavia  la  funzione  non  è nulla  ; quindi  se  <p(z)  sia 
sviluppabile  per  la  formola  di  Mac-Laurin  in  serie  con- 
vergente, la  nuova  funzione 

i 

<p  (x)  -H  e x* 

darà  parimenti  luogo  ad  una  serie  convergente;  la  quale 
rappresenta  il  solo  sviluppo  di  <p  (x)  , e non  già  della 
funzione  totale  : si  potrà  però  ottenere  l’esatto  valore 
della  funzione  tenendo  conto  del  resto  dopo  un  determi- 
nato numero  di  termini. 
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Differenziazione  delle  funzioni  di  più  variabili  indipendenti : 
differenziazione  delle  funzioni  composte. 

Teorema  sulle  funzioni  omogenee. 


71.°  Chiamando  u ona  funzione  esplicita  di  più  va- 
riabili  indipendenti  x,  y,  z ....  si  esprimerà  in  generale 
per 

u =/(x,  y,  z ....  ) 

Se  alle  medesime  x,  y,  z ...  si  attribuiscano  degli  au- 
menti finiti,  e variabili,  od  anche  infinitesimi,  potrà  se 
la  u è continua  entro  dati  limiti  di  lle  variabili  indipen- 
denti corrispondergli  un  simile  aumento  , e denominali 

al  solito  per  Ax  , Ay,  Az , gli  incrementi  delle 

x,  y,  z ....  e per  Am  quello  della  funzione  u,  sarà  sem- 
pre qualunque  sia  la  natura  degli  incrementi 

Am  =/(  r 4-  Ax,  y 4-  Ay , z 4-  Az  ....  ) — /(x,  y,  z ) 

ove  se  finiti  sono  Ax , Ay , Az  , sarà  finita  Ati  , e 

se  saranno  infinitesimi  Io  sarà  anche  A u per  la  condi- 
zione della  continuità.  Può  succedere  però  che  non  tutte 
le  variabili  ricevano  simultaneamente  degli  incrementi  ; 
così  variando  parzialmente  la  x,  la  y,  la  z , i par- 
ziali aumenti  della  w,  sarebbero 

^/*(x 4“Ax,  y,  z...) — ^/*(x,  y,  z...)  , ^/Ix,  y 4“  Ay,  s ...)  y» 

/(x,  y,  z 4-  Az  ...  ) — y|x,  y,  z ...)  , 


e sarà  naturale  di  poter  esprimere  queste  differenze  per 
li  rispettivi  simboli  Axu  , Ayu  , Am  , ....  in  modo  da 


• • • • 
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essere 

AjtM  ==/*(#  4*  Ax,  y,  x y , £ •••»  ) 


e si  chiamerà  ciascuna,  la  differenza  finita , e parziale 
della  w relativa  alla  variabile  che  ha  ricevuto  1*  incre- 
mento. Formando  poi  i rapporti 


A xu 

/(* 

-4- Ar,  y,  2 ....  ) 

—./fa»  y*  « •••  ) 

Ax 

Ax 

Aru 

/(^ 

y -4-  A»/,  z ....  ) - 

- /I  Vi  * •••) 

ày 

Ay 

A 

, y,  2 -4-  Az  ....  ) - 

— /fa*  y*  *•••) 

A:  Az 


e supponendo  Ax  , Ay , A 2,  ....  infinitesimi,  allora  i li- 
miti verso  i quali  convergono  gli  indicati  rapporti  sa- 
ranno le  funzioni  prime  derivate,  c parziali  riguardo  a 
ciascuna  delle  variabili  x,  y,  z ....,  e dando  quelle  evi- 
dentemente origine  a nuove  funzioni  delle  x,  y,  z 

cosi  sarà  bene  notarle  per  le  forme  simboliche 

fx  y* z •••)  » fy  (ri  y» z •••  ) > (*»  y»  *•••)» 


od  anche  più  brevemente  per 

Dxu,  DyU,  D*u,  . . . - 


quindi  esprimendo  per  dxu , d^v,  d,u,  . . . . i diffe- 
renziali particolari,  avremo 


dru 

dx 


= lim 


Axtt 

Ax 


V 

Ay 


= /*  (*.  y>  *•••)*= 

*=  />(*>  y>  *•••)  = D,« 

= /I  (*»  y>  *•••)  = D,« 


I 


# 
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==/i  (x,  y,  z ...  ) &r  , dyu  *=*f'y  (*>  y>  2 •••  ) dy 

4 

d*u=/;  (^y»  * •»)da:  » • • • • 


Queste  espressioni  sono  del  tutto  conformi  a quanto  si 
è stabilito  per  la  differenziazione  delle  funzioni  di  una 
sola  variabile. 

72.°  Per  procedere  ora  alla  determinazione  del  dif- 
ferenziale d u , ricorderemo  che  chiamando  oc  una  quan- 
tità infinitesima  si  ha  sì  per  le  variabili»  che  per  la  fun- 
zione 


<Lr  = lim 


d y = lim  — , 
oc 


Az  , ..  Am 

dz  s=s  lim  — .....  du  = lim  — 
oc  oc 

i 

perciò  riuscirà  per  quest’ultima 


, /(*4-Ax,  y4-Ay,  z4-Az, 

du  = lim 

oc 


) — . /*(•*>  y>  2 •••) 


A conoscere  questo  limite»  si  riprenda  la  differenza 

/(  x 4-  Ax,  y,  x ....  ) — J\xy  y,  * ...  ) 

e variando  il  primo  termine  di  questa  riguardo  alla  y» 
avremo 

J\x  4-  Ax  , y 4-  Ay , z ....  ) — f(x  4-  Ax,  y,  z ...  ) 

e qui  pure  variando  il  primo  termine  relativameute  al- 
la z,  otterremo 

f(x-ì-  Ar,  y 4-  Ay,  z 4-  Az...) — /*(x4- Ax,  y 4-  Ay,  z ...) 

I V 

e cosi  successivamente;  perciò  risulteranno  le  rispettive 


<58 

differenze 

f(x  4-  Ax,  y,  * ...  ) —f(x,  y,  z ...  ) 

f(x  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z ...  ) —/(or  4-  Ax,  y,  z ..  ) 

/([a:  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z 4-  Az  ...  ) — y’(x4-Ax,  y4-Ay,  z...  ) 


ciascuna  delle  quali,  se  ha  per  limite  zero  converrà  che 
anche  la  lor  somma 

J\x  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z 4-  Az  , ...  ) — /(x,  y,  z ..  ) 

converga  per  valori  nulli  di  Ar,  Ay,  A z , ...  al  mede- 
simo limite.  Ciò  posto  chiamando  I,  H,  K,  . . . . alcune 
quantità  infinitesime  la  prima  delle  quali  svanisca  per 

Ax=o,  la  seconda  per  Ay=o,  la  terza  per  A:=o, 

e tutte  sieno  funzioni  delle  x,  y,  z ...  e'd  in  particolare 
degli  incrementi  Ax  , ( Ax,  Ay  ),  ( Ar,  Ay,  Az  ) sa- 

rà per  una  formola  di  già  dimostrata  al  parag.  26. 

fipc  4-  Ax,y,z...)  — /|x,y,z...)  = Ax  (/;  (x,  y,  z...)  -+- 1 ) 

f{x^r  Ax,  y 4-  Ay,  z..)  — f[x  4-  Ax,  y,  z...) 

" = Ay  (f'y  (x  4-  Ax,  y,  z..  ) 4-  H ) 

f[x  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z 4-  Az..  ) — /|x  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z. .) 
= Az  (/'  (x  4-  Ax,  y 4-  Ay,  z..  ) 4-  K ) 


quindi  la  lor  somma 

Au  = Ax  (f±  (x,  y,  z ..  ) 4-  I ) 4-  Ay  \f*y(x  4-  Ax,  y,  z ...  ) 4-  H) 
l /i(  * 4-  Ax,  y 4-  Ay  , z ...  ) 4-  K ) 4- 
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ove  diviso  tatto  per  a , e passando  ai  limiti  si  ottiene 
du  =/;  (x,  y,  x ...  ) dx  (x,  y,  *..)  dy  (x,  y,  2..)  dr-t-, 


ovvero  per  l’ultimc  forinole  del  precedente  parag. 

» 

du  = dxU  •+•  dyti  •+•  d,u  + . • . • 


dalla  quale  si  ricava  che  il  differenziale  completo  du  è 
eguale  alla  somma  dei  differenziali  parziali  relativa  a 
ciascuna  variabile  indipendente  x,  y,  x , . . . Qui  no- 
teremo che  le  derivate  parziali 


per  un  uso  comunemente  adottato  si  scrivono  semplice- 
mente  per 

du  du  du 

di'  V di 


ed  in  conseguenza  i differenziali  parziali  dovranno  rap- 
presentarsi per 


dxu  = — dx , dyu  = ~ dy  , dgu  = ^ dz  , 
dx  7 dy  J . dz 


quindi  il  differenziale  totale  delle  u si  porrà  il  più  delle 
volte  sotto  la  forma 


, du  du  du  . 
du  = — - dx  -+•-•  dy  •+•  d* 

dx  dy  w d* 


• • • • • 


Per  mantenere  poi  l’esattezza  nello  scrivere  le  derivate, 
e i differenziali  parziali  delle  funzioni,  non  sarà  più  le- 
cito di  eseguire  una  riduzione  nelle  espressioni 


du 

£dx- 


du 

dx 
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a meno  che  non  si  rimpiazzi  il  rispettivo  differenziale 
parziale 

d *u,  dyu,  d 

In  fine  a scanzo  di  equivoci , noteremo  che  ogni  qua! 
volta  si  dovrà  dividere  il  differenziale  completo  du  per 
i rispettivi  differenziali  dx , dy , àz , . . . . si  scriverà 


Così  volendo  applicare  le  precedenti  formole  ad  un  qual- 
che esempio  si  troverà  con  gran  facilità 


d(x  4-  y 4-  z)  = dar  4-  dy  4-  ds  d(x  — y)  = dx  — dy 
d (ax4-  by  4-  cz)  = adx  4-  ódy4-  cdz 
d x y z =s  y z d x 4-  xz  d y 4-  xy  dz 
-/x_\  ^ ydx  — xdy 

\7/  y 2 


e nella  stessa  guisa 

d xx  = yxx-*dx  4-  xr  log  x dy 

d (x  4-  y V—  1 ) = d»  4-  dy  V—  1 

d e^xv7-*  « e^x*7-1  ( dx  4-  dy  l/‘—  1 ) 

Dagli  esposti  esempi  risulta  che  il  differenziare  una  som- 
ma, una  differenza,  un  prodotto,  un  quoto  di  variabili 
indipendenti  è lo  stesso  che  differenziare  una  somma , 
una  differenza  , un  prodotto  , un  quoto  di  funzioni  di 
una  sola  variabile}  le  medesime  regole  poi  sussistono  per 
gli  esponenti  tanto  a base  che  ad  esponente  variabile , 
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ed  in  generale  la  regola  che  si  era  di  già  stabilita  per 
la  differenziazione  di  una  funzione  di  funzioni  di  una 
soia  variabile  indipendente,  sussiste  per  la  differenzia- 
zione di  una  funzione  di  più  variabili  indipendenti. 

73.°  Sia  s una  funzione  di  funzioni  di  più  variabili 
indipendenti,  vale  a dire  pongasi 

t • 

8 = F ( tl,  t>,  tv  . . . ) 

ed  insieme 

ti  f(^3  y,  X ...)  , V a — . <p(x,  y,  Z ...)  , tV  — tpl'X'ì  l/i  Z...J 

si  avrà  per  la  differenza  totale  della  s 

As  = Au  ( F U'(u,  v,  tv  ...  ) 4-  I)  4-  At>  ( Fv'(u,  »,  w ...  ) 4-  H ) 

4-  Atv  ( Fw'(u,  r,  tv  ...  ) 4-  K ) 4-  • • • 


In  questa  forinola  Au,  Av , Atv  sono  le  differenze 

complete  delle  funzioni,  ti,  t>,  tv  ...  riguardo  a tutte  le 
variabili  a:,  y,  z ....  e le  quantità  I,  H,  K,  ....  devono 
svanire  per  Au  = o , Av  =»  o , Atv  =s  o,  ....  Dalla  dif- 
ferenza infinitesima  As  si  passerà  immediatamente  al 
differenziale,  quando  dividendo  il  primo,  e secondo  mem- 
bro per  l’infinitesimo  #,  e passando  ai  limiti,  si  ridetta 
alle  consuete  definizioni 


d s = lim  — , du  = lim  — , dv  = lim  — , dtv  = lim  .... 
a a « a 


ed  avremo 


ds  = Fj(u,  t>,  w ...)  du  4-  Fv'(u,  v,  w...)dt>4-  Fw'(u,  t>,  tv..)dtv4-  .. 

Ognun  vede  che  questa  formola  coincide  con  quella  ot- 
tenuta nell’antecedente  parag.  nell’ipotesi  che  u,  v,  tv...  - 
fossero  variabili  indipendenti.  Si  osservò  inoltre  che  per 
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le  v,  v,  tv,  ....  funzioni  delle  indipendenti  .r,  y,  .... 
si  ha 

du  = d.rM  -H  dyu  4-  d.u  4-...,  d®  = dx®4-dy®  4-  d.® 
dw  — dxtv  dyw  4-  d.tv  4-  . . . . 

perciò  sostituendo  questi  valori,  e ponendo  per  brevità 
Vu8  S=  F J (u,  ®,  tv  ....  ) , D vs=z  Fv'  ( v,  ®,  w ...  ) 

= Fw  (u,  ®,  tv  ...  ),  . . . 
risulterà  per  il  differenziale  della 

ds  = dx«  4-  dx®  4-  dxtv  4-  . . . , 

4-  P^s  àyu  4-  dy®  4-  Dws  dytv  4-  • • • * 

4-  Dws  d.u  4-  D^s  d.®  4*  Dws  d.tv  4*  . . , , 

Ma  dalla  diflercnziazione  delle  funzioni  di  funzioni  di 
una  sola  variabile  , e di  già  stabilita  al  parag.  37  ab-. 
biamo 

dx*  = Das  dxM  4-  dx®  4-  dxtv  4-  . . . . 
dy$  = D us  <Jyu  4-  dy®  4*  Dtv*  dytv  •+•  • • m 
d.s  «=.  D us  d.t*  4-  Dvs  d.v  4-  d.tv  4-  . . . . 

dunque  infine  per  le  funzioni  di  funzioni  riuscirà 
ds  = dxi  4-  dys  4-  d5$  4^* . • * • • 


Da  lutto  l’esposto  ne  segue  che  la  differenziazione  delle 
funzioni  composte  è soggetta  alle  medesimo  regole  della 
differeqziazione  delle  funzioni  semplici.  Supponendo  iu 


particolare  che  la  s si  riduca  ad 

■ , = F(«) 
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e per  il  simbolo  F si  prendano  successivamente  tutte 
le  diverse  forme  delle  funzioni  semplici,  otterremo  al- 
trettanti risultati  simili  a quelli  dei  parag.  33.  Lo  stesso 
accade  se  per  F(u , v , tv . . . ) si  assumano  le  diverse 
funzioni  composte,  come  già  si  è fatto  per  le  funzioni 
di  una  sola  variabile  nei  parag.  36-38:  i nuovi  risultati 
sono  del  tutto  identici  di  forma , sia  che  «,  v,  tv  . . . 
rappresentino  funzioni  di  una  sola , o di  più  variabili 
indipendenti  : noi  per  brevità  omettiamo  di  fare  questo 
nuovo  dettaglio  che  non  contiene  difficoltà  alcuna  nell’ 
esecuzione. 

74-°  La  differenziazione  delle  funzioni  a più  varia- 
bili  conduce  finalmente  alla  dimostrazione  di  un  impor- 
tante teorema  sulle  funzioni  omogenee,  e che  noi  ver- 
remo brevemente  ad  indicare. 

Quando  nel  differenziale 


di  una  funzione  omogenea  « si  sostituiscano  x,  y,  z, ... 
invece  di  dx,  dy,  dz,  . . . il  primo  membro  si  trasfor- 
merà nel  prodotto  nu,  ove  n indica  il  grado  della  fun- 
zione; ed  infatti  supponendo 


u ==/fa,  y,  x . . . ) 

una  funzione  omogenea  delle  x,  y,  z,  ....  dovrà  questa 
esser  tale  che  sostituito  tx  , ty  , tz  , .'.  . . invece  delle 
x,  y,  z ...  si  verifichi 

J\tX)  ty,  tz  ... . ) = tn  ( /(x,  y,  z . . . ) ) 
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Si  determini  ora  la  derivata  riguardo  alla  nuova  varia- 
bile ausiliare  otterremo  evidentemente 


fix{  tx,  ty,  tz  ...  ) x +ft'y  ( tx , ty,  tz  ..  ) y 
•)rf!,{tx,  ty,  tz ...  ) z . . . = y,  z . . . ) 

nella  quale  facendo  1 = 1,  diverrà 


/*'(*•  y>  z-)x  •+■//(*»  y>  * • •)  y-h/7fo  y>  *-0*  — »/!*»  y*-**J 


o ciò  che  torna  Io  stesso 


du 


du 


du 


Txx-hTyy  + d;z+'°nu 


In  questa  formola  trovasi  l’enunciato  della  proposizione. 
Così  per  esempio  nella  funzione  omogenea  del  secondo 
grado 

u — “(  Axa  4-  Bya  4-  Qz1  4-»  2Dyz  4-  2,Exz  -+»  2Fxy  ) 

44 

si  ha 

du  = (A;r4-E;H-Fy)  dx4-  (By-t-Dz-f-Fo:)  dy4*  (Cr-f-Dy-f-Er^J 
e per  conseguenza 


(A  r-f*Ez-t-rFy)  x 4-*  (By  4-,Dz4~F x)  y 4“  (C  z4^  Dy  4^E^)  z =•  2# 


come  si  vede  immediatamente  dal  valore  di  m. 
Così  anche  nella  funzione 


x 

u c=  — 

y 

di  grado  nullo  abbiamo 
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yx  — xy  q 

y2 

In  tutti  i precedenti  ragionamenti  abbiamo  supposto  le 
variabili  indipendenti  x,  y,  z ...  reali,  ma  non  sarà  dif- 
ficile di  estendere  questi  risultati  al  caso  delle  variabili 
x*  y,  z ...  e dei  differenziali  dx,  dy,  àz , ....  immagi- 
nari; mentre  entro  dati  valori  reali  od  immaginari  del- 
la x,  y,  z ...  potremo  sempre  avere 

Au  (x  -H  Ax,  y -J-  Ay,  z Az ...  ) — y (x,  y,  « ..) 

quindi  se  gli  incrementi  immaginari,  Ax,  Ay,  Az  ...  A u 
si  dividano  per  l’infinitesimo  a reale , e si  passi  ai  li- 
miti, otterremo  l’espressione  di  du  in  qualunque  ipotesi 
delle  variabili  o reali,  od  immaginarie  : lo  stesso  potrà 
succedere  nella  differenziazione  delle  funzioni  composte. 


Derivate j e differenziali  degli  ordini  superiori  delle  funzioni 
di  più  variabili.  Espressioni  simboliche  delle  medesime . 


75.°  Rimanendo  sempre  fisso  che  l’espressioni  sim- 
boliche / 

drtt,  dyw,  d tu  , . . . . 

, # * . . ’ ’ 

abbiano  a rappresentare  i differenziali  parziali  della  fun- 
zione u , riguardo  alle  variabili  x,  y , z , ...  e che  nel 
medesimo  tempo  le  derivate  parziali  del  primo  ordine 
sieno  notate  dai  rapporti 
da  ^ _ du 
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in  modo  che 


dr  = d*t<  , 
dx 


— dy  = dj,tt  , 


^7  dz  = d*u  , 


sarà  facile  nell’ipotesi  di  dx,  dy,  dz  . . . costanti  for- 
mare le  derivate  successive,  e parziali  riguardo  alle  va- 
riabili x,  y,  z ....  allora  i successivi  differenziali 

djf  diM  , dy  dyti , d.  d.u  , ..... 

. t 

si  scriveranno  in  termini  più  abbreviati  per  le  consue- 
te notazioni 

djti , d*  u , d \m  , . . . . 

ed  in  generale  per 

' r 

d"u  , d*u,  d"u , . . . . 

i differenziali  parziali  . dell’  ordine  neairao  relativi  alle 
x,  y,  z, ....  ; quindi  anche  le  derivate  parziali  del  me- 
desimo ordine  si  noteranno  per 

DIU  = (*»  y.  * ••  ).  D”u  = f;]  (x,  y,  z ...  ) 


D*m  — [xì  Vi  ^•••))«* 

Le  medesime  in  rapporti  differenziali  si  esprimeranno 


• • * * 

per 

d"w 

drttt 

d”u 

. r * 

• * 

* dx*  ’ 

dy*  ’ 

dz*  ’ 

i « - 

•t,  - ’ *. 

in  modo  da  essere 

costantemente 

« * ‘ * 

% * 

d;« = dx" , 
dx"  ’ 

• 

dnw 

d>=  dy»^. 

dnu 

d;«=4T-di" 

dz 
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Non  sono  però  queste,  le  sole  circostanze  nelle  quali  u 
possa  successivamente  differenziarsi. 

76.°  Le  derivate  parziali  sono  altrettante  funzioni 
delle  variabili  x,  y,  z,  ...  e per  conseguenza  dxw  potrà 
nella  sua  generalità  differenziarsi  riguardo  alla  y,  o z... 
come  la  dyu  riguardo  alla  x,  o z ....  Questa  successiva 
differenziazione  si  esprimerà  giusto  il  consueto  per 

dy  dx  w i dx  dy  m 

te  la  successiva  derivazione  per 

Dy  Dx*  * Dx  Dy  « 

ovvero  per 

^ . ; f-  . 

*/*)  jr  ( Ifl  * •••)  » /y»  x(  J/l  Z •••  ) 


0 finalmente  in  tertnini  differenziali 


quali  neinpotesi  di  dx,  dy,  d z,  ....  costanti  si  ridurrai^ 
no  ad 

dan  dan 

■ , ■ » — 
dx  dy  dy  d.a? 


Nella  stessa  guisa  l’espressioni 


DxD^m  = 


Dx  DyDxn 

t ; 

U . 

d3w 

dy3  dx  ’ 


dx  dy  àz 


indicano  successive  derivazioni,  o semplici,,  o ripetute  , 
e relative  alle  variabili  x,  y,  zi  .... 
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Riprendiamo  adesso  le  differenze  parziali 

&xu=f(x  -f- A x,  y,  z ...)  Sfa  y,  2 ) 

Ayu  = /fa  y -i-  A y,  z ...  ) — /(x,  y,  * ...) 

e facendo  variare  la  y nella  prima,  e la  z nella  secon- 
da, avremo 

Ay  A xu  = f(x  Ax,  y -+-  Ay,  z ...)  — y{x,  y -4-  Ay,  « ..) 

A 

--/(x  Ax  , y,  z ...)  4-/(x,  y,  *•••) 

Ajr  Ayu  —f[x  -+-  Ar,  y ■+■  Ay,  z ...)  — /*(x  -+-  Ax,  y,  z ...) 

— 'J\x>  y “H  Ay,  z ...  ) y,  z ...) 

* 

dalle  quali  si  deduce 

Ay  Ax  u =z  Ax  Ayt* 

D’altronde  rammentandoci  sempre  che 


, v ArM 
dxu  =3  lim , 

(X. 


dy«  =3  lina 


A 7u 


si  otterrà  per  un  primo  rapporto 


v 


e passando  ai  limiti,  verrà 

I r 

dy  dx  u = dx  dy  u 


come  per  le  derivate 

' » * 

Dy  D*w  = Dx  Dyw  , owero 


daM  daw 

dx  dy  dy  dx 
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Queste  ultime  formole  ci  dicono  che  è lecito  d’inverte- 
re  l’ordine  del  differenziale , e della  derivata  riguardo 
alle  variabili  x , y , z ...  ; proseguendo  questi  ragiona- 
menti per  i differenziali,  e derivate  di  un  ordine  supe- 
riore  al  secondo,  dovremo  avere  egualmente 


dx  dy  d*u  «=a  dy  d*u  «=  dj  dy  u 3 . 

dj  dy  d8«  = dx  dy  dz  d^a  = dx  dy  dx  d8  dx#  =*  . . 

* ; . ' 

dei  quali  le  corrispondenti  derivate  porgeranno 

d3u  d3u  d3« 

dx  dy  dx  dx2  du  ; dy  dx2 


d*u 


d5u 


d*u 


d5u 


dx3  dy  dz  dy  dz  dx3  dy  dx3  dz  j d x*  dy  dx  dz 
Generalizzando  infine  tutte  queste  notazioni  dedurremo 
d^  d'C  dj  ...  w=d*  di  d“  ...  wc=d'*  d*  d^ ...  u = .... 


del  quale  la  corrispondente  derivata,  darà 


D*  D”  D ; ...  u=  D"  D*  ÌD"  ...  u=D“  Dlx  ...u  « .... 


l 


E siccome  i differenziali  dxu , d™u  , d "w  , ...  sono  egua- 
li ciascuno  ad  una  nuova  funzione  delle  variabili  x,  y,  s... 
moltiplicata  per  dz1  , dy"* , dzn\  ...  così  il  differenziale 

dell’ordine  t + m+  n -+•  ....  cioè  di  d*  dj  ...  u . . . . 

sarà  eguale  ad  una  funzione  delle  medesime  x,  y,  z,  .... 
moltiplicato  per  il  prodotto  dx*  dym  dzft  ...  ossia 

di  dj  d" ...  u =s  $>  ( xy  y,  z ...  ) dx  * dy"*  dz",  . . * 
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quindi  la  derivata  dell’ordine  i + 
si  esprimerà  per 

X»  Vi  ^ •••)  1 * ■*  ~ , , . , 

# 9 ' dr*  dy7"  da"... 


della  ti 


purché  s’  intendano  eseguite  , l differenziazioni  relative 
ad  a?,  m ad  y,  ed  n a a,  ».  questa  ultima  forinola  non 
è diversa  da 


d x*  dym  da"!» 


77.°  Le  stabilite  nozioni  sulle  derivate,  e differen^ 
ziali  parziali  degli  ordini  superiori  sono  necessarie , e 
sufficienti  per  inoltrarci  nella  differenziazione  successiva, 
e totale  della  funzione  u,  e che  si  ridurrà  alla  determi- 
nazione di  d*M  , d3u , d4ù , . . . . d'lu.  Ed  infatti  ram- 
mentandoci , che  il  differenziàle  totale  di  una  funzione 
di  più  variabili  indipendenti  è sempre  eguale  alla  som- 
ma dei  differenziali  parziali,  ed  osservando  che  la  dif- 
ferenziazione dxu  , dyt< , d*u  , ....  da  origine  a nuove 
funzioni  delle  y , « . . . si  avrà  primieramente  per  il 

differenziale  secondo  totale 

d^  = dx  du  -h  dy  du  4-  dx  du  4- . • • * 

c sostituendoci  il  valore  completo  di  du* 

dau  = dx  ( dxu  4-  dyu  4-  4-  ....  ) 

4-  dy  ( d xu  4-  dyti  4 • 4- ....  ) 

4**  ds  ( dxM  4“  dytt  4"  d,«  4-  * • • • ) 

Differenziando  nel  modo  che  viene  qui  indicato  riesciréi 
con  grati  facilità 

d’u  = dau  4-  d2u  4"  d*u4-—4-2dx  dyu4-2dxd*u4-  2dyd.u4*”* 

x y 
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nella  quale  prendendo  da:,  dy,  dz  costanti  Si  può  met- 
tere anche  sotto  la  forma  delle  derivate * 


dHi  = 

daw 
d x dy 


dJu 

dx* 

dx  dy 


d*u 


dx*  ■+■  — - — dt/*  Hh 

•ni/* 


dy 

d2u 


dau 


dz* 


dx  dz 


d r dz 


i 


„ daw  j » 

2 — dy  d«Hh— 
dy  dz 


ove  però  non  possiamo  cancellare  le  potenze  di  dx,  dy, 

dz  , .....  dai*  termini  - dxa ,»...!  a meno  che  non 

di*  • - 

vengano  rimpiazzati  gli  eflcttivi  valori  di« , 

Per  la  formazione  dei  differenziale  terzo  si  avrà  egual- 
mente *:.>*» 

d 3u  = dx  d*u  -f-  dy  d*u  -f-  dg  d2#  -+-  ♦.... 


nella  quale  sostituendoci  d3w,  eseguendo  le  indicate  dif- 

t — * i*  i ^ • i -*  j 1 •- - > j || 

ferenziazioni,  e riducendo  si  troverà 


d3w  d3u-f-d3tt  -4- ..  4-  3dJ  dyu  -K  3dx  d*u  -f-  . 


. n 


In  un  modo  del  . tutto  simile  si  giunge  ài-  differenziali 
di  ordine  più  elevato , ed  esporremo  quanto  prima  un 
metodo  semplicissimo  per  ottenerti  in  tutti'  i casi  il  dif- 
ferenziale di  un  ordine  qualunque  di  una  funzione  di 
più  variabili  indipcndciili,  e basterà  per  ora  notare  che 
ai  valori  di  d2w,  d3w,  ....  riguardo  al  numero  dei  ter- 
mini, ai  coefficienti  ed  agli  esponenti  di  dx,  dy,  dz .... 
corrisponde  la  legge  del  binomio  di  Neuton.  Iq  una  fun- 
zione composta 

( : t . 


(w,  e,  tv  ...  j 


.i  i 


ed  w,  t?,  tv  ....  sono  funzioni  delle  x,  y,  z •.  si 

hà  come  già  si  è dimostrato  per  differenziale  del  primo 
ordine 


d« 


A.. 


d# 


: d a • 


\ ♦ 


m 

Venendo  ad  una  seconda  differenziazione  si  dorrà  tener 
conto  anche  della  variabilità  di  dii,  du , dw  , . . * . per 
cui 


das  das 

d3s  ess  du2  ^ dtfa  ^ 

dua  dva 


2 


da5 
da  do 


da  dv 


dt  di  , 

■—*  dm  *4-  -p  d*v  -4- 
da  dv 


La  differenziazione  di  ordine  più  elevato  si  prosegue  con 
lo  stesso  processo.  Così  dati 


j = u -J-  v , i=tu4-«l/r — 1 

» 

troveremo 

d'*  ( u -f-  v ) = d'*u  «4-  d"v 

d“  ( u 4-  v [/" — t =s  dnu  -4-  d'lv  j/- — 1 

Si  può  far  meno  di  tener  conto  della  variabilità  di  dii, 
d?),  dw  , se  u,  v,  tv  ...  . sono  funzioni  lineari 

delle  variabili  x,  y,  z . . . mentre  per 

* 

u = ax  -+•  by  -t~  cz  - 4-  ...  -4-  A 

si  ha 

daw  = a d3x  -4-  b d2y  «4*  c d2z  4*  ^ 0 

qualunque  d’altronde  sieno  le  costanti  o reali , od  im- 
maginarie. L’ipotesi  di  ti,  v,  w .«..  funzioni  lineari  del- 
le x,  y,  * ....  ci  condurrebbe  ad  estendere  per  casi  più 
generali  alcuni  risultati  ottenuti  al  parag.  43,  e che  ri- 
guardano la  differenziazione  successiva  di  un  prodotto 
di  funzioni,  ma  di  questo  parleremo  in  breve  qualun- 
que sia  la  natura  delle  medesime  funzioni  «,  v,  w ..... 

78.°  La  differenziazione  delle  funzioni  di  più  va- 
riabili indipendenti  può  riportarsi  alla  differenziazione 
delle  funzioni  di  una  sola  variabile  mediante  alcuni  ar- 
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tifizi,  che  sarà  ben  di  conoscere.  Si  rappresentino  per 
a dx  , a dy,  ad  z , . . , 

gli  incrementi  delle  variabili  x,  y,  x ed  a sia 

un  infinitesimo,  e si  consideri  la  variazione  della  fun~ 
zioue,  come  funzione  della  pc  in  modo  da  essere 

F(a)  =/(i  + a dx , y H-  «dy  , z -+-  adx 

Per  eseguire  le  derivazioni  riguardo  ad  oc  nel  secondo  , 
membro  di  questa  equazione  basterà  ricorrere  ai  meto- 
di di  già  stabiliti  al  parag.  37  per  la  differenziazione 
delle  funzioni  di  funzioni  di  una  sola  variabile,  avver- 
tendo di  più  che  le  derivate  della  medesima  riguardo 
alle  variabili 

x+adx,  y-4-ady,  x-t-adx,.  . . . 

coincidono  con  le  derivate  riguardo  alle  variabili  x,  y, 

$ ; cqsì  otterremo 

i 

F'(a)  « f*x  (x  -f-  adx  , y ■+•  ady  , z -4-  adì, ...)  dx 


(*  + adx , y -4-  ady , z + adx, ...)  dy 
^fz  ( x -1-  «dx , y -4-  ady , z adx, ...)  dx 


• { f t f • 


d’onde  ponendo  a = o si  ricaverà 

F(o)  = u , F(pc)  — F (o)  «=  Au 
quindi  dividendo  la  seconda  per  a,  e passando  ai  limiti' 

r(o)  = lira -F-(g>  ~F(o)  =lim  — = d« 

a a 
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Nella  stessa  guisa  per  la  differenziazione  successiva  si 
avrà 


F"(o)  = lim 


F'(«)  - F'(o) 
a 


A du 

= daw 

i x 


-i  i 


A d*ii 

lim  — « d3w 


ed  in  generale 


lim 


A d*’1  u 


Tal’è  uno  dei  metodi  più  semplici,  che  si  possa  imma* 
ginare  per  la  differenziazione  di  un  qualsiasi  ordine  delle 
funzioni  di  più  variabili.  Riassumendo  le  trovate  forinole, 
si  raccoglie  che  ponendo 


F(«)  =f[x  ■+■  a (Le  , y-H«dy,  z-t-acU, ...) 

» 

« =/(*>  y>  * ••••  ) 


si  ha  per  la  funzione,  c per  le  derivate 

* i * , • 

u = F(o) , du  ==  F'(o) , d2a  = F"(o) , ....  d*u  = F(n)  (o) 

♦ . 

Queste  differenti  espressioni,  con  le  quali  la  differenzia- 
zione delle  funzioni  di  più  variabili  dipende  dalla  diffe- 
renziazione delle  funzioni  di  una  sola  variabile  ci  saranno 
molto  utili  per  la  risoluzione  di  diverse  questioni  , ed 
in  particolare,  per  sviluppare  in  serie  le  funzioni  mede- 
sime secondo  le  potenze  ascendenti  di  date  variabili. 

79.°  L’analogia  fra  le  potenze,  e differenze  si  ado- 
pra  anche  utilmente  per  semplificare  in  diversi  punti  la 
differenziazione  successiva  delle  funzioni  di  più  varia- 
bili : questa  analogia  consiste  nelfassoggettare  alle  ope- 
razioni algebriche  le  caratteristiche  della  differenziazio- 
ne e derivazione  come  se  fossero  vere  quantità:  in  que- 
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sto  modo  vorremo  ad  ottenere  altrettante  espressioni 
simboliche,  le  quali  mostreranno  immediatamente  l’ope- 
razione  analitica  da  eseguirsi  sopra  la  funzione.  Un  qual- 
che  esempio  ne  abbiamo  già  dato  nei  parag.  43  e 44 
polla  differenziazione  delle  funzioni  di  una  sola  variabi- 
le, ed  ora  estenderemo  la  teoria  a più  variabili.  Ripren- 
dendo infatti  il  valore  del  differenziale  completo 

dw  = dxu  4-  dyw  -t-  d,u  4-  , . . . 

■ » < 

e considerando  lo  caratteristiche  dx  * dy , d*  . . . come 
se  fossero  vere  quantità,  otterremo  per  dw  l’espressione 
simbolica 

dw  = ( dx  4-  dy  4-  d,  4-  . , . . ) u 

Per  il  differenziale  secondo  completo  fu  trovato 

d2^  = d*w+d*w4-d2u  4-..4-2dx  dyw  4"  2dx  d,u4-2dy  d,u  4*«« 

quale  evidentemente  ritiene  si  nelle  caratteristiche  che 
nei  coefficienti  la  legge  del  quadrato  di  un  polinomio, 
quindi  il  valor  simbolico  del  differenziale  secondo  sarà 

dau  = ( dx  4*  dj  4-  d,  4-  f • • «)a  u 

A questo  risultato  possiamo  anche  giungerci  direttamen- 
te di  (Te  re  oziando  il  valore  simbolico  di  du,  c si  avrebbe 

d2u  =a  ( dx  4^  dy  4-  d.  4-  ...  ) du , 

Ovvero 

daw  = ( dx  4"  dy  4-»  dj  4*~  « • • ) ( dx 4"  dy  4-  d*  • . . )u 

le  quale  coincide  con  quella  di  già  riportata,  Proseguen- 
do questo  ragionamento  per  la  ricerca  del  differenziale 
di  un  ordine  n**»1^  qualunque,  ricaveremo  per  il  valore 

simbolico  del  medesimo 

• % 

d”M  sa  | dx  4*  dy  4*  d^  4-  • • . . )*  4 
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Le  riferite  forme  simboliche  indicano  chiaramente  Pope- 
razione  da  eseguirsi  sopra  la  funzione  w,  quando  per  gli 
esponenti  di  d* , dy  , dz  ....  s’intendano  dopo  lo  svilup- 
po ordini  di  differenziazioni. 

80.°  In  una  funzione  di  funzioni 

S ss  F ( W,  t>,  W . . . .) 

u , v , w ....  contenendo  le  variabili  indipendenti  x,  y,  z... 
si  dedusse 

dj  = dr$  •+•  dyS  + d|f  + .... 

, • 4 * k 

ovvero  per  i simboli  adottati  si  scriverà 
d$  = ( dx  -4-  dy-+-  d 

Qui  pure  generalizzando  la  formola  per  un  ordine  n 
di  differenziazione  si  avrà 

d*s  = ( dx  -h  dy  4-  da  -+•  ....)n  s 

Per  applicare  queste  diverse  forinole  ad  un  qualche 
esempio,  prendiamo 

s = uv 

otterremo  per  una  prima  differenziazione 

, d uv  = ( dx  -+•  dy  -4-  d,  ■+•  . . . ) uv 

Ora  in  forza  di  ciò  che  si  é detto  al  parag.  43  per  la 
differenziazione  dei  prodotti,  abbiamo 

dxu  v = (dx  -+-  dx)  u v , dyu  v = (dy  ■+-  dy)  u t> 

dfiuv  = ( d,  •+■  d*  ) uv  , . . . . 

sostituendo  questi  valori,  e riflettendo  che 

du  » (dx  -h  dy  -+-  dt  -f-  . . . . ) u 

de  = (dx  ■+■  dy  «+■  d,  «+■ ....;)  e 
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dedurremo  per  l’espressione  simbolica  del  differenziale 
completo  del  prodotto  uv 

d ut?  e=  ( d •+•  d ) uv 

quando  il  primo  d si  riferisca  alla  u , ed  il  secondo  al- 
la v,  o yiceversa.  Al  medesimo  risultato  si  giunge  più 
rapidamente,  coll’osscrvarc  che  qualunque  sieno  le  fun- 
zioni u,  v 

ì » 

dn»  *=  udt>  udu 

d’onde  si  otterrà  l’indicata  forma  simbolica.  Una  nuova 
differenziazione  dell’espressione  simbolica,  porge 

d*  uv  e=  (d  •+•  d)  d uv  = (d  d)  (d  -t-  d)  uv 

* * " * * 

e più  semplicemente 

d*  uv  sa  (d  -H  d)*  uv 
ed  in  generale  per  il  numero  n intero 

d’tyt?»  (d^  d)"ti t? 

i i 

Un  risultato  simile  si  estende  per  il  prodotto  di  più  fun- 
zioni, cioè 

d"  u v w ...  = (d  -H  d -4-  d H-  . . . )"  u v w . . . 

Qui  anche  dopo  lo  sviluppo  ciascuna  caratteristica  d , 
dee  riguardare  una  sola  delle  funzioni  u,  v,  w ....  Sup- 
poniamo in  un  caso  particolare 

«i  ex  } v ==/[.r,  y,  z ...  ) 

avremo  dall’ultima  trovata  formola  e dalle  analogie1  di- 
mostrate al  parag.  44  per  le  derivate  parziali  degli  or- 

12 
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dini  n,  m,  p ....  relative  alle  x,  y,  2 .... 

D”  f f(x,  y,  *...)  = (r  4-  Dx)“  o 


j.jrrH-.y.rv...  y>  , ...  ) _ (,  Dr)”U 

DP  yy  y>  f**-!*"*...  (<  D./c 


d’onde 

D?  DJ  D; ....  <f  f(Xj  y,  *...) 

* . * 

r=  tf**’*r*’i**‘*"  (r  4-  Dx)"  (a  -+•  Dy)m  (*  4-  D,)^  —JXx*  *-) 

i • , * ' * 

cd  in  generale  se  F ( r,  s,  t ...  ) sia  una  funzione  inte- 
ra delle  r,  s,  t ....  dedurremo  con  facilità 


F(DX  jDjjD,  ...)  tf**'**'**- J\x,  y,  % . . . ) 

= f*+*r+t*+™  F(r-t-Dx  xJ-t-D,.  xt-t-D,  ...)/(xJ  y,  z...) 

• 

Questa  forraola  che  avrà  luogo  quando  anche  F(r,,$,  t..) 
sia  una  funzione  razionale  si  adopra  con  molta  utilità 
per  l’integrazione  dell’equazioni  lineari  a derivate  par- 
ziali. Termineremo  di  parlare  dei  differenziali  delle  fun- 
zioni esplicite  di  più  variabili  col  richiamare  un’impor- 
tante proprietà  della  quale  deve  godere  un  differenzia- 
le dw,  onde  provenga  da  una  data  funzione  u.  Si  rap- 
presentino per  A , B C ....  le  derivate  parziali  del  pri- 
mo ordine  riguardo  alle  variabili  x,  z ...  cosicché  sia 

A =r  Dxtt  J B = DyU  J C s=a  Djtt  J . . . . 

e per  le  quali 

du  e=  Dx«  dx  4-  Dyu  dy  4-  Dtu  d*  4- .... 
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Quante  volle  sia  data  la  funzione  u dovrà  verificarsi 
Dy  D*u  = Dx  D yu  , Dx  Dsu  =»  D.D xu , Dy  Dau  = D3  Dy« ... 

ovvero  per  i valori  di  A , Bj  C .... 

DyA  =-  DxB  , DA  = DxC  , D.B  = DyC  . . ... 

Queste  equazioni,  che  servono  a conoscere  se  d u sia  un 
differenziale  esatto,  si  sogliono  chiamare  il  criterio  del 
medesimo  differenziale.  Nuove  altre  equazioni  di  condi- 
zioni , o criteri  per  distinguere  se  d“u  sia  un  differen- 
ziale esatto  debordine  n si  potrebbero  stabilire,  ma  di 
queste  parleremo  altrove,  e ci  tratteremo  piuttosto  nel- 
la differenziazione  delle  funzioni  implicite,  o dell’equa- 

f (T  « , * f ,<  « 

ziom. 

* « r : 

' '—■>>11  ■■ 

<•  ’ "l  1 * , »* 

. Differenziazione  dell' equazioni. 

il  »•  4 /•  i • * m , t * 


81.°  So  la  consueta  funzione  u delle  variabili 
xy  y,  z . . . acquista  un  valore  nullo,  o costante,  allora 
la  generica  relazione,  o'  funzione  implicita 

;r  : 

u =f[xJ  y , *...):=  C 

• 9 

è ciò  che  chiamasi  Equazione  : in  ambedue  i casi  di 
U'tss.  o , o di  ii  = G dovrà  verificarsi 

- » ■ * »’  *!  « • * *-  , ' ; 

du  = o . 

e per  conseguenza 

DxU  do;  -f.  Dyu  dy  dr  -f»  «=*  o 

0 • • • * 

la  quale  si  dirà  Equazione  differenziale  del  primo  ordine. 
Se  le  variàbili  si  riducono  a*  due,  per  cui 

o . - Vxu  de  •h  Dy*  dy  sst  o 
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indicherà  il  differenziale  della  funzione  implicita 


' y ) — e 

ove  y essendo  una  funzione  della  x si  avrà  col  porro 


AJ—y 

dx”y 


dall’equazkme  differenzialo 

-4-  Dru  y'  s=  o 

d’onde 

- D*u 

■ Dj« 

• a 4 . . * * • • • 

* ♦ • # , « 

> » « • « * • 

Ognun  Tede  come  la  derivata  della  funzione  si  esprima 
per  le  derivate  dell’  equazione.  Supponendo  che  le  va- 
riabili Xj  yj  x ...  si  riducano  a tre.,  potrà  una  di  que- 
ste., x assumersi  per  funzione  delle  altre  in  modo  che 

per  ••  -*•* 

x==f(x,y) 

SÌ  abbia  • , 

, dz=?=pd*-Hfdy  , 


pj  p , sono  le  derivate  parziali 

. ,p  = Dxz  j ?c»  Dvr  , . . 

• • | 

Sostituendo  adunque  il  valore  di  ds  nell’  equazione  dif* 
ferenziah j e raccolti  i termini  che  moltiplicano  i diffe- 
renziali dr.,  dy,  si  ricaverà  t 


( Dxu  p D,u  ) àx+fr  ( Dr«  -H  q D Mu  ) dy  = o 

Ora  \e  x j y essendo  indipendenti,  lo  saranno  altresi  i 
loro  differenziali,  e perciò  dovrà  verificarsi  separatamente 

Dxu  = o j Dyu  H-  q D,v  .=?  o 


Digitized  by  Google 


d’onde 
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D ru 


Queste  espressioni  porgono  le  derivate  parziali  della 
funzione  per  le  derivate  parziali  dell’equazione. 

82.°  La  derivazione  successiva  di  queste  equazioni,, 
o funzioni  implicite  si  prosegue  con  la  stessa  facilità: 
cosi  trattandosi  di  due  variabili.,  e supposto  per  la  fun- 

• . * * * * f 

zione  ' 


si  avrà  da  una  prima.,  e seconda  derivazione 

u'-t-Ki  y =o 

u"4-u,y  +(«/+«,./)/  + «,  yfg=  o 

d’onde  da  una  successiva  sostituzione 

% 


Quando  sieno  tre  variabili  xy  yy  % ...  si  avrà  per  il  dif- 
ferenziale secondo  dell’equazione  nell’ipotesi  di  do?,  d y 

A 

costanti 


4-  2DX  D,u  dar  db  4-  2Dy  D zu  dy  dz  4-  D tu  d2z  = o 


gersi  oltre  il  valore  di  dz  determinato  nel  parag.  ante- 


« =J\  xj  y ) = c 

e per  le  derivate 

D"u  = uW  , D;  = «(rt)  D”  D* 


y = 


9 


(u"  Ut 2 — 2 Ui  u «,4-«n  u'a) 
— - 


DJu  dar*  4-  D * u dy*  4-  D*u  dz*  4-  2D,  Dyu  dar  dy 


alla  quale  per  l’indipendenza  delle  xy  y dovrà  congiun- 


\ 


I 
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cedente  anche 

d ’z  =s  r dx*  4-  tày 2 4-  2s  dx  dy 
ove 

r = D£z,  *=DJx.,  *=DxDyz 

Con  la  sostituzione  di  questi  valori  il  differenziale  com- 
pleto di  second’ordine  daw  = o risulterà  di  tre  sistemi 
di  termini  moltiplicati  per  dx2.,  dy2 , dx  dy  j ciascuno 
dei  quali  per  l’indipendenza  di  dx.,  dy  darà  luogo  se- 
paratamente a tre  equazioni  a differenze  parziali  del  se- 
condo ordine 


D*u  4-  p2  D]u  4-  2p  Dx  D,  u 4-  r D xu  = o 
D’u  4-  q2  D*u  4-  2q  Dy  D,u  4-  t D,u  = o 


pq  D*u  4-  Dx  Dyu  4-  q Dx  D,u  4-p  Dy  D*u  4-  * Dxu  *=  o 

Con  la  stessa  regola  si  giungerebbe  ad  equazioni  a dif- 
ferenze parziali  del  terzo  ordine.  Queste  equazioni  ser- 
vono per  eliminare  un  certo  numero  di  costanti  che  si 
contengono  in  una  data  equazione  finita.  Così  per  esem- 
pio data  per  u = o l’equazione  finita  del  primo  ordine 


avremo 


DxU 


OvC+^  + C — z = 0 

, Dyw  —bj  D,t«—  — • 1 


e le  due  equazioni  a derivate  parziali  del  primo  ordi- 
ne ottenute  alla  fine  del  parag.  antecedente  forniscono 


ossia 


a — p =»  0 b — q = o 

a=>p  j b*=q 
d’onde  risulterà  l’equazione  finita 


i 


2>x  4-  4-  c — z ~ 0 
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priva  delle  due  costanti  a,  b.  Riguardo  al  numero  del- 
le costanti  da  eliminarsi  sarà  bene  notare  , che  se  tre 
sieno  le  variabili  x,  y,  z vincolate  da  una  equazione  , 
o funzione  implicita  , avremo  due  equazioni  a derivate 
parziali  del  primo  ordine.,  tre  del  secondo.,  quattro  del 
terzo,  ed  in  generale  n -+-  1 dell’  ordine  ne8,mo , cosic- 
ché il  numero  totale  dell’  equazioni  a derivate  parziali 
sarà  evidentemente  la  somma  dei  numeri  naturali 

(n  -f-  1 ) ( n -f-  2 ) 

2 ■+•  3 «+■  4 + 5 — = " ~ * " - • — — 1 

2 


e per  conseguenza  dall’equazione  finita  data,  e dalle  to- 
tali equazioni  a derivale  parziali  si  potranno  eliminare 

( n — J—  1 ) ( n — t—  2)  , ,,  , 

1 costanti  , e risulterà  quindi  un 

, 2 


equazione  a derivate  parziali  dell’ordine  ne8Ìmo,  c priva 
dell’  indicato  nnmero  di  costanti.  Se  le  variabili  sono 
quattro,  otterremo  tre  equazioni  a derivate  parziali  del 
primo  ordine,  sei  del  secondo,  dieci  del  terzo,  quindi- 
ci del  quarto  ....  quali  essendo  i numeri  triangolari,  si 

avranno  per  il  termine  generale  dei  medesimi  ~ 


equazioni  a derivate  parziali  debordine  ncaimo,  e quin- 
di la  somma  totale 


3 6 — f-  1 0 *4“**  ■+ 


(w-4-1)  (n-f-2)  (n-f-1)  (/?-f-2)  (n-t-3) 


1 .2 


1.2.3 


dunque  si  potrà  arrivare  ad  una  equazione  a derivate 

parziali,  c debordine  ne«rao  dalle  quali  sieno  state  eli— 

. «(»  + 1)(n+2)(ft  + 3) 

minate 1 costanti.  In  ge- 

1.2.3  6 


nerale  data  un’equazione  fra  m variabili  si  potrà  sem- 
pre formare  un’equazione  a derivate  parziali  ddfordi- 
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dc  la  quale  risulti  dall'eliminazione  di 

I 

(n  + 1 ) (tt  4-  2)  (n  4*  3) . . . . ( w •4-*  tn  — 1 ) 
1.2.3.  . . m — 1 

costanti  contenute  in  altrettante  equazioni. 

83.°  Inequazioni  a derivate  parziali  si  adoprano  an- 
che utilmente  per  l’eliminazione  delle  funzioni  arbitra- 
rie. Supponiamo  infatti 

“ =/(  = » 

c sia 

»■  = ?(»)  = X (*>  y ) ■»  z = f(*>y) 

avremo  per  1’  equazione  u = o e per  le  due  funzioni 

Dxu  da:  4-  Dyu  dy  4-  D,u  dz  4-  Dru  dr  = o 

dr  = Dxr  cLr  -f-  D / dy  , dz  = p dx  4-  q dy 

Eliminati  i valori  di  dr,  dz  dairequazione  differenziale 
per  mezzo  della  sostituzione  risulteranno  per  l’ indipen- 
denti di  dx,  dz  le  due  equazioni 

Dru  Dxr  4-  Dxw  4-  p D.u  = o 

Dru  Dyr  4-  Dyw  4-  q Dsu  e=  o 
ove  sostituendo 

D,r  = <p(v)  Dxv  j Dyr  = <p(v)  Dyw 

si  trasformeranno  in 

<p\v)  Dru  Dxv  4-  Dxtt  4-  p D£u  = o 
9'(t)  Drn  Dyt?  4-  Dyu  4-  q D,u  e=  o 

In  queste  due  equazioni  trovasi  ancora  nelle  derivate 
parziali  Dxu  j Dyu  à la  funzione  arbitraria  ©( v)  per 
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cui  con  la  u = o si  eliminerà  dalle  medesime  la  <p(v)  j 
ed  in  seguito  l’altra  p'(i>)  Dru  : si  giungerà  così  ad  un’ 
equazione  a derivate  parziali  del  primo  ordino  priva  di 
arbitraria  funzione.  Nell’ipotesi  che  fra  le  due  funzioni 

u «=  $ (xj  yj  z) , v = x (Xj  yj  z ) 

sussista  la  relazione 

« 

“=?(  ®>  ■ 

e ritenendo  sempre  che 

* = y ) 

Sarà  facile  l’eliminazione  dell’arbitraria  funzione  <p.  Dif- 
ferenziando parzialmente  le  u,  v riguardo  ad  a?,  y si  ot- 
tiene 

DxU  4-  p D,u  = p'(c)  (D,v  4-  p D,t>  ) 

D yu  4-  q Dzu  = <p'(v)  (Dyu  4-  q D,v  ) 

i 

Dividendo  la  prima  per  la  seconda,  riducendo  al  mede- 
simo denominatore,  e ponendo  per  brevità 


R = DxU  Dru  — Dxv  Dyw  , P *=  Dgi>  Dyu  — Dyt>  Dgti 


risulterà 


Q = Dx»  Dau  — Dxu  D,» 


Pp  4-  Oq  = R 


Quest’equazione  a derivate  parziali  del  primo  ordine,  e 
priva  della  funzione  arbitraria  s’incontra  nelle  applica- 
zioni del  calcolo  infinitesimale  alla  geometria.  Così  nel 
caso  di 


si  troverà 


e 


P 
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d'onde 

px  4-  qy  = o 

Che  se  fosse  dato 

u t=  z , v = x2  -1-  y2 , e z e=  f (x2  4-  ya) 
allora 

P e=  — 2y,  Q «=»  2x,  R = o 

d’onde  yerrà  1’  equazione  a derivate  parziali  del  primo 
ordine 

p y — qx  =zo 

84.°  L’eliminazione  delle  funzioni  arbitrarie  si  reo- 

« 

de  più  laboriosa,  aumentandone  il  numero.  Per  mostrar- 
ne un  qualche  esempio  sia 

* e=s  xp(tt)  4-  <p(v) 

e v funzione  delle  x,  y.  Prendendo  le  derivale  parziali 
riguardo  ad  x,  ed  y > otteniamo  secondo  le  consuete  de- 
nominazioni 

p = ?(t>)  4-  xp'(t')  Dxt  4-  <p'(v)  Dxv 
q = xp'(u)  Dyn  4-  <p'(v)  Dyt; 

Moltiplicandole  respettivamente  per  le  derivate  Drt,  D^r, 
e sottraendolo,  svaniranno  le  cp(v)  (f(v),  e si  avrà 

p Dyv  — q Dxt?  = p( v)  Dyv 

Proseguendo  le  derivazioni  parziali  riguardo  ad  x,  cd  y, 
e ponendo  sempre 

r =s  DJ*  , i = Dx  Dys  , t = V*,z 
si  ricaverà 

rDyv  4- pDxDyt?  — *Dxt>  — qDlo  = o(r)  DxDrv  4-  9 (t?)  Dj5 
pD’t?  4-  sDy»  — <?DxD  v — t Dxt>  = o(r)  D*t>  4-  ©'(«)  (Dyf)* 
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Per  eseguire  più  speditamente  F eliminazione  delle  due 
funzioni  (p(v)  , <p(v)  si  rappresentino  i primi  membri  di 
queste  due  ultime  equazioni  per  M,  N,  e moltiplicando 
la  prima  per  Dyi> , e la  seconda  per  , e sottraen- 
dole  avremo 


M Dyv  — N D*t>  <p(y)  ( Dyt> . Dx  Dyi>  — Dxt>  (Dyv)2  ) 


D'altronde  dalla  prima  equazione  a derivate  parziali  si 
ricava 


P DyP  ~~  q DxU 

bjU 


dunque  finalmente 


(MDyt; — NDxt?)  Dyr  = ( pDyv  — qDxv)  (Dyt>  DaDyv — Dxr(Dyt')a  ) 

Tal’è  l’equazione  a derivate  parziali  del  second’ordine , 
non  lineare,  priva  delle  due  funzioni  arbitrarie  <p(v),  ip(v) 
che  si  contenevano  nell’  equazione  finita.  In  alcuni  casi 
un  semplice  paragone  delle  derivate  di  diversi  ordini 
basta  per  eliminare  le  funzioni  arbitrarie. 

Data  per  esempio 

:=:f0(x+b)  + f,(y  — kx  ) 
cd  eseguite  due  derivazioni  parziali,  risulterà 


DJ*  = k 3 ( f''(y  4-  kx)  4-  f"t(y  — kx)  ) 


D ]z  =f£(  y 4-  kx  ) 4-  f'  (y  — kx  ) 
dalle  quali  viene  l’equazione 

DJ * = k2  DJ* 

la  quale  s’  incontra  in  differenti  questioni  interessanti 
della  fisica  Matematica  , ed  in  particolare  sulla  vibra- 
zione di  una  corda  sonora. 


« «•> 
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Più  generalmente  data  l’equazione 

* 

* = A ? M — 4 ?»  ■+■  4 fw  — 4-  w 

y - * y y y 

ove  per  brevità 

Mcsy+ll,  p=3j/  — A-x 

ed  9' , <//  sono  le  derivate  da  9,  <J/.  Da  una  prima  de- 
rivazione si  ottiene 

dxz=iL(  ?»  4-  ii»  p"(u)  -+-  «n»)  > 

j/  y 

Drj  ==  — ( ?»  — f (i>)  ) — -7  ( ?'»  — ) 

y y 

, — ^ (?(«)  — #>)  ) 

J 

< 

Proseguendo  le  derivazioni  parziali  avremo  con  la  stessa 
facilità  * 

Dì*  = ^-(  ?'»  — <i»  ) — — ( ?»  — ♦"'(*)  ) 
y y 

A 

»;*  = - ( ?»  - *»  ) — ( ?"»  - *»  > 

y y 

— -j  ( ?» — f c»)  )-*-—(  ?'» — fM  ) 


Formando  ora  Tespressioni 


^ ( ?(**)  — H°)  ) 


2 2 Jg 

— Dy5  . , e sommate  con  D^x 

y 


ricaveremo 


s 4-  — VyZ  — ^ = -i  ( ?»  — f»  ) — * 

y y*  y - y 
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Ora  il  secondo  membro  moltiplicato  per  verrà  eguale 

a • ^ 

precisamente  a D^z,  dunque  in  fine 


: t 


D u = »(  D*  * + - D,*  - 24)  ;"0i',f'is 

\ y y2  / >n: iva 


Quest’  equazione  a derivate  parziali  del  second’  ordine 
s’incontra  nella  teoria  del  suono  e serve  a determinare 
le  vibrazioni  dell’aria  in  un  tubo  conico. 

85.°  Nel  porre  termine  alla  differenziazione  dell’ 
equazioni,  sarà  molto  utile  di  fare  una  qualche  rifles- 
sione sulla  differenza,  che  passa  fra  l’eliminazione  delle 
costanti,  c l’eliminazione  delle  funzioni.  Nell’  eliminare 
le  funzioni  per  mezzo  dell’cquazioni  differenziali  ò evi- 
dente , che  si  dà  origine  a nuove  funzioni  arbitrarie 
<p  , <p"  , ....  <1/  , <//' , ...  . che  sono  le  derivale  da 
y , {jj  , . . . dunque  per  l’eliminazione  delle  funzioni  si 
richiederà  un  maggior  numero  di  equazioni  di  quelle  , 

che  si  richiedono  per  l’elimmazionc  delle  costanti:  sup- 

• • • 

ponendo  pertanto  m il  numero  delle  variabili  a;,  y,  z... 

e [x  il  numero  delle  funzioni  verranno  ad 

ottenersi  per  la  successiva  derivazione,  le  nuove  funzio- 
ni arbitrarie  (p  , tp  , , •••«  y , (p  , ^ cosicché 

trovando  n equazioni  a derivate  parziali,  il  total  nume- 
ro delle  funzioni  corrisponderà  evidentemente  al  pro- 
dotto jx  ( n 1 ) d’altronde  tutto  il  numero  dell’equa- 
zioni  differenziali  è 

( n 1 ) ( w — f-  2 ) ( ti  -4—  3 ) * • . (n  — J—  m — 1 ) 


1 . 2 . 3 . . . m — 1 


dunque  da  tutte  queste  equazioni  si  potrà  dedurre  un’ 
equazione  a derivate  parziali  dell’ordine  n , e priva  di 
funzioni  arbitrarie  quante  volte  si  verifichi 

/ . 1)(»-b2)(jH-3) (»  + w-  1) 

u n -fr-  1 ) < — — 

Vv  1 ,2.3,.»*— -1 


jr 


$ 


L 
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Così  per  le  tre  variabili  jc,  y,  2,  o per  m=3  si  avrà 

ti  l 2 

{A  < , ovvero  1 n 1 > 2 p.  — 1 ; le  differen- 

2 

ziazioni  si  avranno  ad  eseguire  fino  all’ordine  2 rx  — 1 : 
ammettendo  due  funzioni  arbitrarie  ossia  p.=  2,  conver- 
rebbe differenziare  tre  volte  per  poter  eliminare  le  fun- 

r » • • * 

zioni.  Questo  però  incontra  una  qualche  eccezione  se  si 
rifletta  che  in  alcuni  casi  più  funzioni  arbitrarie  svani- 
scono simultaneamente,  allora  la  differenziazione  potreb- 
be esser  sufficiente  fino  aH’ordiné  2 p — « 2. 

Tanto  si  verifica  nella  formola 

* « ♦ • 

* • * * • 

«■ 

ed  in  qualcun’altra  che  abbiamo  riportata  , ove  si  pre- 
sentava una  particolar  disposizione  delle  funzioni  : del 
resto  nella  generalità  il  numero  p delle  funzioni  deve 
verificare  la  condizione  di  sopra  accennata,  vale  a dire 


(n  — f-  2)  (n  — f—  3)  • • • (n  — H m — ~ 1 ) 
* ,1.  2.  3. . . m — 1 


« \ % 

Sul  cangiamento  di  variabili  nei  differenziali , e derivate 
di  un  ordine  qualunque  delle  funzioni  di  più  variabili i 
t stille  funzioni  differenziali  alternate . 


86.°  Diverse  interessanti  questioni  di  Meccanica  ra- 
zionale, e di  fisica  Matematica  conducono  a certe  equa- 

« « « 

zioni  a derivate  parziali , nelle  quali  la  variabile  prin- 
cipale u è funzione  di  quattro  variabili  indipendenti  che 
si  ridurranno  a tre  coordinate  rettilinee,  ed  al  tempo  t. 
Ora  per  giungere  alla  determinazione  di  questa  funzio- 
ne principale  u la  quale  soddisfi  nel  medesimo  tempo 
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all’  equazione  data , e per  qualche  valore  particolare 
delle  variabili  indipendenti  a condizioni  date,  si  rende 
indispensabile  una  trasformazione  di  coordinate  in  altri 
sistemi  di  coordinate  con  le  quali  possa  più  facilmente 
aversi  la  spiegazione  dei  fenomeni.  Avuto  riguardo  all’ 
utilità  che  presenta  questo  cangiamento,  crediamo  di  do* 
verci  fermare  per  un  poco  mostrandone  qualche  appli- 
cazione ad  alcuni  casi  particolari. 

87.°  Data  pertanto  la  consueta  funzione 

«*=/(*»  y,  2 - ) 

supporremo  che  le  a?,  y,  z ....  sieno  funzioni  di  altre 
variabili  r,  p,  y ....  in  numero  eguali  alle  precedenti;  si 
domandano  i differenziali  du  , dau , d3u  , . . . e quin~ 

di  le  derivate  Dxw  , D jjw , D*u , . . . * espressi  per  i 

differenziali,  e derivate  parziali  dei  diversi  ordini  rela- 
tivi alle  nuove  variabili  r,  p,  q .....  La  risoluzione 
della  questione  si  presenta  naturalmente,  qualora  si  os- 
servi , che  le  r,  p,  y,  dovranno  essere  reciproca- 

mente funzioni  delle  x,  y,  z ...  in  modo  da  porre 

« 

t = <p(xy  y,  z ...  ) , p = <^(x,  y*  z ...  ) , q = ^x,  y,  *•••)» 


In  questa  guisa  la  u,  diverrà  in  generale  funzione  delle 
nuove  variabili  r,  p,  y,  cosicché  porremo 

u = F(r,  p,  y,  ....  ) 

Ciò  posto  da  una  prima  differenziazione  dei  due  valori 
della  u,  otteniamo 

d u c ss  Dx«  dx  -+-  Dyu  dy  -H  Dzu  dz  -+-...  . 
d u =s  Dru  dr  Y)pu  d p 4-  D 9u  dy  -H  • • • • 
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Per  rendere  identici  i secondi  membri  di  queste  due 
equazioni , e dedurne  quindi  i valori  delle  derivate 
Dxw,  Dyw,  Dsw,...  in  funzione  delle  nuove  Drw,  D 9u,.~ 

basterà  differenziare  lo  r,  p,  q . . . sostituirle  nella  se- 
conda espressione  di  dw,  ed  eseguire  un  confronto  con 
la  prima,  e si  avrà  primieramente 

dr  =»  Dxr  dx  ■+•  Dyr  d y -f-  D jr  d z -f-  . . . . 

d p = D.rp  dx  -f-  Dyp  dy  H-  D ,p  di  -+•  . . . . 

d q = D xq  dx  •+-  Dy7  dy  -+-  D5?  dx  -h  . . . . 


Facendo  adunque  l’ indicata  sostituzione  e paragone , 
avremo  con  facilità 

Dxu  = Pru  Dxr  -+-  D^u  Dxp  ■+-  Dv«  Dx7  .... 

DyU  = a Dru  Dyr  ■+■  D^u  Dyp  + Dr7  ■+• 

D,t(  = Dru  Dtr  + Dj)  «+■  D^u  •+»  


Nei  secondi  membri  le  derivate  parziali  Dxr , Dxp , ... 
sono  nuove  funzioni  delle  variabili  r,  p,  q . . . . infine 
della  sola  eliminazione  si  potrebbero  ottenere  le  deriva- 
te Dru , D^u , D^u  , ...  in  funzione  di  Dxu,  Dyw,  Dxu, 

purché  si  considerino  le  x , y , s funzioni  delle 

r,  p,  q ....  Per  mostrare  una  qualche  applicazione,  sup- 
poniamo le  variabili  x,  y,  z ....  ridotte  a tre  coordinate 

ortogonali,  e le  r,  p,  q a tre  coordinate  polari , e 

congiunte  fra  di  loro  per  mezzo  delle  cognite  formolo 

i = r cos  p , y e=  r scn  p cos  q , 1 = r sen  p sen  7 


1 
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x 


l/*34-ya  4-  *3 


. tang  1 = - 

d’onde  i tre  valori  espliciti  delle  r,  p,  y,  cioè 


r =3  J/a:a  4-  ya  4-  z* , p = are  cos 


x 


jAra 


y 5=  are  tang — 

y 

Ora  da  una  derivazione  parziale  delle  r,  p,  y riguardo 
a ciascuna  delle  x , y,  z,  e da  una  sostituzione  dei  va- 
lori di  x , y,  z si  trova 

Dxr  = cos  p y D^r  = sen  p cos  y , D,r  = sen  p sen  y 

• * » • 

_ sen  p . : cos  p cos  y cos  p sen  y 

DxP  -i,  D,p=  —4 — - , Dtp  = C 

r ...  r r 

sen  q cos  q * 

D*?=°>  D,?  = — — — ,D,7  = V- 

• r sen  p . r sen  p 

« 

e sostituiti  nelle  formole  generali  sarà 


BxW  » cos  p Dru  — 


sen  P D pu 


cos  p cos  q n sen  q n « 
Dyu  «=»  sen  p cos  q Dru  H £ 1-  L.ly< 

• r r sen  p 

« 

D cos  p sen  y t\  „ cos  y n .. 

tu  c=  sen  p sen  y Dru  4-  — £ I -4-  LUyu 

* r rsenp 

Qui  pure  eliminando  le  r,  p,  y si  otterrebbero  le  deri- 
vate Dru,  D^u,  D^u  in  funzione  di  Drti,  Dyu,  D,w. 

88.°  Proseguendo  le  differenziazioni,  e derivazioni 
successive,  avremo  per  il  differenziale  secondo  totale  di  u 
relativo  alle  variabili  a?,  y,  z . . . la  forma  simbolica 


da4  = ( dx  Dx  4-  dy  4-  d z D.  4-  )3« 


13 
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considerando  poi  la  u funzione  delle  p,  q,  r dipendenti 
dalle  x,  y,  z . . . , sarà  per  la  variabilità  di  dr,  dp,  d q 

daw  = ( dr  Dr  4-  dp  4-  dy  Dy  4-  . . • )a« 

4-  ( d*r  Dr-+-  d2p  Dp  4-  d2y  Dy  4- . . . )u 

D’altronde  i differenziali  secondi  di  r,  p,  y . . . daranno 
egualmente 

d2r  «=  ( dx  Dx  4-  dy  Dy  4-  dz  Dz . . . . )*r 
d2p  = ( dx  Dx  4-  dy  Dy  4-  dz  D*  . . . )*p 
d2y  = ( dx  Dx  4-  dy  Dy  4“  dz  Ds . . • )2y 

. ■ • • t • • 

• • • • w 

Facendo  adunque  la  sostituzione  di  questi  valori  nel  se- 
condo membro  di  d*u,  eseguendo  tutti  gli  indicati  svi- 
luppi simbolici,  e paragonando  i termini,  affetti  dalle 
medesime  potenze  di  dx,  dy,  dz  . . . nel  primo  valore 
di  d2u,  ricaveremo  tutte  le  derivate  del  second’  ordine 

D2u,  . . . espresse  per  le  nuove  derivate  D*u , . . . Qui 

pure  una  prima  parte  di  queste  espressioni  si  porrà  sot- 
to l’indicata  forma  simbolica,  ed  avremo 

D > = ( Dxr  Dr  4-  Dxp  4-  Dxy  Dy  4-  . . . )*u 

\ * 

■+•  (DJr  Dr  +•  KP  D,  + Kl  D«, + •••)“ 

D’tt  «=  ( Dyr  Dr  -f-  D,p  -t-  Dry  D?  H;  . . . )!« 

H-  ( D’r  Dr  D^p  D,  -+-  D* q D?  -i )u 

, D»  < = ( Dsr  Dr  D,p  D,  -*■  D,f  D?  ■+- . . . )>u 

-+-  ( D’r  Dr  •+•  Dlp  4-  D?  )u 

# 
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Questi  valori  si  sarebbero  anche  ottenuti  immediatamen- 
te dalla  seconda  forinola  di  questo  parag.  col  mutare  i 

differenziali  totali  d*u,  dr, . . . d*r, . . . nelle  derivate 

. • » 

parziali  D*u , . . . Dxr , . . . D*r  , . . . 

Il  medesimo  confronto  poi  delle  due  espressioni  di  d*u, 
porge  ancora  le  derivate  successive  Dx  Dyw, ...  e si  ri- 
caverà 

Dx  Dyu  obb  D’u  Dxr  Dyr  •+•  D^u  Dxp  D yp  4-  DJm  D yq  4--  - . 

4-  Dr  D pu  ( Dxr  Dyp  4-  Dyr  Dxp  ) 

4-  Dr  D^u  ( Dxr.D^  4-  Dxf  ) 

■+■  Dp  Dy«  ( D xp  D,q  -t-  D,p  X)xq  ) 

Dx  D/  -+•  Dp«  Dx  Drp  -t-  D?u  Dx  D;y  ■+• 

e così  per  le  altre  da  un  semplice  cangiamento  delle 
xy  y,  in  Xy  Zy  ed  y,  z . . . 

Ritenendo  che  le  xy  y,  x,  sieno  tre  coordinate  orto- 
gonali, ed  r,  p,  q . . . tre  coordinate  polari,  si  ricaverà 
da  una  successiva  derivazione  delle  Dxr,  ...  di  già  ot- 
tenute neirantecedenle  parag. 


sen*p  cos*  p 4-  sen*  p sen*  q 

r 9 y r 

cos*  p 4-  sen*  p cos*  q 


a , 2 sen  p cos  p a cos  p ( sen*  q — 2 cos*y  sen*/>  ) 

V*P  » VjP  = 


D \p 


r*  " r*sen  p 

cos  p ( cos*y  — 2 sen*p  scn*y  ) 


r*sen  p 


2scn  q cos  q 2 2 sen  q cos  q 

“O,  Djf  = - — ■■ , nlq  = — 2 ■ 


r*scn*p 


r*sen*p 
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Nella  stessa  guisa  si  ha 


. son  p cos  p cos  q _ ^ 
D,D yr  = - -,  D,D,r 


sen  p cospsenf 


^ _ .sena»  sen  q cos  q 

Dy  D,r  = , D*Dyp 


cos?  cos2p 
ra 


sen  acos2»  cos  p sen  q cos  q (1  — f-2seny 

Dx  D ,p  ^ S DyDap=- — 

. f*  ' f,  j r r*sen  p 

- _ _ COSaff 

Dx  Dy?  = o , Dx  D zq  = o , Dy  Dj?  = fiscn2p 

Noi  per  brevità  ci  dispenseremo  di  trascrivere  le  es- 
pressioni D*u,  . . . Dx  Dyu,  , . . che  si  otterrebbero  do- 
po la  sostituzione  di  queste  derivate  parziali  . . . D^r,  • • • 

, • .}.  < . • • 

D r Dyr , . . . Nello  stesso  modo  si  proseguono  le  differen- 
ziazioni, e derivazioni  terze,  quarte.  . . L’uso  principale 
di  questi  cangiamenti  di  variabili,  si  trova  per  l’inte- 
grazione dcll’equazioni  a derivate  parziali.  Spesse  Tolte 
nelle  applicazioni  dell’analisi  alla  Fisica  Matematica,  con- 
viene sostituire  alle  coordinate  rettilinee  x,  y,  z, ...  delle 
altre  coordinate,  che  i geometri  chiamano  curvilinee ; ma 
per  queste  diverse  trasformazioni  si  possono  consultare 
in  particolare  diverse  interessanti  Memorie  del  sig*  Lamé 
inserite  nel  24°  fascicolo  del  giornale  della  scuola  poli- 
tecnica, e nel  tomo  2°,  c 4°  del  giornale  di  Matematica 
del  sig.  Llouville,  . ♦ . ove  si  fa  uso  anche  di  queste  tras- 
formazioni per  determinare  certi  integrali  definiti  du- 
plicati, e triplicati. 

89.°  Se  una  funzione  differenziale  di  più  variabili 
cangia  di  segno  conservando  vicino  al  segno  il  medesi- 
mo valore,  mentre  si  cangiano  fra  di  loro  due  qualun- 
que delle  variabili  che  racchiude,  allora  si  chiama  que- 
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$ta  una  funzione  differenziale  alternata.  Fra  le  funzioni  di 
questa  specie  noi, sceglieremo  quelle  che  si  chiamano  ri- 
gufanti  e che  s'incontrano  nel  cangiamento  di  variabili 
eseguito  sui  differenziali  delle  funzioni.  • \ v„ 

Ritenendo  pertanto  per  X,  y , z • ...  le  n variabili. in- 
dipendenti, e per  r,  />,  q . . . altre  n variabili  congiunte 
alle  prime  per  n equazioni  date.,  noi  potremo  conside- 
rare le  r,  p,  q ...  come  funzioni  delle  variabili  indi- 
pendenti  a?,  y,  x ...  e calcolare  sotto  quest'ipotesi  le  de- 
rivate del  primo  ordine,  che  racchiudono  i diversi  ter- 
mini del  tablò 


tixpy 

toyP  5 

D .p 

à,  * 1 

D*y  , 

VyU 

iA=t=18 . , 

y • • • 

D xr  , 

D yT  , 

;u3’7!ib  saoMl 

D,r  , . . . . 

• • ** 

BftU  fc'.C 

rfitfrhr 

• ♦ # 

ih  sfótti  no 

Ciò  posto  se  si  formi  il  prodotto 

• . * , i , 

' * * l 

‘ Dxp  D.r ....  . . 

con  i diversi  termini  che  porge  una  delle  diagonali  del 
tablò,  e si  faccia  uso  come  fa  il  sig.  Cauchy  della  no- 
tazione ’ • 

S [ zi:  D,rp , J),f  D*r  . ; .] 

per  indicare  la  somma  fatta  dal  prodotto  parziale 
, lXr pDry  D.r  ...  e da  tutti  quei  nei  quali  si  trasforma  quan- 
do si  cangiano  fra  di  loro  una,  o più  volte  di  seguito 
le  variabili  x,  y,  z . . . prese  a due,  a due  e cangian- 
do ciascuna  volta  il  segno  del  prodotto  ottenuto,  allora 
^indicata  espressione  si  chiamerà  la  risultante  dei  termi- 
ni compresi  nel  tablò,  e diverrà  evidentemente  una  fun- 

» . n ' * , I * * ' • * 

zione  differenziale  alternata , rapporto  alle  variabili 
x,  y,  z...  Per  dedurre  poi  gli  uni  dagli  altri  i diversi  ter- 
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mini  di  questa  risultante,  basterà  di  cangiar  fra  di  lo-* 
ro,  e le  variabili  x,  \j,  z . . . o le  funzioni  p,  7,  r . . • 
Nella  stessa  guisa  considerando  le  or,  y,  z . . . come  fun- 
zioni delle  variabili  p,  y,  r . . . , la  risultante  formata 
con  i diversi  termini  del  tablò 


> D^x  « • • • 

^pU  j . 

D^z  j j Drz  , . . . 

e rappresentata  per  la  notazione 

S [ db  Dpx  Vfl  Drz  . . . 3 

sarà  una  funzione  differenziale  alternata  rapporto  alle 
variabili  p,  7,  r . . . 

Sarà  ora  facile  di  scuoprire  una  bella  relazione  che 
passa  fra  le  due  indicate  risultanti  : infatti  per  i diffe- 
renziali di  primo  ordine  delle  p,  7,  r . . . considerate 
come  funzioni  delle  x,  y,  z . . . abbiamo 

dp  = Dxp  dz  -+-  Dyp  dy  -f*  Dxp  dz  Hh  »... 

* » f 9 

dy  =s  D^7  dar  -f-  dy  -1-  Dxy  dz  -H  • • • • 


dr  bs  Dxr  dar  ■+•  Dyr  dy  •+•  Dxr  dz  . 


dalle  quali  eliminando  successivamente  dar,  dy,  dz  . . % 
ricaviamo  dei  risultati  della  forma 


• « 


ove  come  si  conosce  dalla  risoluzione  dell9  equazioni  di 
primo  grado 

K = S [ dz  D xp  Dry  D,r  . . .3 
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similmente  considerando  le  a:,  y,  z . . . come  funzioni 
delle  p,  g,  r . . . avremo 

dx  = D^r  d p -f-  D^x  dy  -4-  D,x  dr  -4- . . . . 
dy  ==  dp  -+-  D^y  dy  -f-  Dry  dr  -*-...  . 

di  = D pz  d p D^z  dy  •+-  Drz  dr  •+-  • • • • 

4 

Queste  pure  risolute  riguardo  a d p,  d q,  dr,  porgeranno 

X,  • Y, 

K,  ’ q K, 

óve 

K,  = S [±  Dpx  D9y  Drz . . . 3 

. • • . « # 

Ma  dalla  risoluzione  dcll’equazioni  determinate  si  cono- 
sce che  se  n variabili  x,  y,  z . . . sono  congiunte  ad  al- 
tre n variabili  p,  y,  r . . . per  n equazioni  lineari  e sup- 
ponendo le  une  espresse  in  funzione  lineari  delle  altre, 

e reciprocamente,  le  due  risultanti  formate  con  i coeflì- 

> * * 

cienti  che  racchiuderanno  queste  funzioni  lineari  nelle 
due  ipotesi,  offriranno  un  prodotto  eguale  all’unità;  que- 
sta proposizione  ci  porta  subito  a stabilire 

KKg  = 1 

ovvero 

- ' S £ -±:  D xp  D yy  D,r . . 3 . S £ D^x  D^y  Dr?  . ; 3 = 1 

• i 

i ■ * * * , : 

.Questa  formola  trovasi  in  una  Memoria  del  sig.  Jacobi 
inserita  nel  tom.  22  del  giornale  del  sig.  Creile  1841 
pag.  337.  Non  solo  poi  queste  due  risultanti  porgono  un 
prodotto  eguale  all’unità,  ma-  ciascuna  di  esse  si  può  es- 
primere anche  per  il  rapporto  di  due  altre:  ma  per  que- 

* % 

sta  nuova  relazione  si  può  consultare  la  citata  Memo- 
ria del  sig.  Jacobi,  od  anche  una  Memoria  del  sig.  Cauchy 
pubblicata  nel  18.°  fascicolo  degli  Esercizi  d’analisi., 
. c di  Fisica  Matematica , e dal  quale  abbiamo  estratto 
* quanto  si  è esposto  sulle  funzioni  differenziali  alternate. 


I 
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Dei  Massimi  e Minimi  delle  funzioni 
dì  più  variabili.  . 

• i 


90.°  La  consueta  funziono- 


i 


u =Ax> 


% 


che  per  un  dato  sistema  di  valori 

* * »' 

* 

» » 

» 

x = a j y =*b  , z t=  c j . . , 

i ... 

acquisti  un  particolar  valore  reale  che  superi  tutti  i va- 
lori reali  vicini.,  vale  a dire  tutti  quei  che  si  otterreb- 
bero facendo  variare  le  Xj  y,  z . . . di  quantità  picco- 
lissime positive,  c negative,  allóra  questo  particolar  va- 
lore della  funzione  u si  dirà  massimo,  od  un  maximum. 
Che  sé  la  funzione  u è reale,  ed  inferiore  a tutti  i va- 
lori reali  vicini  si  dirà  un  minimo  od  anche  un  mini- 
mum il  valore  particolare  della  u. 

Sieno  * * ' •'  *" 

Ax  j Ay  j Az  j . . . 


gli  aumenti  infinitamente  piccoli  delle  variabili  indipen- 
denti x,  y,  z ...  è facile  il  vedere  che  per  un  dato  si- 
stema di  valori  delle  medesime  x,  y,  '■  st . . . dovrà  veri- 
> tirarsi  nel  caso  del  massimo  - ••  • : • 

..»•  ••  i»  * . ,*•  <[  * • •:  * . * " „ 

* /(*4- Ax,  y-f-  Ay,  z + Az,  . . . ) </(*,  y,  z ...) 

« • * , « • • * • * * ^ * i ■ » 

••  » I % » : * 1 ’ # » » * 

.come  nel  caso/dol  minimo  . > . « , 

* * » 

* * i * « * » 

I • 4 < . •’  . " »*'!<:),  ..  . * • *i 

Aj;,  ij  H—  Ay,  z 4“  A^, . . .)  y,  z . • • ) 

, | * « • 
l<  > ' ) * >»  . * » I % 

qualunque  d’altronde  siefio  i segni  di  Xx,  Ay,,  As,  . . - 
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Si  sostituiscano  ora  agli  incrementi  Axì  Ayì  A*, ...  le 
quantità  , 

a da; , oc  dy  , oc  dz  . . . 


e si  consideri  qual  funzione  deH’infìnitesiino  oc  l’espres- 
sione 

» * « ' • • 

F(a)  === f(x  4-  ccdx  , y 4-  oedy  , z 4-  «dz  , . . . ) 

« 

è evidente  che  nell’ipotesi  del  massimo  per  valori  pros- 
simi ad  a,  b,  c . . . 


« * • • • • 

come  per  il  minimo 


F(a)  < F(o) 

, . a 

F(«)  > F(o) 


;» 


<• 


qualunque  d’  altronde  sia  il;  segno  della  oc.  Con  queste 
due  ineguaglianze  la  ricerca  dei  massimi  e minimi  del* 
le  funzioni  di  più  variabili  vieqe  riportata  ai  massimi, 
e minimi  delle  funzioni  di  una  sola  variabile,  quindi  non 
sarà  diilicile  il  concludere,  che  quante  volte 


F(o)  — y ì * • • » ) — ** 


» j; 


,.p 


e la  sua  derivata  sicuo  continue,  si  avrà  per  la  condi- 
zione del  massimo  e del  minimo  ; . \ ’ 


► », 


c-  F'(a)  = o:  ..  \ ' 

. * * . . T 

ponendo  dopo  la  derivazione  oc  = o , e siccome 


da;  4-  D yu  dy  4-  D,w  dz  4* 

; ì ; i.  f .•  , «•  . *.  • • li  ,*  ,t 


cosi  sarà  generalmente  *>  l 

• » f % * 
o , ••  •.  ')  • » 

D*u  dx  4-  D yu  dy  4-  Dxw  dz  4-  • • = o 

• * ! • f 

. i > 

Quando  tutte  le  variabili  x,  y,  z . . . . sieno  indipen 
denti,  avremo  necessariamente  per  le  derivate  parziali 


D^u  = o , _ Dyt<  = o , D,u  sbb  o , . . . 

* » 


/ 
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I valori  delle  x,  y_,  z . . . che  si  deducono  dalla  riso- 
luzione di  queste  n equazioni  fra  n incognite,  e che  ve- 
rificano una  delle  condizioni  di  già  indicate  saranno  quei 
che  rendono  massima , o minima  la  funzione.  Quando 
fosse  discontinua  la  funzione , allora  la  condizione  del 
massimo,  e dei  minimo  dovrà  ricercarsi  nelle  radici  del- 
l’equazione 

du«  co 

In  fine  se  la  F'(«)  nella  vicinanza  dei  valori  a «=  o re- 
sta costantemente  positiva  o negativa,  la  funzione  in  pro- 
posito non  somministrerà  nè  massimo  né  minimo. 

91.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sia 

u = Ax2  -4-  Bry  Cy1  •+•  A!x  -+•  B 'y  + Cf 

ed  avremo  dalla  differenziazione 

dj?  s=  ( 2Ax  -+■  By  «+*  A*)  di  + ( Bx  H—  2Cy  — H B^)  dy 

quindi  per  la  condizione  del  massimo,  o del  minimo 

2Ax  -i-  By  -J-  A'  = o , Bx  2 Cy  •+■  B =»  o 

d'onde  i valori  particolari 

2CA'  — BB'  2 AB'  — BA' 

* — B>  — 4AC  ’ V “ B*  — 4AC 

Formando  adesso  la  differenza  F(a)  — F(o)  con  i tro- 
vati valori  delle  or,  y , si  vedrà  che  esiste  un  massimo 
per 

Ba — 4ACO  ed  A<  o 

♦ 

ed  un  minimo  nel  caso  di 

B*  — 4AC  < o , ed  A > o 

Sia  ancora 

u c=  xy  { 3 a — ■ * r-  y ) 
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abbiamo  dalle  condizioni  del  massimo,  o del  minimo 
DxU  =2  y ( 3 a — 2x  — y ) ==  o 


d'onde 


Dr«  =3  x ( Za  — * — 2y  ) = o 


x=  a , y = a 


Sostituendo  ora  nella  u inyece  delle  x , y le  quantità 
a •+•  «dx,  a -+-  ad y,  e formando  la  differenza  F (a)— F (o), 
sarà  . 

» / • 

( a -4-  a<Lr  ) ( a -f-  ady  ) ( Za  — a — adx  — a — ady  ) 

■ • ■ < * % 


' — a1  (3  a-^a  — a) 

* ■■ 

» — a a*(  ( dx  -f-  dy  )>  — dx  dy  ) — a3  dx  dy  ( dx  -4-  dy  ) 


Ora  questa  differenza  nella  vicinanza  del  valore  a = o 
si  mantiene  positiva  per  a < o,  e negativa  per  a > o, 
dunque  i valori 

x = a y = a 


somministrano  un  massimo  nel  secondo  caso  ed  un  mi- 
nimo nel  primo. 

92.°  Le  condizioni  del  massimo,  e del  minimo  si 
possono  desumere  anche  dalle  funzioni  derivate  degli  or- 
dini superiori:  rammentandoci  infatti  che  la  forinola 

* 

• • i • » 

F(a)  —fi x ■+■  a dx  , y-4-«dy,z-4-a<Ls,.  . .) 


ci  somministra 


F(o)  = u , F(o)  = dw , F"(o)  = dau , . . . Ft”)(o)  = d*u 

' • 

diremo  che  allora  u è un  massimo  od  un  minimo,  quan- 
do per  un  certo  sistema  di  valori  delle  x,  y,  x . . . . 
verificandosi 


F'(o)  = du  = o 
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si  ha  ibolfte  * 

F(2tt)  (o)  =dw«<o  per  il  massimo 

• - * 

e 

FI2")  (o)  =8  d*B«  > o per  il  minimo. 


D'altronde  il  differenziale  dell'ordine  2n  si  potrà  espri- 
mere simbolicamente  per 

! • 1 ; . -•  . . ..  • 

d*”M  &sa  (do:  D*  •+•  dy  Dy  ■+■  di  D,  ■+•  ..  . . )wu 


purché  dopo  lo  sviluppo,  1’  esponente  indichi  ordini  di 
derivazioni  nelle  caratteristiche  Dx , Dy,  D,...,  e po- 
tenza nei  differenziali  dx  , dy,  dz ...  : il  segno  di  d2*** 

• / 

dipenderà  dal  segno  del  secondo  membro,  il  quale  sarà 
’ un  polinomio  omogeneo  del  grado  2»  riguardo  ai  diffe- 
renziali dx,  dy,  dz  ....  cosicché  chiamando  d'ora  innanzi 
x,  y,  z . . . t le  variabili,,  e formando  i rapporti 


d.r 

d7 


P» 


* » / n <• 

il  segno  di  d 7nu  dipenderà  dal  segno  del  polinomio 


(pDJ+5fDy4-rDl...  + DJMu 

y • * * • . i . . 

quale  dovrà  rimanere  o costantemente  positivo,  o nega- 
tivo, comunque  varino  dx , dy  , dz  . . . d t.  Ora  questo 
polinomio  rimane  invariabile,  quante  volte  posto 


( p Dx  -+•  q Dy  -t-  r Da  -t-  . . . D<  ) lnu  ==»  o 

/ \ 

le  radici  relative  a p o sieno  tutte  immaginarie,,  se  ve 
ne  sono  delle  reali,  queste  sieno  eguali,  od  in  un  nu- 
mero pari , c sarà  facile  il  concludere  che  il  segno  di 

% • * 

danu  coinciderà  con  il  segno  di  D^m  comunque  vari- 
no i rapporti  p,  qy  r , ...  . 
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93.°  Cosi  per  una  funzione  di  due  variabili 

u x , y ) 

e per  il  differenziale  secondo  sarà 

d2w  = D>  dx2  -H  D*  u d ya  4-  2D,,  D yu  dx  dy 

Quante  volte  il  sistema  dei  valori  di  a?,  y dedotti  dalle 
due  condizioni 

D xu  = o , Dyu  = o 

non  annulli  d2u  , allora  il  suo  segno  sarà  lo  stesso  che 
il  segno  dei  trinomio 

p2  4*  D^t*  -h  2 p Dx  DyU 

• » 

t * . » 

ove 


Ponendo  adunque  * H 

p2  D’u  4-  2 p Dx  Dru  4*  D*u  ==  o 

* * • 

le  radici  di  quest’equazione  saranno  immaginarie,  se  sia 
D>D’u  — (Dx  D ru)2>  o 
saranno  reali  ed  eguali  so 

« « • • 

• • 

• % • 

D’u  D’  u — ( Dx  Dru  y = o 

' * f 

e perciò  sotto  queste  condizioni  si  verificherà  costant^- 

ipentc  d2n<^o  se  D*w<^o  e .d2u>o  se  D*u>o, 

Comunque  d’altronde  varino  i differenziali  dx,  dy. 

Per  la  funzione  di  tre  variabili 

U==/(X,  IJjZ) 
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abbiamo  dal  differenziale  secondo 

dau  «=>  D*m  dz*-f-D 2u  dya-h  D2u  d*M-2Dr  àx  dy 

-4-  2DX  D,m  dx  àz  -4-  2Dy  D,u  dy  d z 

c supponendo  che  rimanga  di  valor  finito  per  la  sosti- 
tuzione dei  valori  delle  x,  y , z che  verificano  le  con- 
dizioni 

DxU  = o , Dyu  — o , D,u  = o 
c fatto  per  brevità 

dx  dy 

Tz~~p’  Tz~q 

ne  verrà  che  il  segno  di  d*u  rimarrà  invariabile^  quante 
volte  l’equazione  di  secondo  grado 

p2  D>  -+-  2 (yDx  Dyu  •+■  Dx  D Mu  ) p 

-4-  q 2 D2  u •+•  2q  Dy  Dsu  -+-  D \u  = o 

risoluta  rapporto  a p non  ammetta  radici  reali,  o per 
conseguenza  qualunque  sia  q dovrà  verificarsi 

( D*u  D^u  — (Dx  Dyu  )a)  q2  -H  2 ( D>  DyD,u  — DxDyu  Dx  D, 

-4-  D2u  D2u  — ( Dx  Dsu  )*  >•  o 
A questa  condizione  si  soddisfa  quando  sia 
D*u  D2  w — ( Dx  DyU  )a  > o 

ed  insieme 

( D>  D^«  - ( Dx  D,a)>)  ( D>  D’u  — ( Dx  D,«)A 

— ( D>  Dr  D,u  — Dx  D}u  D»  D,u  )’  > o 
Nella  stessa  guisa  si  potrebbe  procedere  con  un  numero 
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maggiore  di  variabili.  Prima  di  venire  a speciali  appli- 
cazioni osserveremo  che  alcune  volle  oltre  della  funzione 
fra  n variabili  xy  y,  s ....  sussistono  per  tutto  il  corso 
della  medesima  delle  relazioni  generiche 

9 y»  ~ •••) ==s  ® $ [xj  y»  * •••) ==  ® x fo  y» * *••)  — 2 ® 

Se  queste  sieno  m di  numero.,  allora  le  variabili  indi- 
pendenti diminuiranno  di  numero , e si  ridurranno  ad 
n — m:  queste  riflessioni  saranno  sufficienti  per  farci  ri- 
solvere alcuni  interessanti  problemi  che  si  presentano 
in  geometria,  ed  in  Meccanica. 

94.°  Vogliasi  per  esempio  il  massimo  c minimo  va- 
lore della  funzione 

u = ax  -4-  hy  -i-  cz 

quando  fra  Xj  y>  x sussista  la  relazione 

$ 

x2  •+•  y2  -h  x2  s=s  1 

Avremo  dalla  differenziazione  della  u 

du  = a d.r  •+-  b dy  -+-  c dz 

quindi  per  il  massimo.,  e per  il  minimo  sarà  non  sola- 
mente 

adr-t-òdy-t-cdzr=o 

ma  ben  anche 

x dr  -f-  y dy  -f-  z àx  = o 

« 

dalle  quali  si  ricaverà 

x a y b 

Z C * X c 

ovvero 

x y z ^ l/'.r3  -H  yH - 
a 6 c \/ a2  -h  b2  «+•  e2  , 


508 

d'onde 


a 


b 


X = ZIZ  , V = — 

j/'a2  4-  £2  4-  ca  J j/V4-6*4-c2 

* 

c 

|/"o3  4-  A2  4-  c* 

Sostituendo  questi  valori  nelle  u j otteniamo  per  i due 
segni 

u==  [/‘a*  4-  b2  4-c3  , u — — /aJ+51  + cJ 


Il  primo  rappresenta  il  massimo  valore  ed  il  secondo  il 
minimo.  Per  sperimentare  i criteri  riportati  nell’  ante- 
cedente parag.  .,  si  elimini  il  d z fra  il  valore  di  du  e 
l'equazione  differenziale  data,,  sarà  « 


du  = cLr  4-  ^b  — — ^ dy 

ed  insieme 

k __  ^dy  4-  ydy 

« 

Proseguendo  la  differenziazione  nella  prima  espressione 
di  du,  abbiamo  per  Tipotesi  di  cLr,  dy  costanti 

• d3u  = <?d3* 

'9 

e nello  stesso  tempo 

<Lr24-dy3  ( xdx  4-  ydy  )* 

d2*  = — - 

* • z2 

e perciò 

d2u  *=»  — c da;3  4-  dy3  _ ( gd.r  4-ydy)* 

x z2 

ove  i coclHcienti  di  dr2,  dy3,  dx  dy  saranno  le  derivato 
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*■—•(■7+3!)  ■ *■— '(t+S-) 


Dx  Dvw  = — 


CX  y 


c sostituendosi  i trovati  valori  di  x*  y,  z si  ottiene 

ni  fa2  -4-  c2\  r 

Dxu  = l — J [fa2  -h  b*  -f-  c2 


D> 


Dx  Dyw 


-f- 

— — — J l /a*  -+•  ó3  4-  c* 


- ó3-t-c3 


Queste  tre  derivate  verificano  la  condizione  di  già  sta- 
bilita nell’antecedente  parag.  cioè 

dì«d>  -(D,D,u)’= (g  •*-«;-*)->  0 

ed  avendosi  D*u  o per  i valori  positivi  di  ar,  y,  *, 

e Djw  > 0 per  i valori  negativi , resterà  dimostrato 

che  dei  due  valori  di  u,  il  primo  è un  massimo  ed  il 
secondo  un  minimo.  Le  precedenti  equazioni  risolvono 
in  meccanica  il  problema  sulla  massima  somma  delle 
proiezioni  delle  aree  sopra  un  piano  di  determinata  po- 
sizione. 

95.°  Cerchiamo  inoltre  il  massimo , o minimo  va- 
lore della  funzione  r determinata  dalla  forinola 

rJ  =*  (x  — oc)2  ■+.  (y  — - (3)2  2 (x  — #)  (y  — /3)  cos  s 

14 


l 


\ 
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con  la  condizione  che  fra  x , y sussista  1’  equazion  di 
secondo  grado 

Ax2  *4—  Bya  •+•  2G  xy  «f*  2Dx  -f-  2 E y = K 

Ognun  vede  che  riportata  la  questione  in  geometria,  si 
riduce  alla  determinazione  degli  assi  principali  di  una 
linea  di  secondo  ordine  dotata  di  centro,  del  quale  le 
coordinate  rettilinee  congiunte  ad  angolo  s supporremo 
essere  oc  , fi.  Per  la  condizione  del  massimo,  e minimo, 
si  avrà  dalla  differenziazione  di  ra 

_ (j5— a -+-  (y — / 3)  cos  g ) d c -h  (y— fi  -+-  (x— a)  cos  s)  dy 

dr  ==  — — ■ — ss  o 

r 

e dalla  differenziazione  deirequazione 

( Ax  -+•  Cy  -H  D ) (Le  *4-  ( By  -4-  Ca?  ■+•  E ) dy  = o. 

Non  potendo  la  r divenir  infinita,  avrà  luogo  la  coesi- 
stenza delle  due  equazioni 

(x — a-*-  (y — B)  cos  e)  dx •+•  {y-fi-b  (x — a)  coss)  dy=o 

(A^,-hCy-t-D)dr-+-(ByH-Gr-f-E)dy«=»o 

ove  eliminando  il  rapporto  dei  differenziali,  si  ricaverà 
Io  frazione  simmetrica 

Ax  ■+*  Cy  -4“  D By  *+*  Cx  -f-  E 

x — oc  -+-  (y  — fi)  cos  £ y — fi  -f-  (x  — oc)  cos  $ 

» 

Per  dedurre  un  valor  comrauue  indipendente  dalle  va- 
riabili x , y , basterà  moltiplicare,  e dividere  la  prima 
per  a:  — a , e la  seconda  per  y — fi  , e quindi  fare  la 
somma  dei  numeratori,  e la  somma  dei  denominatori,  e 
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si  otterrà  in  forza  del  valore  di  r* , e dell’  equazione 
data  di  secondo  grado 

Xx  H-  C y •+•  D By  -4-  Cx  -4-  E 

x — «4-(y  — /3)coss  y — — «)  cos  s 


K— (Ag-t-Cff-t-P)  y — (B/3-f-Cof-t-E)  y — (Dg-f-E/3) 

r2 

« • 1 • • 

Quando  il  punto  a,  /3  appartiene  al  centro  si  verifica 

À«  -4-  C^3  «+■  D s=*  o , B/3  *4-  Ca  -4-  E -=*»  o 

d’onde 

j _ BP  — CE  Q_  AE  •—  CD 
* Ca  — AB  ’ ' “ Ca  — AB 

4 

e perciò  fatto  per  brevità 

♦ * « 

■ S = K — ( Da  4-  E/3  ) 

ovvero 

, ' ( AE1  4-  BD1  — 2CDE  ) 

“ C»  — AB 

1 

otterremo  le  frazioni  simmetriche 


Xx  -h  Cy  -4-  D B y -h  C 4-  E S 

x — a -4-  (y  — fi)  cos  e y — ^3  -t—  (a;  — a)  cos  e ra 

Sostituendo  infine  i valori  di  D , ed  E in  funzione  di 
«,  e / 3,  e ponendo 

S 


dedurremo  le  due  equazioni  separate 

F • 

. (A  — p)(x  — a)  «4-  (G  — - p cos  s)  (y  — - /3)  = o 
(B  — p)  (y  — /3)-+-  (C  — p cos  e)  (x  — a)  =* 


o 
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L’eliminazione  dei  fattori  x—^Gt,  y — /?  produrrà  l’c-» 
quazion  risultante  < 

(A  — p ) (B  — p)  — (C  — p cos  c )2  = o 

ed  eseguendo  i sviluppi,  si  trova 

p2  sen2a  — (A  + B — 2 C cos  s ) p •+•  AB  — O = o 

Senza  fermarci  a dimostrare  la  realtà  delle  radici  di 
quest’equazione.,  diremo  che  dalla  medesima  si  ricavano 
i massimi  e minimi  valori  reali  di  r2  sotto  le  due  con- 
dizioni di 

AB  •*-  C?  >>  o , od  AB  — <o. 

4.  • 

« 

La  sostituzione  di  pj  porgerà  l’equazione 

S S2 

r4  — (A  -t-  B — 2 C cos  0 ab  — C»' r*  ***  AB  — CJ  SC1>,g  =a 

dalla  quale  è assai  facile  di  trovare  le  note  relazioni 
che  passano  fra  gli  assi  principali,  ed  i sistemi  di  assi 
obliqui  diametrali.  Nelle  applicazioni  del  calcolo  infini- 
tesimale alla  geometria.,  risolveremo  una  sigile  questione 
per  gli  assi  principali  di  una  superficie  del  sccond’  or- 
dine. 


Sviluppo  delle  funzioni  in  serie  per  mezzo  dei  Teoremi 
di  Afac-Laurin  e Taylor  estesi  a più  variabili 

indipendenti.  • " 


96.°  Una  funzione  continua.,  ed  esplicita  delle  va- 
riabili Xj  y,  z,  . . . si  svilupperà  in  serie  convergente 
secondo  le  potenze  ascendenti  di  jr,  y>  z . . . ove  cia- 
scun termine  sia  una  funzione  intera,  cd  omogenea  delle 
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x,  y,  z . . . se  alla  funzione  proposta  f\x,  y,  z . . .)  si 
sostituisca  f(ocx  j ay , az  . ..)  c si  sviluppi  la  nuova 
funzione  per  le  potenze  di  e si  faccia  in  seguito  a=1. 
Per  mezzo  di  quest’  artificio  Io  sviluppo  delle  funzioni 
esplicite  di  più  variabili  si  ridurrà  allo  sviluppo  dello 
funzioni  esplicite  di  una  sola  variabile.  Pongasi  adunque 

F(a)  = f(ux  j ocy  , ocz  . . .) 

si  avrà  per  il  Teorema  di  Mac-Laurin 

F{«)  = F(o)  •+■  y F'(o)  + ^ F"(o)  •+■  ^ F» 

Per  ottenere  una  derivata  qualunque  meaima  da  F(a) , 
basterà  richiamare  una  delle  formolo  generali  date  alla 
fine  del  parag.  79 , e si  dedurrà  con  facilità  1’  espres- 
sione simbolica 


F H (a)  = lfx  (or,  ay,  ocz  . . . ) x {ocxj  ay,  ocz  ...  ) y 

(ar,  ay,  ocz . . .)  -+• . . . ~\m 

Nello  sviluppo  delle  potenze  si  devono  sostituire  altrct- 

» » , • 

tanti  ordini  di  derivazione  per  le  caratteristiche  ffx  , 
fj  • . j cosi  per  esempio,  supponendo  due  le  va- 
riabili indipendenti  e nello  stesso  tempo  m = 2 , si  avrà 

F"  (a)  = [fx  (<xx , ay)  x -f-//  (a.x , ay)  y ]> 
ovvero 

F"(a)  ==A"  («*>  ay)  **  ■+•//  (“*>  ay)  y’ 

-+-  2/x','r  (axjay)x y 

Facciasi  adesso  a = o nella  FW  (a)  ricaveremo 
FM(o)  = (o,  o,  o ...)£«+•/*/  (o,  o fa.»  °i 
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Con  questi  valori  otterremo  dopo  la  sostituzione 


f(dx  j ccy  , ocz..  . ) a f (o,  o,  o . ..  ) 

y(s'x  (0j  0j  °-)  x-h/7  (°>  0 ••)  y-h fm  °j  o~)**K ) 

•+■  * (o,  oJ  o ..)  *■+•//  (o,  o^  o ..)  y-4-//  (o,  o,o..)*+..) 


Infine  l’ipotesi  di  a = 1 , darà 
jf*  j/j  * •••)  — y (O)  o,  o ...) 

(o.,  o,  o ..)  (o,  Oj  o ..]  y~\“'f'z  (Oj  o,  o ..)  z ■+  .. 

*+•  (f  x (o,  o,  a.)  x-i-fy  (Oj  o,  0..)  y-\-fz  (o^  o,  o..)s+.. 

+ 

Ora  ó evidente  che  le  funzioni 


y^jr  (oj  O)  o ...  ) ) y*y  (o^  o,  o ...  ) , y ( o,  o,  o ...  | « 

coincidono  con 

DxU  ^ D,u  , D,u  j ...  . 

Facendo  dopo  la  derivazione  x =*  o,  y *=  o ^ z = o,  ... 
se  dunque  si  chiami  u0  ciò  che  diviene  la  funzione  u 
per  questa  sostituzione^  avremo  per  il  suo  sviluppo 
Tcspressione  simbolica 

u = «0  + ( a?  Dx  + y Dy  + * D-  + ...  )u0 

-f-  — — r ( x Dx  + y Dy  Hh  z D,  + ...  )2  u0 
1.-6 

1 

■4“  — - ■ ( x Dx  4*  y Dy  —H  z Dt  H-  )■*  w« 

1 • Z • 3 


* 
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Tal’ò  effettivamente  il  Teorema  di  Mac-Laurin  esteso  a 
più  variabili  indipendenti  : la  serie  poi  dell’esponenziale 
a base  iperbolica  ci  pòrge  per  la  funzione 

U =~f(  x,  t/j  z ...  ) 

la  nuova  espressione  simbolica  della  forinola  di  Maó- 
Laurin  a più  variabili 

u = erD*H-yDy-H*D,Uo 

97.°  Volendo  tener  conto  del  resto  della  serie  do- 
po il  termine  ne»ÌB")  j ed  avremo  per  0 >■  o , c <<  1 

F(")  ( 9oc ) s=  [f'x  (9  oc x , 9 oc  y , 0 oc z . . . ) 

s 

•h/V  ocxj  9 ocy , 9ocz ..)  +/;  (0aar,  9 ocy,  9ocz  ..)  -H  1* 
d’onde  per  oc  = t 

FI")  (5)  = [/'x  ( Otj  Oy,  6z  ..  ) -+-  fy  (9x,  Oy,  Gì  ..) 

•+•/,'  Oy,  Ox  ..)  ]* 

Dividendo  il  primo  e secondo  membro  per  1.  2.  3 ...  n, 
c supposto 

F")  (9) 

= 1 . 2 . 3 ...  n 

sarà  questo  il  dimandato  resto.  Così  per  due  variabili  si 
trova 

f(x,y)  ==■/(«,  o)  ■+■/'*  (Ot  ù)  x (0x0)  y 

H-  jAj-  CA  (o»  °)  * ■*•//  o)  y 3’ 


1 


1.  2.  3..  n — 1 
1 


(/',  (o,  o)  a:  -f-/,'  (oy  o)  y )*-* 


1.2.  3 ..  n 


L/  x (&*>  fy)  a;  [9x,  9y)  y y 
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Se  per  valori  infinitamente  grandi  della  n converga  il 
resto  verso  Io  zero.,  allora  f ( x,  y ) si  sviluppa  in  serio 
convergente  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  del- 
le x,  y.  Per  formarci  un  idea  precisa  del  modo  di  usaro 
di  queste  differenti  forinole  supponiamo  che  si  voglia  ar- 
restare la  serie  dopo  i termini  che  contengono  le  fun- 
zioni prime  derivate  ; si  dovrà  prendere  n = 2 , e per 
conseguenza 

/(*>  V)  =/(°>  °)  •+■/ * °)  * ■+■//  (o,  o)  y 

+ y (/.  {9x,  9y)  x -+-//  (9x,  9y)  y )* 

Pongasi 

u=Ax>v)->  «.=/( 

D,«  =fx  (*,;/),  Dru  =/,'  ( x,  y ) 
e insieme 

U =/($*,  9y) 

d’onde 

Djcii  =yvx  (9x,  Oy)  e , Dru  =/;  (Ox,  oy)  e 
=f'x(0x,9y)9>J  D’U  =/V  (9x,  9y)  0‘ 

Dx  D,U  (9xx  9y)  9 * 

Eseguendo  la  derivazione  riguardo  a 0 si  trova 
Deli  <=*  f x (Ox,  Oy)  x 4-//  (Ox,  Oy)  y 
DJU  ==f"x  (Ox,  Oy)  x-  4-/"y (Ox,  Oy)  y* 

*+“  2f"x*y  (Ox,  Oy)  xy 

Con  queste  differenti  sostituzioni  si  ricaverà 
u = wo  "+■ x Dx  w0  4-  y Dy  m0 

1 x*  D*U  4-  y»  DjU  4-  2 xy  D,  D,U 
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1 

«=«0+xDxUo+y  m0-4- ~2  DJU 

Operazioni  simili  si  presentano,  volendo  arrestare  la  se- 
rie a derivate  di  ordine  supcriore  al  primo. 

98.°  Il  Teorema  di  Taylor  si  estenderà  a più  va- 
riabili indipendenti  con  i medesimi  artifici  usati  per 
quello  di  Mac-Laurin  : rappresentati  infatti  per  A,  A,  /, ... 
gli  incrementi  delle  variabili  x , y,  z ....  basterà  sosti- 
tuire alla  funzione 

f (x~ 4-  A , y H - A , z -4-  l , ...  ) 
la  . 

f{x  -4-  ah  , y •+•  ah  ) z •+•  oti , ...  ) 

e considerare  questa  come  funzione  della  a,  e porre  do- 
po lo  sviluppo  a==  1 : contuttociò  noi  ci  giungeremo 
partendo  dal  Teorema  stesso  di  Mac-Laurin.  Supposte 
per  brevità  due  le  variabili,  ed  A,  k i loro  incrementi, 
si  sostituisca  nella  forinola  di  Mac-Laurin  A , k invece 
di  a*,  y,  ed  il  simbolo  f in  f , avremo 

f (A,  k)  a=  f (o,  o)  -4-  i'h  (o,  o)  A 4-  f*  (o,  o)  k 
-4-  - — r-  C f 'h  (o,  o)  A -4-  f a (o.,  o)  k ]a  -4-  • • • • 

1 • mè 

Pongasi  ora 

f (Aj  k)  ==/* (x  -4-  A , y -4-  A) 

sarà  evidentemente 

• » • 

i (0,  0)  y) , i'h  (o,  o)  =yv,  (r,  y) , . . . 

f A (O)  o)  ==,/'y  {«X'j  y)  > • • • • 
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d'onde  la  formola  simbolica 


J\x  4-  A,  y 4-  A)  =/(x,  y)  4-/x  (x,  y)  A 4-//  (x,  y)  A 

4-  ì — 2 (fx(x'  ^ h~*~fy  (x>y) 

• 

Se  dunque  pongasi  generalmente 

« =./!>»  y»  * •••  ) 

per  cui 

Am  =y(j?  •+*  Aj  y 4"  A*  z 4*  2 ...)  y) 

DxW  =t/v x (x,  y*  * •••)  » DyW  ==/v y (x,  y»  x •-  ) 

D Mu  =/',  (x,  yj  z . . ) 

ricaveremo  la  formola  simbolica 

Au  = ( A Dx  4-  A Dy  4“  • »)u 

4-  * — — (ADx4-ADy4-n>*  •»  )a  4-  ( ADx4-ADy4-fl)s  ...  ) 

I • Zà  i 

•■j**  • • • • 

Ed  in  questa  consiste  il  Teorema  di  Taylor  a più  va- 
riabili indipendenti  : la  serie  dell'esponenziale  permette 
anche  di  rappresentarlo  più  brevemente  per 

Am  = ^ "+■  4-  4-  •••• ^ 

Nel  caso  particolare  di 

A = dx , A=dy,  l = dx , . . . . 
la  serre  per  la  nuova  espressione  di 

d"u  = ( dx  Dx  4-  dy  Dy  4-  ds  D5  4- . • . )flu 
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si  trasformerà  in 

f [pc  -f-  dx,  y -4-  dy  , z -H  dz  , ...  ) — fi?*  Vi  2 •••) 

= Au  =>  du  -+•  - — — d2u  -+-  — — d 5u  -+-  . . . 

1 . 2 1.2.3 

j * i liti'  < ìAfi 

Volendo  calcolare  il  resto  della  serie  dopo  i termini  che 
contengono  le  derivate  debordine  n — 1 , converrebbe 
dopo  questi  aggiungerci  la  quantità  simbolica 

• t • t - » § • * 

rn  = TT-: — (f  x(x~ì-Qh,  y-t-Qfy  h-\-fy  (x-t-Qh,  y-\-Qk)  k\ 
■ • 2à%  «j TL  ^ f 

ove  secondo  il  consueto  0^>  o , c ■<[  1.  Se  per  va- 
lori particolari  a,  b delle  variabili  x,  y si  verificasse 

DXM  = o , Dyu  = o , D’u  = o,  D*«  = o,  Dx  Dyu  = o 


fino  alle  derivate  dell’  ordine  n — 1 allora  deduciamo 
evidentemente 

y{a-t-A,  óh-A)  — f[  (tj  b ) 

= —±—(fx{a  + Qh,  b-t-Sk)  h+f,  [a  -+-  Oh,  b+M)lc) 

1 • 3m*  * 

Questa  formola  analoga  ad  una  che  già  abbiamo  dimo- 
strato per  una  sola  variabile  alla  fine  del  parag.  49  può 
indicarci  fra  gli  altri  usi  un  criterio  per  riconoscere  se 
una  data  funzione  di  più  variabili  ammetta  un  massimo , 
od  un  minimo  per  i valori  particolari  a , b delle  indi- 
pendenti x , y , aggiungiamo  che  le  precedenti  forinole 
sussistono  qualunque  sia  il  numero  delle  medesime  va- 
riabili indipendenti. 
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Sullo  sviluppo  delle  funzioni  implicite  in  serie  convergente f 
ed  in  particolare  della  serie  di  Lagrange. 


« • 

99.°  Lo  sviluppo  di  una  variabile  y considerata  co- 
me funzione  della  x , quando  non  sia  data  che  la  sola 
relazione,  od  equazione 

/(  y ) = o 

si  ridurrà  alla  ricerca  di  una  radice  y della  medesima 
equazione , e che  venga  espressa  da  una  serie  conver- 
gente ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  x. 
Non  potendo  noi  trattenerci  nelle  delicate  discussioni  , 
che  riguardano  la  convergenza  delle  serie,  le  quali  pro- 
vengano dallo  sviluppo  delle  funzioni  implicite,  ci  basterà 
notare  che  per  mezzo  dei  Teoremi  di  Mac-Laurin  , e 
Taylor  potremo  in  generale  sviluppare  la  più  piccola  ra- 
dice y in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti 
della  Xj  quale  dovrà  essere  compresa  fra  determinati  li- 
miti , onde  la  serie  riesca  convergente.  Fra  i diversi 
metodi  immaginati  dai  geometri  per  costruire  lo  svi- 
luppo delle  funzioni  implicite  noi  faremo  uso  di  quello 
che  il  sig.  Cauchy  espone  nell’  adunanza  dell’accademia 
delle  scienze  del  26  ottobre  1840.  Secondo  questo  me- 
todo noi  verremo  a determinare  in  generale  la  più  pic- 
cola radice  non  ripetuta  dell’equazione /{x^  y)  = o ^ e 
che  si  ridurrà  ad  un  valore  particolare  a per  x = o, 
od  in  altri  termini  si  otterrà  il  valore  della  differenza 
y — a secondo  le  potenze  ascendenti  della  x,  od  anche 
una  potenza  qualunque  intera  di  questa  differenza;  infine 
si  ricaverà  una  forinola  data  da  Lagrange  con  altre  del 
medesimo  genere. 

100.°  Indicando  per  y una  radice  dell’equazione 

f(y,  x)  = o 


Digitized  by  Google 


221' 

corrispondente  ad  un  dato  valore  della  x c per  a una 
radice  della  medesima  equazione  per  x = o,  avremo  an- 
che ' 

/(  a»  o ) =>  o 


Ciò  posto  prendendo  per  u una  variabile  ausiliare  , Io 
due  equazioni 

f(u  J x)e=  O , /(  « , O ) = O • ■ 


ammetteranno  la  prima  una  radico  w = y,  e la  seconda 
una  radice  ti  = a,  quindi  nell’ipotesi  che  le  due  radici 
y,  a.  non  sieno  ripetuto , c che  la  pri  na  si  riduca  alla 
seconda  per  # = o,  potremo  dividere  le  due  ultime 
equazioni  per  le  differenze  ti  — y , u — qc.  iu  modo  da 
avere 

Au * *■)“=(»— y)  ? («»  *) 


Jl  Uj  O ) aa  ( tt  — a ) f ( u,  o ) 

ove  y ( u,  o ) non  potrà  divenir  nè  nulla  nè  infinita  per 
u «=  ot,  altrimenti  a non  sarebbe  radice  semplice  dell’ 
equazione,  nè  la  funzione  continua. 

Pongasi 

« = « + ? 

le  due  ultime  formole  diverranno 

yi[a-f-e,  = + x) 

J\  a s , o)  = % 9 ( a e,  o ) 

p dividendo  la  prima  per  la  seconda 

t/*(  oc  *+"  £,  .t  ) a — y -4-  s 9 ( x ) 

f{  K+^tO)13  e 9 ( a -+-  e,  o ) 

■. 

4 

Prendendo  i logaritmi  Neperiani , ed  eseguendo  una 
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derivazione  riguardo  ad  e,  avremo 


Di  log 


/(a  4-  s,  x) 


/(a  4-  £>  o ) 


1 

a — y4-£ 


— • 4-  Delog 


p(a-t-s,  -r) 
p (a  -t-  s,  o) 


dalla  quale  si  deduce 


D.log 


9 (a  4-  £,  jc) 
9 (a  4- e,  o) 


D.log 


./la  4-  e»  «) 


'ZI*  4-  e,  o ) 


1 

a — «/  4-  £ 


Come  già  abbiamo  avvertito  non  potendo  m,  o ) di- 
venir per  ipotesi , nè  nulla  nè  infinita  per  u = a , ne 
siegue  che  la  funzione  <p  (t z 4-  * > .*  ) non  diverrà  , né 
infinitesima  , nè  infinita  per  valori  piccolissimi  ed  infi- 
nitesimi  di  e ed  x,  e per  conseguenza  sotto  gl’  indicati 
valori  la  funzione,  e la  sua  derivata  logaritmica 

?(«4-£j  o) 

saranno  sviluppabili  in  serie  ordinate  secondo  le  potenze 
ascendenti  della  e,  e della  x , e lo  stesso  si  dovrà  dire 
del  secondo  membro  dell’ultima  equazione  rappresentata 
dalla  riferita  derivata  logaritmica;  ma  per  essere  in  stato 
di  poter  eseguire  questo  sviluppo  converrà  primieramente 
trasformare  il  rapporto 

1 

a — y 4-6 


D»log 


in  serio  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della 
differenza  y — a,  purché  delle  due  quantità  infinitesimo 
y — a,  ed  e,  reali  od  immaginarie  il  modulo  delia  prima  con- 
servi un  valore  inferiore  al  modulo  di  e,  qual  cosa  si 
potrà  sempre  ottenere  ed  avremo  sotto  quest’ipotesi 

* / • 

1 1 y— « . ( y — «)*  . (y— «y  . 

a — ^ + C * E*  E3  * £$ 
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•* 

Ora  per  quanto  è stato  già  osservalo.,  otteniamo  non  solo 

lo/(W  * -!  ^ + K3  x34* 

/!<*-+- e,  o) 

ma  ben  anche 


Ddog  = Hi  x -4-  U2  x*  *4-  H3  x3  •+* 

°) 


ove  per  il  Teorema  di  Mac-Laurin 


1 

1 . 2.  3 ...  n 


DJ  log 


,/lg+g,a?) 

/(«-*-  S;  0 ) 


1 

1.  2.  3 ...  n 


Di  D«log 


A a -+• £*  x ) 

/(ari-  £,  o ) 


con  la  condizione  di  fare  dopo  le  derivazioni  x «=  o , 
e fra  i coefficienti  K(n) , H(n)  sussiste  generalmente 


H(.)  = D.  KU, 

• » 
quindi  da  queste  sostituzioni 

a ( a -f.  g x ) 

D« log ^-7 i-  =HX  . . 

9(«  + £,o)  


(y— «)  _ (♦/  — «)*  _ ( y — « )* 
g»  g3  *•*•*.  g4 


Onde  il  primo  membro  sia  sviluppabile  in  serie  conver- 
gente ordinata  secondo  le  potenze  di  a?,  ed  e,  converrà 
che  i coefficienti  IIr  t Ha  , H3 , * . . . indipendenti  da  x 
si  sviluppino  in  serie  secondo  le  potenze  della  e sia  po- 
sitiva che  negativa  : il  secondo  membro  della  penultima 
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equazione  non  potendo  contenere  potenze  negative  di 

ed  s,  ne  siegue  che  il  coefficiente  di  — nel  polinomio 

Hx  x -+-  Ha  x1  -+-  H3  x3  -+- uguaglierà  y — a,  e 

1 

cosi  il  coefficiente  di  — sarà  eguale  nel  ( y — «)%  ... 

e per  conseguenza  i sviluppi  di  Hx  , Ha  , H3  . . . non 
potranno  essere  che  della  forma 

H,  = — -f.  M"-h M'"e  •+• 

£a  £ 

„ N Nf  • N"  __ 

H,  = -r  H H N *4-  N,f  £ 4-  ...  . 

£3  £a  £ 


— j ^ P‘»4-  Pt  e -4-..., 

e3  c 


dalle  qnali  ricaviamo  assai  facilmente 


y — + . . . 

(y  — « )a  ==  N #a  -4-  P'  -h  . , . , 


(y  — «)3=Px3  + . . . ♦ 


Sarà  facile  cosa  di  conoscere  i valori  dei  coefficienti 
M,  N' , P" , N,  P' , P ....  ed  infatU  dalle  Hx  , Uz  , Ha... 
ricaviamo 

ejH,=M  + M s -f. . . . . 

63Ha  = N-t-£N/-H£a 

£*H3  « P -*-£  P ' -f.  £a  P"  -+-  £3  P'"  -4-  . 
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Eseguendo  nelle  due  ultime  delle  successive  derivazioni 
riguardo  ad  e troviamo 

D,  ( £3  H,  ) = N'  -+•  2e  N"  H- 

• * > 

D,  ( e5  H3  ) = F -t-  2s  P"  -+-  3e»  P"' 

D’(e4H3)  = 2P"-H2.  3sr  + . . . . 

quindi  fatto  da  per  tutto  c = o,  sarà 
M = ej  H, , N = s3  Ha , P = e4II3 
N'=D.(e3H3),  F=D.(£4  H3),  P'W-Ld;(é4H3, 

1 • 4M 

» 

• • • • • • 

dunque 

V~«  = ■*  (4*  H,)  ~ D.  (e3  H2)-t--j2Ì-  D,1  (c4  H3)  ■+■  ... 

(y  — «)*=  a;*  (ó3  H,)  -4-  y D.  («4  H3)  -+-  ^ Dj  (e3  H4)  .... 

(y — «)3  = *3  («4  H3)  -+■  y D.  (t*  H4)  ■+■  . . . . 


101.®  Se  per  maggior  semplicità  si  ponga 
y — « = AXX  4-  A3j:*+A3  s3  *+•  ...  -4-  A(„)  ti*  -f- .... 

è evidente  che  un  coefficiente  qualunque  A(n)  sarà  espres- 
so dalla  formola 


1 

1. 2.  3..n  — 1 


Drv+,HW) 


la  quale  in  forza  della  relazione  fra  H(,t) , K(„)  si  ri- 

15 


/ 
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durra  ad 


A[n) 


1.  2.  3 ..  n — 1 


DH  e*+I  D<  Ku)  ) 


ove  dobbiamo  ricordarci  di  fare  £ =o  , a:  = o dopo  le 

derivazioni.  Osservando  inoltre  che  il  primo  termine  dello 

1 

sviluppo  di  H(„)  è proporzionale  ad  , ed  il  primo 

termine  di  K(„)  ad  — , avremo  in  generale 

E 


B B' 

K(«)  = •+* 


B 


gur1 


e«-2 


e siccome 

HW  = D,  K(„) 

■ 

così  per  i coefficienti  di  K(„)  sarà 

t 

* * 

A A? , A" 

b = — — -,  b'== — r~—= 

c perciò  • • • • 

£,l+I  H(„)  = A -4-  A's  -4-  AV  -4-  A!"z*  -4-..-4-  A'**1)  fT1  •¥  -- 

£»  K.'  ) = — — 8 —5  £l  ••••  — 

n » — 1 n — 2 

D’onde  eseguendo  n — 1 derivazioni  riguardo  ad  « i « 
-pónendo  in  seguito  £ = o,  si  ricava 

i » 

J>l"(  £"+‘  H(.)  ) = — Dr'(  s»  K(.)  > 

quindi 
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o ciò  clic  (orna  lo  stesso  per  il  valore  di  K(„j 


K)=-( - — V-or  K(*ìogflz±±±') 

^ \1.  2.  3..  n — 1 ) n \ yl  «-+-£><>)/ 


Tal’è  il  valore  di  un  coefficiente  qualunque  di  una  po- 
tenza della  xy  nello  sviluppo  della  radice  y dell’equazione 

/(y , x)  = o 

Gli  rinvenuti  valori  delle  y — a , ( y — a )a  ( y— a )3, ... 
sono  d’  accordo  , come  fa  osservare  il  sig.  Cauchy  con 
analoghe  formole  date  da  Laplace.,  e da  Paoli. 

102.  Supponiamo  per  una  qualche  applicazione  V 
equazione 

y — « — xù  (y)  = o 

co  (y)  una  funzione  la  quale  ritenga  un  valore  finito  per 
y c = oc:  se  consideriamo  la  più  piccola  radice  di  quest’ 
equazione,  la  quale  si  annulla  per  l’annallamento  della 
differenza  y — a,  noi  avremo 


f\  « -4-  £,  X ) / 

log  -7; — — r = log  ( 1 — 

f ( a -t-  £,  o ) \ 


xà  ( a £ }\  . 


) 


ed  eseguendo  n derivazioni  riguardo  ad  x , otterremo 


d;io/^ 


£,  x) 


/(«  -t-  £,  O ) 


1.2.  3..n-1  (t£±JÌj 
M — x 


w(  a e )\n 


quindi  per  x = o 


Di  log 


'fja-^Ey  x) 

A «+«.») 


)' 


— 1.  2.  3..  n — 1 l-*— ) 


J 
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Con  questo  valore,  il  coefficiente  A^)  diverrà 


A(*)  = 


1 


K\  «(«  + «)  )* 


1 . 2.  3..  n 


Nel  secondo  membro  deve  farsi  £ *=»  o dopo  le  deriva- 
zioni, per  cui  A(n)  si  ridurrà  evidentemente  ad 


A(„) 


1 


K'(  « (a)  )' 


1 . 2.  3..  n 


Di  qui  la  più  piccola  radice  della  proposta  equazione 
sarà 

y=«H-*ù((i)  + ^-jD,(ù(i<))’+  D ’ ( ù («)  )* 


Tal’è  la  serie  trovata  da  Lagrange  per  calcolare  le  ra- 
dici delTequazioni  sì  algebriche,  che  trascendenti.  Indi- 
cando con  2,  un  simbolo  sommatorio  di  termini  simili, 


77—00 


e per  2,  quando  ve  ne  sia  un  numero  indefinito,  la 

n-i 

formola  di  Lagrange  si  esprimerà  più  brevemente  per 


77—00  jf1 

a-f-  2 — 

j»:i  1 . 2.  3 ..  m 


i >r  («(«))* 


Sia  in  un  caso  particolare  l’equazione  trascendente 

y — x t*  =s  o 

noi  avremo 

« = o,  è i(y)==e^,  ( w (y)  )"  = enjr 


d’onde  la  più  piccola  radice 


3/ 3 

y = x •+•  2 — 
1 « , 


4-  3: 


1.273 


43 


1.  2.  3.  4 


/ 
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Questa  serie  sarà  convergente  quante  volte  la  x sia  in- 
feriore al  numero  — . 

e 

Una  dimostrazione  rigorosa  della  formola  di  Lagrange 
si  potrà  ancora  immediatamente  dedurre  dal  Teorema  di 
Mac-Laurin , qualora  si  premettano  le  condizioni  della 
convergenza  della  serie:  ciò  che  noi  verremo  brevemente 
ad  indicare. 

Rappresentando  y una  funzione  delle  x*  abbiamo  dalla 
formola  di  Mac-Laurin. 


j/  = yo4-y; 


X „ X2  X3 

—4—  fi  — - — l—  y - 

1 yo  1.2  1.2.3 


*4 

1.  2.  3.  4 


' 1 1 »H 


I valori  delle  derivate  dovranno  nel  nostro  caso  desu- 
mersi dalla  successiva  derivazione  dell’equazione 

y — oc  — x 6)  (y) 

e si  avrà  evidentemente 

y ' — « (y)  — * « (y)  y'  = o 

y"—  2 ó'(y)  y'  — x &>"(y)  y‘%  — x ù\y)  y"  = o 
y'"— 3à"(y)  y'a — $ù'(y)y" — $xv"(y)  yy' — x&>'(y)  y"'=o 


Se  ora  facciamo  x=o  dedurremo  i richiesti  valori  del 
la  funzione  e delle  derivate 

4 

y.,  y'. , yó  > srs  * y"> 

e si  avrà 

y.  = a . yì  = ù («)  , yj  = 2w'(a)  6 (a) 
yi" = 


3ù"(a)  [ ù (a)  ]*  -t-  6 [co' (a)  ]»  « (a) 


le  quali  si  ridurranno  ad 

y0  ==  a » 2^0  = w («)  » Vo  = D«[  à (a)  V 
y-"=  d;  [ ù (a)  ]3 , y"=D«C*(«)]4 


e facendone  la  sostituzione  nella  forinola  di  Mac-Laurin, 
otterremo  quella  di  Lagrange  per  sviluppare  in  serie  la 
più  piccola  radice  della  proposta  equazione. 

103.°  Le  precedenti  ricerche  si  possono  generaliz- 
zare , quando  si  cerchi  una  funzione  qualunque  della 
medesima  radice,  da  svilupparsi  in  serie  convergente,  ed 
ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  x. 

Sia 

* = F(y) 

una  funzione  continua  della  più  piccola  radice  y deter* 
minata  dalla  solila  equazione 

y — <x  — xà(y) 

< 

Considerando  la  z come  una  funzione  della  x , avremo 
dal  Teorema  di  Mac-Laurin 


* = :c+2oT+3fl 


X 

7 


,/l 


X » 


Zo 


X 3 

1^3 


IV 

9 

•o 


xA 


1.2.  3.  4 


"t- 1.«" 


Le  nuove  funzioni  z0  , Z‘Q  , z '' , zf? , . . . . devono 

dedursi  dalla  derivazione  della  z,  rapporto  alle  x,  e si 
troverà 

*'«F  '(y)y',  z"=r(y)y'*  + F(y)y" 


— F"'(y)  y'3  ■+■  3F"  (y)  yy"  -4-  F'(y)  y'" 


• i 
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Facendo  ora  x = o , e sostituendoci  i valori  di 
, y{, , y'i otterremo 

50  = F(cc)  , z'0  = F'(tz)  6 (a) , 

.z%  = = F''(«)  [ à (a)  V •+•  2F'(a)  «'(a)  dà  (a) 

« 

bwero 

» 

*0  = F(a) , Z'„  = F'(«)  ci  (a) 

z"  — D«.F'(a)  [ «5  (a)  ]■ , z'0"=  D«.F'(a)  [“  (*)  35 


zW=D»',.F'{«)  [ù(«)  y 

9 

e per  conseguenza  per  l’ indicata  funzione  della  radice  y 
della  supposta  equazione  si  ricava 

F(y)  = F(a)  -+-  F'(a)  ài  (a)  y -4-  Da.F'(«)  [ « («)  ]>  yy 

+ D:.F'(«)[à(a)]’^-H 

Questa  formola  è stata  ancora  data  da  Lagrange  nelle 
Memorie  dell’Accademia  di  Berlino;  nel  caso  particolare 
di  <à  (y)  = 1 , o di  « (a)  = 1 allora  la  precedente  for- 
mola si  ridurrà  ad 

F(«  -H  x)  = F(«)  -1-  F'(«)  y -4-  F"(«)  -4-  F'"(«)  ^-3-h 

la  quale  coincide  con  il  Teorema  di  Taylor. 

104.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  delle 
diverse  forinole  di  Lagrange,  consideriamo  1’  equazione 
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trascendente 

u — nt  — e sen  u = o 
ed  avremo  in  questo  caso 


« = y,  « = nt  , a;  c=  e , ó>  (y)  = ó>  (u)  = sen  « 


quindi  per  la  nota  formola  di  Lagrange  la  più  piccola 
radice  u della  supposta  equazione  si  svilupperà  in  serie 
ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  t per  mezzo 
delPequazione 


u = nt  *+-  e sen  nt 


1 . 2 


Dn<  sen*  «M- 


1.2.3 


Di  sen3  nt 


e* 


1.  2.  3.  4 


D„<  sen*  nt 


ed  eseguendo  le  indicate  derivazioni  si  trova  ancora 

e* 

n =>  nt  H-  c sen  nt  4 sen  2 nt 

1 .2 

e3 

*+*  j ~2  3~2~  Sen  3 n*  — 3 sen  nt  ) 

e* 

•+•  Y~2~3 "4  "vi  ( 43sen  4 nt  — 4.23sen  2 nt  ) -f-  . • . I 

Questa  serie  sarà  convergente  per  determinati  valori 
del  numero  e. 

Con  la  stessa  facilità  sì  giunge  ad  ottenere  una  fun- 
zione qualunque  della  medesima  radice;  cosi  prendendo 

F (m)  ss  cos  u , F(m)  ss»  — sen  u 


si  ricaverà  dalla  penultima  formola  dell’antecedente  pa- 
ragrafo 

cos  w=  cos  nt — e sen*w<  — D , sen3n/~  - - - Di  senesi  — 

1-2  1.2.3 

• » -. 
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Qui  pure  ultimando  le  derivazioni  si  avrebbe  lo  svilup- 
po di  costi. 

La  forinola  di  Lagrange  nel  somministrare  le  ra- 
dici deirequazione  conduce  anche  in  alcune  circostanze 
allo  sviluppo  di  certe  funzioni  che  potrebbe  ottenersi 
ancora  per  altri  metodi.  Data  per  esempio  l’equazione 

y — cos  9 — y ( y*  — 1 ) = o 
si  ha  non  solo 

W*  — 1 

a = cos  6 , w (x)  = 


ma  ben  anche  dalla  risoluzione  dell’equazione  di  secon- 
do grado 


y = 


1 — (1  — 2x  cos  0 -4-  x*  ) 


quindi  dalla  forinola  di  Lagrange 

(tT 

y = * ■+•  y («’  — *)•+-  -y-—  D« («*  — 1 )* 


-4- 


(D* 


D«  (ot2  — • 1 . . . . 


d’onde  sostituendo  nel  primo  membro  il  valore  della  y 
si  ricava 


(1  — 2x  cos  9-{-x*  )2  =»1 — a x ( a2—  1 ) 


x 


3 


1.2.  2* 


xb 

1.  2.  2* 


Digilized  by  Google 


234 

Lo  sviluppo  di  questa  funzione  è convergente  per  va- 
lori della  x minori  dell’unità.  Per  una  maggior  esten- 
sione di  queste  teorie  possono  consultarsi  le  Memorie 
di  Lagrangc,  di  Laplace,  di  Paoli,  e del  sig.  Cauchy , 
il  quale  per  Io  sviluppo  delle  funzioni  in  serie  conver- 
gente stabilisce  una  proposizione  della  quale  faremo  so- 
lamente 1’  enunciato  senza  entrar  in  discussione  alcuna 
della  medesima.  Una  funzione  reale,  od  immaginaria  di 
una,  o più  variabili  reali  , od  immaginarie  si  sviluppa 
in  serie  convergente  ordinata  secondo  le  potenze  ascen- 
denti di  queste  variabili  fintantoché  i moduli  di  queste 
variabili  conservano  valori  inferiori  a quelli  per  i quali 
la  funzione,  o le  sue  derivate  del  primo  ordine  cessano 
di  essere  finite,  c continue.  Questo  teorema,  che  P au- 
tore ha  pubblicato  in  Torino  fino  dagli  anni  1831  , c 
1832,  e che  poi  ha  riprodotto  negli  Esercizi  di  Analisi, 
e di  Fisica  Matematica,  è stato  recentemente  generaliz- 
zalo ed  esteso  dal  sig.  Laurent.  In  un  rapporto  che  il 
sig.  Cauchy  fa  di  una  Memoria,  ove  trovasi  l’estensione 
di  questo  teorema,  dice  che  la  nuova  proposizione  tro- 
vala dal  sig.  Laurent  può  ridursi  a quanto  siegue.  Se  x 
sia  una  variabile  reale , od  immaginaria,  una  funzione 
reale,  od  immaginaria  della  x potrà  essere  rappresentata 
per  la  somma  di  due  serie  convergenti  ordinate  l’una  se- 
condo le  potenze  intere  ed  ascendenti , F altra  secondo 
le  potenze  e le  discendenti  della  xy  fintantoché  il  mo- 
dulo della  x conserverà  un  valore  compreso  fra  due  li- 
miti fra  i quali  la  funzione,  e la  sua  derivata  non  cessi 
di  esser  finita  e continua. 


Digitized  by  Google 


235 


Sulla  decomposizione  di  una  frazione  razionale 
in  frazioni  semplici. 


105.°  Sieno  f(x),  F(x)  due  funzioni  intere  della  x, 
e sia  n il  grado  della  seconda  per  lo  meno  maggiore  di 
Un’unità  del  grado  della  prima;  se  con  queste  si  formi 
la  frazione  razionalo 

f(x) 

F(x) 

e si  supponga  ridotto  all’unità  il  coefficiente  di  x"  nella 
funzione  intera  V(x)j  allora  chiamando  aQ  , at  , a2  ..  an~t 
tutte  le  n radici  disuguali  dell’equazione  F(x)=o, 
potrà  come  si  sa  dall’  analisi  algebrica  , decomporsi  la 
frazione  razionale  in  un  numero  n di  frazioni  semplici 
della  forma 


in  modo  da  essere 


f(g)  Ào 

F(r)  x — a0 


x — a2 


x — a„.t 


I coefficienti  A0  , Ax  , Aa* . . . A^,  sono  costanti  indi- 
pendenti  dalla  a?,  ed  il  Calcolo  infinitesimale  porge  un 
metodo  speditissimo  per  la  determinazione  dei  medesi- 
mi;  ed  infatti  moltiplicando  il  secondo  membro  perF(x), 
abbiamo 


f/  \ k ^(x) 

f(r)  s=  A0 Aj 

x — aQ 


F(r) 
x — o, 


H-  ...-4-  A^_! 


F(*) 

x — o„.« 


Sostituendo  successivamente  in  luogo  della  x le  diverse 


236 

radici  aQ , at  , aa  . . . an-x  ciascuna  delle  frazioni 

F(x)  F(x)  F(x)  F(x) 

X — 1 do  X — — flj  3?  an~l 

» 

si  presenta  sotto  la  forma  indeterminata  di  ~ » delle 
quali  gli  effettivi  valori  sono 

F'(o0) , F (ai) , F ^aa)  9 • • • • F (<**-») 

quindi  per  la  determinazione  dei  coefficienti  A„  , Àx  y 
Aa  . . . A^i  sussisteranno  altrettante  equazioni 

f(ac)  = A0F  (do)  > f(®i) £==  AiF,(ol)  , • • • 

f(aj)  = AaF \a2)  - • • %«-»)  = A^j  F (a^) 

e per  conseguenza 

f(a0)  k f(fli)  A %*)  • f(art-') 

= fK)’  A,“F'(«,)’  3 F'K)  ""  F'(vo» 

Questo  metodo  è generale , e sussiste  nel  caso  ancora 
delle  radici  immaginarie,  purché  sieno  sempre  disugua- 
li, ed  è di  una  facilissima  applicazione  ai  diversi  casi 
particolari.  Supposta  sempre  reale  la  funzione  F(a?),  ed 
a-\~[ 3 — 1 una  radice  immaginaria  dell’  equazione 

f(x)  = o , lo  sarà  altresì  radice  della  medesima  equa- 
zione l’cspression  coniugata  a — — 1 , in  quest’ipo- 

tesi una  coppia  di  frazioni  semplici  avrà  per  numeratore 

*(«•+•$/■—  1)  f(  a — jSj/* — 1 ) 

F'(*-+-p l/— 1)’  F'(  a — /3|/‘ — 1 ) 

e per  denominatori  i fattori  lineari  coniugali 
x — & — 1 » «H-/ 3|/^— 1 
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f(  cg  — 1 ) 

F'(«  — 1 ) 


= A — Bl/* — 1 


cd  insieme 


tid—ptf—i  > 

F'(a  — — 1 ) 


= A + Bj/"“  1 


le  due  frazioni  semplici  diverranno 


A — BiA—  1 A -4-  1 

x~~  a — /S|/  — - i ’ * — a -+-  /S^ — 1 


quali  sommate,  e ridotte  porgono  la  frazione 

2A  (x— a)  2B/3 
( x — «)a  H-  i 3a 


priva  di  quantità  immaginarie. 

106.°  Queste  formolo  si  applicano  fra  le  altre  allo 
spezzamento  delle  frazioni 

xm  a?* 

x n — 1 ’ xn  -H  1 


m,  n essendo  due  numeri  interi,  m < n,  cd  n potendo 
essere  o pari  od  impari.  Considerando  la  prima  frazio- 
ne, noi  avremo 

f(x)  = x"  , F(x)  = x*  — 1 


quindi  tutte  le  radici  disuguali  delfequazione 

x*  =*  1 

saranno  della  forma 

2 kn  , _ • 2*rr  0 ^ . 

x = cos  • ztz  — 1 sen = oc  py — 1 


n 


n 


I 
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Di  qui  per  una  qualunque  di  queste  radici 


f(x)  a**  'rm+I  1 / 2A(m+1)7T 


F'(x)  nxn 


1 a*'*'  1 / 

- = = — ( 

” 1 n n \ 


cos 


n 


sen 


A — Bt/*—  1 


c perciò 


2 A:  7r  2 kn 

a = cos , p e=s  seu 


n 


n 


2/c(m-+-1)7r\ 


A = — ^cos  ) , B -sen 


n J 


_ 2£(m-M  )7r 
n 


n 


dunque  per  ogni  coppia  di  radici  immaginarie  coniuga- 
te si  otterrà  la  frazione  razionale 


2k(m-{-  1 ) 7C  2kmit 

«»/  \ ^ v-r  cos cos 

2A(x — a)  -4-  2Bj3  2\  n n 


(x—  «)»-+-  fi*  »)  2*7: 

x*  — 2x  cos -+-  1 

» 


Ora  i valori  di  k per  n impari  sono 


o , \ , 2 , 3 . . . 


»—*  1 


c per  conseguenza  sotto  questa  ipotesi 


x** 


x*  — 1 


J2 

n 


2 ( m -f-  1 ) 2mn; 
x cos cos 


n 


n 


2(x-l) 


2n 


xa  — 2x  cos  — •+•  t 
n 


(n  — l)(m-|-1)7r  (n  — 1)m?r 
x cos  cos  


n 


n 


_ (n  — 1 ) n 
x * — 2x  cos  - -h  1 


n 


Digitized  by  Google 


239 


Quando  n é pari,,  i valori  di  A*,  sono 


n — 2 ti 
0 » 1 i 2 , 3 . . . ^ ) ~ 


c perciò 


2 (m  1)  7r  2 mTr 

x cos  — 1 cos 


n 


n 


a?“  — 1 n j 2(x-1) 


2tt 

x2  — 2x  cos h 1 

n 


•••  * 


(n  — 2)  (m  -h  1 )tt  (n  — • 2)m7r 

X cos cos  

n n ( — 1)-^=» 


In  — 2 ) n 

x2  — 2jc  cos h 1 


2[jj  -j—  1 j 


n 


L’ullimo  termine  di  questa  frazione  convicn  porlo  sotto 
l’ambiguità  del  segno,,  poiché  per  m impari 


e per  m pan 


cos  m 7T  =s  — 1 


cos  m t:  = 1 


Nello  stesso  modo  prendendo 

f(x)  — xm  , F(x)  = r"  + 1 

tutte  le  radici  immaginarie  disuguali  dtìll’cquazione 

r 

X«  = — . 1 


sono  comprese  nella  formola 


(2k  -4-  1 ) 7i  _ (2A  -f-  1 ) 7T 

x =*  cos rb  v - 1 sen 


» 


Quando  n ò impari,  allora  lutti  i valori  che  può  rice- 
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vere  k saranno 


1 ) 3,  5 , . . . n 2 , n 
d’onde  in  questo  caso 


af71 


xf1  4-  1 


(m*H  1)  rr  m 7r 

x cos — cos  — 

2 ] n n 

n i „ TX 

x* 1 2  — . 2r  cos 1 

» 


(n  — 2 (m-f-  1)?r  (n  — 2)7: 

x cos cos , 

n n ( — 1 )mI 

",,r  " "r  1 , ~ " , , 


( n — 2 )n 

x a — 2x  cos -+•  1 


2[x  -f-  1 j 


n 


Nell’ipotesi  di  n pari,  i valori  che  potrà  ricevere  k sono 

1 , 3 , 5 j ...  u — 1 

e perciò  supposto  n pari 


xm 


x*  •+•  1 


(m  -f-  1 hi  mir 

x COS cos  

2 ^ n n 

n \ 7i 

■ x 2 — 2x  cos  — 1 

n 


(n  — 1 ) (m  -f-  1 )tt  (n  — 1 ) ?r 

x cos- cos  - 


« 


» 


(n  — 1)  7T 

x2  — 2x  cos h 1 

n 

È facile  poi  di  vedere  cosa  divengano  queste  differenti 
formole  se  il  numero  m<^n  divenga  eguale  ad  n — 1 . 

107.°  Se  il  grado  n della  funzione  intera  F(x)  ri- 
sulti dal  prodotto  dei  fattori  ripetuti 

( x — a )m' , ( x — b ) m"  ; ( x — . c )m"' , . . . . 
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per  coi  sia 

F(x) =(*  — ay  ( x—  b y ( x—cy . . . 

ed 

m -f-  m"  4-  m " 4-  . . . = n 

• i 

allora  per  ciascun  fattore  ripetuto,  la  frazion  razionale 

si  decomporrà  in  egual  numero  di  frazioni  che  avranno 
il  numeratore  costante,  e per  denominatore  le  successive 
potenze  dei  medesimi  fattori  lineari  decrescenti  succes- 
sivamente di  un’unità,  vale  a dire 

j(x)  A°  I A|  I Am/~l 

F(x)  (x  — a)m'  (x — ’’  x— ■ a 

, B.  B,  B„-., 

(x  — b y (x — b)m"~l  ***  x — b 


x — c 


Alla  determinazione  dei  primi  coefficienti  A0  , B0,  C0  ... 
si  giunge  in  un  modo  del  tutto  simile  al  precedente;  si 
moltiplichi  infatti  il  secondo  membro  per  F (t)  , è evi- 
dente che  ciascuna  delle  frazioni 


F(x)  F(x)  F(.r) 

( x — a)m>  9 (x  — by*  * (x  — b)m"'  * 


si  pone  sotto  la  forma  indeterminata  di  — , e per  ri- 
cavare i veri  valori  dovremo  eseguire  m derivazioni 
nella  prima ^ m"  nella  seconda,  mf  nella  terza , ...  e si 
avrà 


F(-0  (a) 

1 . 2.  3..  m!  * 


F>")  (b)  ¥(”'"1  (c) 

1.2.  3 ..ni'  • • . * 1.  2.  3 ..m"  ' ’ ’ * ‘ 


16 
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Ora  la  moltiplicazione  per  F(.r)  nel  secondo  membro 
della  frazione  razionale,  e la  supposizione  successiva  di 
#=a,  x —b  j x c=  c , . . . annullerà  tutti  i ter- 
mini ad  eccezione  di  quei  che  hanno  per  coefficienti 
Ao  , B0  , C0  , . . . e quindi  per  la  determinazione  dei 
medesimi  abbiamo  le  condizioni 


F;*0  [a) 

1 . 2.  3 ,m  ’ 


FXO  (b) 

I.  2.  3..  m" 


ì/f  * 


F!"  ) (c) 

f(c)=C„  1 23 

dalle  quali 

_ 1.  2.3..  m'f(a)  „ 

Af  " /i  i i ) « 

(a) 


1 . 2.  3..  in 'f($  ) 
Fi-")  (A)  7 


„ 1 . 2.  3..  m f(c) 

Co==  F^}  (c)  y • • ; 

Per  gli  altri  coefficienti  Ac  , Aa ..  ...  Am;.!  si  moltipli- 
chi il  primo  e secondo  membro  della  frazion  razionalo 
per  ( x — a)-' , sarà 


f(x)  (x  — a)m' 
F(x) 


— — Ac  *4“  Ai  (i  ’ ■ o)  —4—  Aj  («r  1 rn  et)2  ■ 1 * «••• 
■+•  Am.-i  (x  — a)-'1 


ove  eseguendo  i»  — 1 derivazioni  riguardo  alla  x,  ri- 
sulterà successivamente 

ffx)  [x  — aW' 

D*  ir ; ■ ■ ■’  = Ax  4-  2Aa  (x  — a)  -4-  3A3  (x  — a )* 

f(x) 

•+• . • -4-  (m  — 1)  AmLi  (x  — o)  m'-a 
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_ Ux)  [x  — a)m’  . . . ■ ; 

Dx — = 2A2  «4-  2.  3A3  (x  — 0)  4“ .... 


m 


4-  (rri  — 1)  (tri — 2)  Aw-,  (x  — a)"1'-3 


• . • • • * • • 


Dr*  f(x)(y  g-°  1 • 2.  3 ...  (m- 2)  («'-  1)  A,^-, 

F(x) 


nelle  quali  ponendo  x = a svaniranno  tutti  i termini 
che  moltiplicano  B0 , B, . . . C0 , C,  t<  ...  e rimarrà 

soltanto  per  Ar , À2 . . . Am'_t  la  formola 

* * « 

• . * * . 1 * 

* » » * • . . * ♦ j* 

1 r f(r)  (x— a)"‘' 

M 1.2.3  ..r  x F(  r) 


ove  r sia  fra  i limiti  r=o,  r = m' — 1 

Il  primo  coefficiente  A0  si  esprime  anche  per  ,r=a 
con  - ‘ . 


Ao 


{(x)  (x  — a Y 


e che  si  riduce  a quello  di  già  trovato.' 

Nello  stesso  modo  se  il  secondo  membro  della  fra- 
zione razionale  si  moltiplichi  successivamente  per 
(x  — b)m"  , (x  — cY" , risulterà  dopo  la  derivazione,  e 
sostituzione  di  x = b,  o di  x = c , . . . per  i coeffi- 
cienti B, , Ba . . . Cj  , C3  l’espressione  generica 

♦ 

• • » ^ « 

B ! d'  f(*>  («  -Jl 

■ r 1. 2. 3 ...r  • F(r)  • ; 

cd  insieme 

1 -f(t)(r-cK" 

• * F(x).- 
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nella  prima  r compreso  fra  i limiti  o,  ed  m — 1 , e 
nella  seconda  fra  o,  ed  m — 1 . 

. 1 08.°  La  forma  dei  coefficienti  A0  j A1  ...  B0  , Br  .. 
Co  9 Ct  ...  non  che  il  secondo  membro  della  frazion  ra- 
zionale può  ricevere  alcune  trasformazioni  che  è ben  di 
conoscere. 

Se  ciascuna  delle  funzioni 

<p(x)  , ^(r) , x(x)  j . . . 

rappresenti  il  prodotto  di  quei  fattori  delia  F(x)  di  gradi 

« # 

9i  — ifi#  =s  in  m " «+• . . j n — rn  ■=  w + m «f»  ... . 

« 

n — m"  =m'+*i"+  . . . . 


potremo  porre  identicamente 

F(x)  =s » (x— o)”*'  p(x)  — (x — 4)1*''  ip(  r)  = (x  — c)"*’'*  ^(x)  = „ 
d’onde  per  nn  coefficiente  qualunque  sarà 


1 

1.  2.  3 ..  r 


il 

?(r) 


1 


1.  2.  3..  r 


il 

<K*) 


i 

1 . 2.  3..  r" 


JW 

.X(*) 


ove  dopo  le  derivazioni  si  ponga  x=a,  x=4,  x=c,  .... 
Facciamo  inoltre 


f(*) 

9(*)== 


«.(*) , 


f(z) 

X(*> 


$>(*) , 


• • • # 


i coefficienti  diverranno 


245 


1 

1.2.3 


- ¥r)  (*)  » 
r 


1 

1.2.  3..  i* 


W)  (6) 


1 


1.2.3  ..r 


(«)»••• 


Sostitnendo  adesso  questi  coefficienti  nel  secondo  mem- 
bro della  frazion  razionale,  otterremo 

, t 

f(x)  »(a)  <t>'(«)  1 $"(a) 

F(r)  (x  — - a)"*'  (x—  a)'*'-*  1.2  (x — a),n“a 

1 $("»'-*)  (a) 

4- ...  -H  1 . 2.  3..  ^ j x — a 


*,(*)  it  1 •/(*) 
"*"(*  — 6)*«"  ’+’  (*— $)*"-«  1.  2 (x 

1 $,K-’)(4) 

*"  1.  2.  3..  m'— 1 b 


Ora  non  è difficile  di  vedere  che  ciascun  sistema  di 
frazioni  semplici  relativa  ad  una  radice  a,  non  è altro 
che  la  derivata  dell’ordine  m'—  1 riguardo  ad  una  va- 
riabile ausiliare  x della  funzione 

*(*) 
x — x 


e divisa  in  fine  per  il  prodotto  1.  2.  3..  m'—  1 , e so- 
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stituilo  a in  luogo  della  Zj  cosicché  sia  identicamente 


f(-r)  _ 1 , D„,-i  $(*)• 

F(x)  1,2.  m — 1 * x— , . 


1 


1.  2.  3 ..  m" — 1 


Dr 


•-Ì 


OC-+-Z 


• 0 0 0 


Questa  forinola  ha  il  vantaggio  di  ridurre  la  decompo- 
sizione delle  frazioni  razionali  airultimo  grado  di  sem- 
plicità. Che  se  di  più  sostituiscansi  i valori 

, * 

*(*) - (*  - «)-' ; *.<*> =!§-(-'-  *K  > ■■■- 

t(z)  f(-) 


e facciasi  ancora 


Ax) 


f(x) 

¥(x) 


I 

risulterà  per  Io  spezzamento  della  frazione 


A*) 


V7 


1.  2.  3..  iti — 1 


-i  /(-)  (*  — a)"4' 


jc  — z 


1 


1 . 2.  3..  w ■ — 1 


» ) 


V? 


-,,yw  (*.— *k 


i • » » 


t * 


<• 


ove  dopo  le  derivazioni  dei  successivi  termini  si  porrà 
js  =•  a , zt=i,  ...  Quando  alcune  delle  radici  «,  ó c ... 
non  fossero  ripetute,  allora  m = m"  = rrì“ ...  c=  1 , «d 
il  secondo  membro  diverrà 


x »—  z 


x 
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. . . ..  f(*)  (*  — a) 

hm/(c)  (*  — a)  = lim — 


JW 

F» 


così  otterremo  immediatamente  i valori  dei  coefficienti 
di  già  trovati  nell’ipotesi  delle  radici  ineguali  della  equa- 
zione F(x)  c=s  o.  Per  riportare  un  qualche  esempio  sia 
la  frazione  razionale 

1 

(x  — 1 )a  (x  -+-  3) 
avremo  dalla  formola  generale 

1 __  1 1 
(x — I)1 2  (x  •+•  3)  (x  — z ) (z  — I)3”*"  (x — z)  (z  4-  3) 


Nel  primo  termine  si  d eve  porre  z = — 3 e nel  se- 
condo z = 1 dopo  la  derivazione,  ed  in  questa  ipotesi 
si  trova 


lim 


(x— ■*)(*  — 1)* 


1 

(x  -:)(:  + 3) 


1 

16(x  — fj 


c per  conseguenza 

1 1 1 1 

(x — 1)*(x-f-3)  1 6(^-4“  3)-  4(x  — 1)a  1 6 (x  — ) 

109.°  La  formola  generale  alla  quale  siam  giunti  nel 
precedente  paragrafo  per  la  decomposizione  delle  frazioni 
razionali  in  frazioni  semplici  si  applica  con  gran  faci- 
lità al  caso  anche  delle  radici  eguali  reali;  quando  que- 
ste radici  ripetute  fossero  immaginarie,  le  riduzioni  fra 


2.49 

applicazione  del  calcolo  differenziale 

» « 

ALLA  GEOMETRIA 
INTRODUZIONE 


Sulla  posizione  dei  punti  situati  in  un  pianor  o nello 
spazio j e sul  limite  verso  il  quale  converge  V arco 
alla  corda  di  una  data  curva . 

i 


110.°  Da  un  gran  tempo  i geometri  hanno  imma- 
ginato di  fissare  la  posizione  dei  punti  situati  in  un  pia- 
no, o nello  spazio  per  mezzo  di  due,  o di  tre  coordi- 
nate, che  potranno  scegliersi  di  differenti  specie,  fra  le 
quali  noi  nomineremo  in  particolare  le  rettilinee,  c le 
polari.  Nel  caso  delle  coordinate  rettilinee,  se  gli  assi, 
ai  quali  si  riportano  sono  uniti  ad  angolo  retto.,  allora 
gli  assi  si  diranno  rettangolari,  od  ortogonali,  come  or- 
togonali saranno  le  coordinate.  Se  si  tratta  di  punti  si- 
tuati in  un  piano  una  delle  coordinate  diccsi  ordinata  e 
l’altra,  ascissa , come  asse  delle  ordinate,  ed  asse  delle 
ascisse  si  chiamano  le  rette  alle  quali  si  riportano,  li 
punto  d’intersezione  degli  assi  per  qualunque  sistema 
di  punti  situati  in  un  piano,  o nello  spazio  diccsi  ori- 
gine delle  coordinate.  Una  relazione  generica 

/(*>»)  = «>  O f(x,  y)  = C 

1 • 

fra  l’ordinata  y,  e l’ascissa  x,  la  quale  proyeniendo  da 
una  proprietà  caratteristica  della  curva  piana  sussiste 
per  tutti  i punti  della  medesima , dicesi  Equazione 
della  curva  o della  linea.  Prendendo  l’ascissa  x per  va- 
riabile indipendente , 1’  ordinata  y sarà  funzione  dell’ 
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ascissa  x , cosicché  supponendo  l’equazione  risoluta  si 
farà 

y =»/(*) 

Le  curve,  o le  linee  poi  si  distinguono  in  differenti  or- 
dini, che  si  desumono  dal  grado  della  funzione  intera, 
o deirequazioue  della  quale  sono  espresse.  Le  curve  di 
questo  genere  si  dicono  algebriche.  Un'equazione  fra  x,  y 
espressa  da  quantità  trascendenti  porge  il  nome  di  tra- 
scendenti alle  curve  alle  quali  si  riferisce  : in  quest’ipo- 
tesi indefinito  sarebbe  l’ordine  della  curva,  come  inde- 
finito è il  grado  dell’equazione  : le  coordinate  polari  dei 
punti  situali  in  un  piano  si  riducono  ad  una  distanza 
variabile  del  punto  mobile  da  un  punto  fisso,  c ad  un 
angolo  variabile  che  questa  distanza  forma  con  una  retta 
data  di  posizione  che  passa  per  il  punto  fisso.  La  di- 
stanza variabile  dicesi  raggio  vettore , come  polo  si  chia- 
merà il  punto  'fisso.  Spesse  volte  si  rende  assai  utile 
l’avere  l’equazione  di  curva  piana  a coordinate  polari, 
ove  si  considera  il  raggio  vettore  funzione  dell’  angolo 
preso  come  variabile  indipendente. 

Quando  i punti  sono  situati  nello  spazio,  allora  la 
coesistenza  di  due  equazioni 

<p(x,  z)=?*o  , 6(y,  *)  = © 

fra  le  coordinate  rettilinee  Xj  y,  z delle  quali  una  qua- 
lunque z sia  presa  per  variabile  indipendente  rappresen- 
terà necessariamente  il  corso  di  una  linea  nello  spazio, 
che  suol  anche  chiamarsi  Curva  a doppia  curvatura:  una 
sola  equazione 

/(  X,  Jf,  i ) = 0 

esprime  una  superficie  curva , nella  quale  per  ciascun 
valore  di  una  delle  coordinate  porge  una  linea  parallela 
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al  piano  delle  altre  due.  Infine  le  due  equazioni  simul- 
tanee 

f,(x,y,z)  — o 

rappresenteranno  una  linea  a doppia  curvatura  prove- 
niente dall’intersezione  di  due  superficie  curve  ; elimi- 
nando successivamente  le  tre  coordinate  ar,  y,  z , otter- 
remo tre  equazioni 

?(y,  * ) = o , <ìix,  t)  = o , x(x>  v)  = 0 

le  quali  appartengono  alle  projezioni  della  linea  propo- 
sta nei  piani  yz  , xz  , xy  j una  qualunque  delle  tre  é 
una  conseguenza  delle  altre  due  , e perciò  una  linea 
nello  spazio  viene  completamente  determinata  per  mez- 
zo delle  curve  di  projezionc  nei  tre  piani  coordinati.  Le 
coordinate  polari  dei  punti  nello  spazio  si  riducano  ad 
un  raggio  vettore,  e a due  angoli  compresi  fra  dati  li- 
miti. 

111.®  Veniamo  ora  a dimostrare  un’importante  pro- 
prietà delle  curve,  che  si  verifica  per  tutte  quelle  esten- 
zioni  di  archi,  ove  non  venga  alterala  la  legge  di  con- 
tinuità. 

In  un’arco  di  curva  infinitamente  piccolo  immagi- 
niamo due  punti , che  sicno  inegualmente  distanti  dai 
punti  estremi  del  medesimo  arco,  e si  conducano  per  i 
quattro  punti  tre  corde  consecutive  ; prolungando  fino 
al  loro  incontro  le  due  estreme,  l’arco  s intercetto  fra 
i due  punti  medi  è maggiore  della  corrispondente  cor- 
da c , e minore  della  somma  delle  due  rette  spezzate 
comprese  fra  i punti  medi  fino  al  loro  incontro  deter- 
minato dal  prolungamento  delle  corde  estreme.  Ciò  po- 
sto sarà  facile  il  provare  che  convergendo  verso  Io  zero 
le  due  quantità  c ed  s si  avrà 

lim  -^1 

M 
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Ed  infatti  se  in  tutta  l’estensione  dell’arco  infinitamente 
piccolo  si  mantiene  la  legge  di  continuità  senza  dar  luo- 
go ad  alcun  punto  singolare.,  allora  le  corde  che  vanno 
da  un  punto  ad  un’altro  comprenderanno  angoli  che  in- 
finitamente poco  differiranno  da  due  angoli  retti  : chia- 
mando adunque  £ l’angolo  esterno  infinitamente  piccolo 
delle  due  rette  a,  b avremo  dal  triangolo  ( a,  ò,  e ) per 
un  nolo  teorema  di  trigonometria 

c*  = a1  b*  -f-  2 abe  cos  s 
e sostituendoci 


cos  £ = i — 2 sen*  J e 

si  dedurrà 

c*c=(fl4i  à)1  — 4 ab  sen*  1 1 

d’onde 

c*  A ab 

Per  conoscere  verso  qual  valore  converga  il  secondo 
membro  basterà  avvertire  che 

Aab  / a — b\  % 

(a  -+-  bj * \a  -+-  b) 

* 

è una  quantità  minore  dell’unità,  e perciò  il  coefficiente 
di  sen*  Je  non  può  divenir  infinito  , quindi  per  e — o 

lim . — - — = 1 
a 4-  b 

e siccome  l’arco  i <C  a b , cosi  a più  forte  ragione 

lim  — =a  1 

i 
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come  ci  eravamo  proposto  di  dimostrare.  Nelle  appli- 
cazioni che  faremo  del  Calcolo  infinitesimale  alla  geo- 
metria uno  dei  mezzi  di  abbreviare  i calcoli  nell’  uso 
delle  coordinate  o rettangolari,  od  oblique  sarà , come 
osserva  il  sig.  Cauchy , quello  di  risolvere  le  questioni 
per  mezzo  di  forinole  ciascuna  delle  quali  esprima  l’e- 
guaglianza di  più  frazioni,  che  sieno  funzioni  simili,  o 
funzioni  simmetriche  delle  coordinate.  » 

■ ■>■ 

APPLICAZIONI  ALLA  GEOMETRIA 
A DUE  DIMENSIONI. 


Sull* inclinazione  di  una  Curva  piana  m un  punto  dato . 
Espressione  del  differenziale  dell* arco.  Equazione 
delle  rette  tangente  e normale  a questa  curva . 

— !■  — . 

112.°  Una  delle  primarie  ricerche  del  Calcolo  dif- 
ferenziale alla  geometria  é di  conoscere  le  inclinazioni 
che  le  curve  presentano  nei  respcttivi  loro  punti  rap- 
porto ad  una  data  retta  cognita  di  posizione  : questa  in- 
clinazione si  determina  per  mezzo  di  certe  funzioni  tri- 
gonometriche degli  angoli  che  le  rette  tangenti  alle  cur- 
ve formano  con  gli  assi  delle  coordinate.  Tal’é  la  que- 
stione che  andiamo  presentemente  a risolvere  in  tutta 
la  sua  generalità  nelle  curve  piane.  Premetteremo  che 
una  retta  tangente  ad  una  curva  in  un  punto  dato  è il 
limite  verso  il  quale  converge  una  secante  condotta  per 
questo  punto  , quando  si  faccia  ruotare  in  modo  che  i 
due  punti  d'intersezione  si  riducano  ad  un  solo. 

Sieno  pertanto  xy  y le  coordinate  rettilinee  di  un 
punto  qualunque  di  una  curva  data  rappresentata 
dalla  equazione 


! I—A*ì 


% 
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Se  Ar,  A y sono  incrementi  infinitesimi  delle  due  coor- 
dinate, e dal  punto  (x,  y)  si  passi  al  punto  (x-4-Ax,y-f-Ay) 
è evidente  che  immaginando  una  corda  la  quale  passi 
per  questi  due  punti  della  curva,  e chiamando  9 V an- 
golo che  la  medesima  viene  a formare  con  Tasse  delie 
ascisse,  ed  A.,  l’angolo  delle  coordinate,  sarà 


sen  9 Ay 

sen  ( A — 0 ) A x 


P angolo  9 si  prenderà  con  il  segno  , o con  il  se- 
gno — , secondo  che  il  movimento  della  corda , o se- 
cante, e diretto , o retrogrado.  Supponiamo  adesso  che 
gli  indicati  due  punti  della  curva  per  i quali  passa  la 
corda.,  o secante  vadano  continuamente  ad  avvicinarsi , 
allora  la  corda  verrà  sensibilmente  a confondersi  con  la 
curva  nei  punto  (x,  y);  ed  iu  altri  termini  verrà  a pren- 
dere la  direzione  di  una  retta , la  .quale  avrà  un  sol 
punto  (x,  y)  commune  con  la  curva,  e che  si  chiamerà 
tangente : questa  condizione  verificandosi  nel  continuo 
decremento  di  Ax , Ay  ne  verrà  che  posto  simultanea- 
mente Ar=o,  Ay=o,  il  loro  rapporto  convergerà 
verso  un  limite  positivo,  o negativo,  e differente  da  zero  : 
questo  limite  coinciderà  con  il  rapporto  dei  differenziali 
dx,  dy,  e per  conseguenza  chiamando  <p  il  limite  positivo, 
o negativo  verso  il  quale  converge  l’angolo  9j  si  avrà 


sen  9 

sen  ( A — 9 ) 


= db  lim 


^y  = _tdv 

Ax  dx 


l’angolo  9 è ciò  che  dicesi  Inclinazione  della  curva  al 
punto  (x,  y)  rapporto  all’asse  della  x.  Il  segno  -4-  avrà 
luogo  se  la  y cresce  con  la  Xj  ed  il  segno  — nel  caso 
opposto.  La  precedente  espressione  somministra  il  rap- 
porto dei  seni  degli  angoli  che  una  retta  tangente  alla 
curva  nel  punto  (x,  y)  forma  con  gli  assi  delle  coordinate: 
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inoltro  avendosi  dairequazione  della  curva 

d.V  su  \ 

te = * 

Cosi  potremo  anche  scrivere 


sen  9 d y 

sen  ( A — 9 ) dr 


Il  secondo  membro  sarà  positivo  o negativo , secondo 
che  la  y cresce  con  la  x,  o viceversa.  Da  questa  tolti- 
ma  forinola  si  potrà  dedurre  i’  espressione  di  una  fun- 
zione trigonometrica  deirinclinazione  9 per  mezzo  degli 
elementi  della  curva.  Nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali  si 

ha  per  A = — - 

d’y 

tang  9 = — = y 


cioè  in  una  curva  piana  riferita  a coordinate  ortogona- 
li , la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  che  la  retta 
toccante  la  curva  noi  punto  (x,  y)  forma  con  l'asse  delle 
ascisse  è sempre  eguale  alla  funzione  prima  derivala 
dell’ordinata  y. 

113.°  Si  sviluppi  ora  il  seno  della  differenza  A — 9,  ( 
c si  divida  il  primo  e secondo  membro  per  cos  9 , ri- 
caveremo con  facilità 


tang  9 


dy  sen  A 
dU  -t-  dy  cos  A 


ovvero 


tang  9 = 


y'sen  A 
1 4-  y'cosA 


Questa  formola  somministra  egualmente  la  tangente  tri- 
gonometrica d’inclinazione  delia  curva  ai  punto  ( x , y) 
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rapporto  all’asse  delle  ascisse.,  e si  riduce  al  valore  della 

7T 

funzione  prima  derivata  per  A =*  ~ . Sostituendo  nella 

precedente  equazione  il  rapporto  del  seno  al  coseno,  e 
separandoli  fra  di  loro  per  mezzo  di  frazioni  simmetriche., 
avremo 

sen  9 cos  9 

dy  sen  A d-r  -t-  dy  cos  A 


nelle  quali  il  valor  comune  vicn  dato  dalla  teorìa  delle 
proporzioni  per  mezzo  deireguaglianza 

r ^ ' 
^ I ^ 

sen  9 cos  9 j/^sen’9 cos*© 

dy  sen  A Ax  dy  cos  A 1/  dylsenaA-H  (dar-HÌy  cosà)* 


d’onde 


sen  9 


dy  sen  A 

t/  dr2-H  dya  2dx  dy  cos  A 


cos  9 = 


d r -4-  dy  cos  A 

\Z~dx*  -+-  dya  2cLr  dy  cos  A 


ove  introducendovi  la  funzione  derivata  y risulterà  an- 
cora 


sen  9 


ysen  A 

\/~  1 4*  y 21  4"  2y  cos  A 


cos  9 ss 


1 -4—  y/  cos  A 
\f\  4.^  + 2y'  cos  A 


Nell’ipotesi  delle  coordinate  ortogonali  si  ha  semplice- 
mente 


dy  dx 

SeQ  O ss  ZÌI  ■ ■ ■ , COS  © oc  it  — ; — 

dx* dy2  . ^dxa-fdy» 


Digitized  by  Google 


25*: 


ovvero  M j’  : t 7) 

sen  o = — — - — 7-  , cos  a = — — — 

l/^i  + ya  1/^1  + 


m 


* fi 


Da  queste  diverse  formole  si  ottiene  sempre  l'inclinazio- 
ne (p  di  una  curva  piana  rapporto  all’  asse  della  x per 
mezzo  delle  differenti  funzioni  trigonometriche. 

114.°  La  proprietà  che  abbiamo  dimostrato  per 
una  curva  qualunque  sul  limite  del  rapporto  della  corda 
all’arco,  fa  scoprire  una  relazione  rimarcabile^  che  esi- 
ste fra  i differenziali  dx,  dy,  ed  il  differenziale  del  cor- 
rispondente arco  ; ed  infatti  chiamando  s 1’  arco  della 
curva  compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  ( x,  y), 
rappresenteremo  per  A s 1’  arco  corrispondente  ai  punti 
(x,  y)ì  "+■  V -+-  Ay)  quindi  se  c sia  la  corda  dell’ 
arco  Asj  avremo  dal  triangolo  di  lati,  Ax,  A y,  c le  pro- 


porzioni 


Ay 


Ax 


o:H 


sen  9 sen(A — 9)  senA  ?.<-  ,ib 

Ora  dalla  prima  proporzione  si  ricava  . ^ 

o w 1 0 


Ay  sen  A Ar  + Ay  cos  A o) 
sen  9 cos  9 


e perciò 


Ay  sen  A Ar  -f-  Ay  cos  A 


sen  9 cos  9 

Ay  sen  A Ax  4-  Ay  cos  A 


b m 

&5TitfJ>h  ih 


sen  9 


cos  9 


= |/‘Ax,-i-Ay2-*-2ArAycosA 


.i.t 


dunque  per  il  valor  della  corda  otterremo 

c s=3  l/* Ax2  -4-  Ay2  -+■  2Ax  Ay  cos  A. 

Questa  espressione  si  potea  anche  dedurre  da  un  noto 

17 


I 
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teorema  di  trigonometria.  Per  trovare  l’equazioni  ai  li- 
miti si  osservi  che  in  generale  1’  arco  s è funzione  di 
una  delle  due  coordinate,  cosicché  prendendo 


si  ha 


i = 


Dividendo  adunque  l’arco  Ai  per  la  corda  c,  e passan- 
do ai  limili  si  ottiene 


às 

lim— - sa  1 

c 


lim 


ài 


àr 


ma 


V'  - $)■ 


ày 

+ cosA 
às 


dunque 


ovvero 


A*  di  ..  ày  d y , 


ds  — [f  dxa  *+-  dy*  -f-  2dr  dy  cos  A 


di  *==  dx[/“  1 -f-y'*  H-  2y'cos  A 


Nel  caso  delle  coordinate  ortogonali,  i precedenti  valori 
si  ridurranno  a 


dò-  = da?*  ■+•  dy*  j di  = d-c  1 -f-  y'* 

» 

É facile  ora  ottenere  i valori  di  sen  <p , cos  <p  d’inclina- 
zione della  curva  espressi  per  i differenziali  d Xj  dy,  di, 
e per  le  forinole  stabilite  neH’antccedente  parag.  avremo 


sen  <p  = 


dy  sen  A 
di 


cos  p = db 


(Le  •+•  dy  cos  A 

ds  *x  ' 
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quali  sono  comprese  nelle  consuete  proporzioni 

* » * 

sen  9 cos  9 i 

d y sen  A dx  4-  dy  cos  A da 

. . 

Per  gli  assi  ortogonali  abbiamo 

dy  dr 

sen  o = db  — , cos  o = zb  — 
ds  ds 

ad  ambedue  sono  comprese  nelle  proporzioni  , 

•«» 

sen  9 cos  9 1 

dy  dx  ds 

' 9 > 

* * 

Tali  sono  le  formole  più  interessanti  per  rappresentare 
F inclinazione  di  una  curva  piana  rapporto  ad  un  dato 
asse  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettilinee. 

1 1 5.°  La  retta  tangente  avendo  la  proprietà  di  pas- 
sare per  il  punto  unico  (x,  y)  della  curva  sarà  facile 
formare  la  sua  equazione.  Chiamiamo  Y,  X le  coordi- 
nate di  un  punto  qualunque  della  medesima  retta  si  avrà 

X— x Y—y 
sen  (A  — 9)  sen  9 * 

Sostituendo  il  rapporto  dei  differenziali  dx,  dy  al  rap- 
porto dei  seni,  sarà  per  l’equazione  della  tangente  alla 
curva  nel  punto  (x,  y) 

\ dx  dy 

Queste  formole  sussistono  qualunque  sia  i’inclinazione  A 
degli  assi  coordinati. 
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Una  reità  diccsi  normale  ad  una  curva  nel  punto 
(x,  y)ì  quando  è perpendicolare  alla  retta  tangente  nel 
medesimo  punto.  Ciò  posto  siano  Xt , Yt  le  coordinate 
di  un  punto  qualunque  di  questa  retta  perpendicolare , 
e rappresenti  &>  l’angolo  che  la  medesima  contiene  con 
l’asse  delle  ascisse,  avremo  primieramente 


X,  — x Y,  — y 
sen  (A  — w)  sen  gj 

Se  vogliano  che  questa  retta  sia  perpendicolare  alla  tan- 
gente, converrà  che  le  due  inclinazioni  9,  ed  tu  verifi- 
chino la  condizione 


1 4-  tang  o tang  w 


Ma  dallo  sviluppo  di  sen  (A  — &>)  dedurremo  con  gran 
facilità 


tang  6)  = 


(Yt  — »/)  sen  A 
Xj  — x + (Vi  — y)  cos  A 


c per  Tinclinazione  $>  fu  trovato  ’o. 


tang  9 = 


dy  sen  A 


! 1 

(Y,  — y)  sen  A 


dx  4-  dy  cos  A 


dunque  '0  Kl}  > «vyo. 


Xx — x 4-  (Yj  — y)  cos  A 


d t 4-  dy  cos  A 
dy  sen  A 


à*j 


ove  faceudo  la  separazione  delle  variabili  Xt — or,  Yt — y, 
avremo  in  fine 


Y,  — y 
dx  4-  dy  cos  A 


(X,  — x) 


dy  4-  dx  cos  A 


2fi1 

Tale  sarà  l’equazione  della  retta  normale  alla  curva  nel 
punto  (x,  y ).  Introducendovi  la  funzione  derivata  y\  di- 
verrà 

’ Y'~~ y fa} 

1 -+-  y'cos  A y'-+- cos  A 

Togliendo  poi  i denominatori,"  ed  ordinando  rapporto  ad 
Xi  , Y,  e chiamando  r la  distanza  dell’origine  al  punto 
(r,  y)  j ossia  facendo 

r4  c=  x7  -+•  y4  -f-  2xy  cos  A 

avremo 

X,(  dx  •+•  dy  cos  A ) -f-  Y,(  dy  ■+■  dx  cos  A ) = rdr  ( /\  ) 
ovvero 

< 

( X|  -h  Y,  cos  A ) dx  -i-  ( Y|  -p*  X|  cos  A ) dy  = rdr 

TC  /*  +) 

Per  la  supposizione  di  A = — si  riducono  ad 

Y,-y  X,  — x JtV  . . 1 „ 

■=rdT=—  * ed  Y,-y  r(X.-r) 

ed  insieme  U (A  ' 

Xj  dx  -t-  Yx  dy  = rdr 

Da  queste  formole  si  vede,  che  l’Equazione  della  nor- 
male cangia  di  forma  nel  passare  da  un  sistema  obliquo 
ad  un  sistema  rettangolare  di  coordinate.  Infine  per  l’in- 
clinazione co  della  medesima  normale  all’asse  delle  ascis- 
se, abbiamo  "bai U 

( dx  -4-  dy  cos  A ) 

tang  «=* — — - — 

dy  scn  A 


Che  se  si  sostituisca  alla  tangente  trigonometrica  il  rap- 
porto del  seno , al  coseno  , c si  faccia  la  separazione 
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delle  variabili  dedurremo  . , 

t'p.ASZ 

sen  cj  cos  « / 1 

— (da*  -+■  d y cos  A)  dy  sen  A [/  dxM-dyM-2dxdy  cos  A 

ovvero 

' dr  -+-  dy  cos  A dy  sen  A 

sen  cò  = qz , cos  co  = dtz  - — 

ds  ds 


Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  si  avrà 


sen  co  = 


dx  dy 

— , COS  CO  ss.  -±Z  — 

ds  di 


Ognun  vede  che  fra  gli  angoli  9 , co  sussiste  la  relazione 


co  — 


n 

2 


116.°  Oltre  l’ottenuta  espressione  del  differenziale f 
di  dell’arco,  se  ne  può  dedurre  qualcun’altra,  che  po- 
trà essere  utile  a conoscersi.  Riprese  le  proporzioni  v" 


òoUl/A.\ w " 
v yi 


dy  sen  A do:  -4-  dy  cos  A 

= 4= # ds 

sen  9 cos  <p 


si  moltiplichi,  c si  divida  la  prima  per  sen  9,  e la  se- 
conda per  cos  9 , c dividendo  poi  la  somma  dei  due  nu- 
meratori per  la  somma  dei  due  denominatori,  la  nuova 
frazione  rappresenterà  anche  il  valor  comune  delle  me- 
desime, ed  in  conseguenza 


dy  sen  A dx  -f-  dy  cos  A _ _ 

— = = dysenAscnp-t-dxcos©H-dycos  Acosp 

sen  9 cos  9 

d'onde 

ds  s=»  dx  cos  9 -4-  dy  cos  (A  — o) 
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Nel  caso  degli  assi  ortogonali  si  riduce  a 
d$  = do:  cos  9 4-  dy  scn  9 

Sulle  precedenti  forinole  faremo  un’osservazione  non  pri- 
va d’importanza.  Se  ai  difTerenziali  dx,  dy  si  sostitui- 
scano Ax  , A y,  ed  all’angolo  9 l’ inclinazione  9 della 
corda  c con  l’asse  della  x,  allora  in  luogo  di  ds  dovrà 
sostituirsi  c,  per  cui  fra  le  altre  avremo 

c =s  Ar  cos  9 4-  Ay  cos  (A  — 9) 


Questa  formola  si  realizza  non  solo  con  quanto  si  è detto 
sul  principio  del  paragrafo  114;  ma  benanche  dall’os- 
servare  che  i lati  A x , Ay  producono  sul  terzo  lato  c 
due  projezioni  ortogonali 


Ax  cos  9 , Ay  cos  (A  — 9) 


la  somma  delle  quali  è compresa  nell’  intera  lunghezza 
del  lato  c. 

117.°  Prima  di  venire  a particolari  applicazioni  delle 
precedenti  teorie  fermiamoci  alquanto  a vedere  le  mo- 
dificazioni, che  prenderanno  alcune  delle  formole  stabi- 
lite, quando  l’equazione  della  curva  sia  rappresentata  da 
una  funzione  implicita  delle  due  coordinate.  Se  per  bre- 
vità pongasi 

« =*/(■*>  y) 


e c sia  una  costante  qualunque,  supporremo  che  l’equa- 
zione sia  data  da 

u «=  c , o f(x,  y)  c 


ed  avremo  dalla  differenziazione 
D xu  dx  4-  Dy«  dy  = o , ed  y' 


Datt  __ày 
Dyu  dx 


0>4 


/.  A 


( 


i 
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dalla  quale 


da’  d y 
Djtt  . -Da« 


ove  applicando  il  consueto  principio  delle  frazioni  sim- 
metriche sarà 


dx  dy  ^ \/~ djca  •+•  dy1  + 2dx  dy  cos^  A 

D yu  -D xu  6=8  1/ (D*u)a  h-  (Drtt)2  — 2Dxu  Drt<  cos  A 

' / 

e ponendo  per  brevità 

R =/(Dxn)*  -f-  (DyU)2  — 2Dxu  Dru  cos  a)* 
si  troverà  ' , 4 >, 


dx  =;  dt 


ds  D yu 

R 


ds  Dj« 
R 


1 


Con  questi  valori,  fespressioni  di  sen  9 , cos  9 ottenuti 
alla  fine  del  parag.  114  si  trasformeranno  in 


D xu  sen  A 


cos  9 =3 


DjW  — Dxu  cos  A 
R 


e f equazione  della  tangente  ottenuta  al  principio  del 
parag.  115  diverrà 

(X  — x)  Dxu  -+-  (Y  — y)  Dyu  = 0 ( / ) 


Cioè  dalfequazione  differenziale  della  cuna  si  passa  all* 
equazione  della  retta  tangente  col  sostituire  ai  differen- 
ziali dx , dy  le  differenze  X — x , Y — y : ciò  avrà 
luogo  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettilinee.  Se 
i medesimi  valori  di  dx,  dy  si  sostituiscano  nei  secondi 
membri  di  sen  w coso  del  parag.  115  otterremo  per 
l'inclinazione  della  rètta  normale  rapporto  all'asse  delle 
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ascisse 


scn  « = 


D yu  — Dxu  cos  A 


R 


cos  6)  s=9 


DxU  sen  A 


e per  l’equazione  della 

y.-y 


s 

■ncvwalt-  n£0 

medesima  v * 1 - ^ c 


R 


X,  — x 


Drv  — Dxu  cos  A DxU  — Dyu  cos  A 

J£d'a 


- -(  m) 


nella  quale  separando  le  derivale  Dx«  , Dyu  avremo 
(Y, — y -4-  (X, — x)  cosA)  DxU — (Xi — x^(Yt — y)  cosA)D,u=o 

Cioè  dall’equazione  differenziale  della  curva  si  passa  all’ 
equazione  della  normale  col  sostituire  ai  differenziali 
ir,  dy  le  differenze 

Y, — y -f-  (XI—  x)  cos  A,  — £ Xt— — x ■+•  (V  t y)  cosA  J 
Quando  gli  assi  fossero  ortogonali  la  R diviene 

R«=^(  D*u  )*  ■+■  ( D,«  )>  y 

I differenziali  dx  , dy  rimangono  della  medesima  forma,  ; 
ma  per  sen  9 , cos  9 , si  ha 


sen  9 = 


1 ^ 

— DxU  ^ 

R 


cos  9 


— D « 
R y 


come  per  sen  a , cos  cù 


1 ^ • . 1 ~ 
sen  cù  = zfc  ~ Dyu  , cos  w = db.  — Dxu 

■* 

ii  f \ 

Infine  per  la  retta  normale  deduciamo  G.ulA  ^Vv\.)  ; 
(Y,  — y)  DxU  (X,  — x)  D yu  = o 
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Quindi  nel  caso  degli  assi  ortogonali  dall1  equazione  dif- 
ferenziale della  curva  si  passa  all1  equazione  della  nor- 
male col  sostituire  ai  differenziali  djr,  d y le  differenze 


Y, 


— 


Nell’equazione  u = e , la  funzione  u sia  omogenea  del 
grado  m , si  avrà 


jtDxM  -4-  yDyu  =.  mu 

d'onde  l’ottenuta  equazione  della  tangente  si  trasforme- 
1 rà  in 

X DxW  -f-  Y Dyu  « me 


Rappresentino  adesso  u,  t>,  tv  ... . altrettante  funzioni 
omogenee  a due  variabili  Xj  y la  prima  del  grado  m, 
la  seconda  del  grado  m — - 1 , c la  terza  di  m — 2, .... 
e supponiamo,  che  l’equazione  della  curva  sia  general- 
mente 


u v ■+■  tv  -4- ....  = c 


è evidente  che  l’equazione  della  tangente  sarà 


(Dxw<+-DxtH-Dxtv  (X — x)-+-(DywH-Dyt>-4-Dytv-4-...)(Y — y)=o 


ma  per  il  teorema  delle  funzioni  omogenee  ciascuna 
delle  u,  v,  tv  ....  verifica  le  condizioni 

xDxu  -f-  yDyu  = mu  j xDxv  -+-  yDyv  = (m  — 1 ) v 

> 

j:Dxtv  -4-  yDytv  ss  [in  — 2)  tv  , . . . 

dunque  infine  l’equazione  della  tangente  si  ridurrà  sem- 
plicemente ad 

X(DxW-+-DxV-4-Dxtv-4-....)-4-Y(Dyu-4-Dyu  -4-  Dytv  -4-...) 
«=*  me  — v — 2tv  — 
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La  quale  sussiste  in  qualunque  sistema  di  coordinate 
rettilinee. 

1 1 8.°  Veniamo  ora  ad  alcune  applicazioni  e consi- 
deriamo una  linea  del  sccond’  ordine  racchiusa  nell’equa- 
zione generale 

f ^ 

Ax2  -4-  By2  -f-  2C.ry  -4-  2A'x  4-  2B'y  =K  ! 
Differenziando  sarà 

(Ax  4-Cy  -h  AO  àx  4-  (By  -4-  Cx  4-  B)  dy  = o 
e quindi 

Ax  -+-  Cy  -4-  A' 
y ~ ~ By  -t-  Cr  -+-  B' 


Se  si  chiami  £ l’angolo  degli  assi.,  dalla  seconda  formola 
del  parag.  1 1 3 abbiamo 


tang  9 = — 


(Ax  -4-  Cy  -4-  A7)  scn  g 

By  -4-  Co;  b' — ( Ax  -h  Cy  4-  A)  cos  £ 


Sostituendo  nel  primo  membro  il  rapporto  del  seno  al 
coseno,  e facendo  la  separazione  delle  lince  trigonome- 
triche, sarà 


sen  9 cos  9 

(Ax  4-  Cy  4-  A')  sen  1 ( Ax  4-Cy  4-  A*)cos  £ — (By  4*  Cx  4-  B) 

Pongasi  ora  per  brevità 

A = A2  4-  C2  — 2AC  cos  £ , B = B2  H-  C2— 2BC  cos  e 
c = AC  4-  BC — ( C2 -f- AB  ) cos  e 
a'  = ÀA'  4-  CB'  — ( AH  -4-  À'C  ) cos  £ 

B*  = A C 4-  BB'  — ( A'B  4-  B'C  ) cos  £ 

K = A'2  4*  B'2  — 2A'B#  cos  £ 
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si  otterrà  per  il  valore  comune 


441 


sen  © 


cos  9 


(AxH-Cy-H-A')sen  s (Ax-+-Cy-HA')cos£  — (B y -+-  Cx-i-B) 


( ax1  *+■  Bya  4-  2cxy  -+-  2a'x  4-  2By4-K)^ 

•» 

Infine  ponendo 

h = 


K sen  e 


si 


(Ara  4-  Bya  4-  2cry  4-  2ax  4-  2b  y k)* 
dedurrà  <7CH*ù 

/ i 


sen  9 


A (Ax  -f-  Cy  A') 
K 


cos  9 = 


h [ (Ax  -f—  Cy  4-  A')  cos  £ — (By  4-  Cx  4—  B7)] 

K sen  £ 


Tali  sono  le  differenti  funzioni  trigonometriche  dell’  in- 
clinazione 9 che  in  un  determinato  punto  una  linea  di 
secondo  ordine  fa  rapporto  all’  asse  delle  ascisse.  Per 
l’equazione  poi  della  retta  tangente , avremo  dall’equa- 
zione differenziale  della  curva 


(Ax  4-Cy  4-  A')  (X — x)  (By  H-  Cx  4-  B')  (Y — y)  = o 

* \ * » 

ove  eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni,  e riduzioni  si 
trova  y 

C)  AXr+BYy+2C^XV  ± ?-*)-+-  2A'(^±?)  ■+■  2®'(^p)  = 

la  quale  ci  dice , che  per  passare  dall'  equazione  delle 
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linee  del  sccond’ordinc  all’Equazione  delle  loro  tangenti , 
basterà  sostituire  ai  quadrati  xa,  ya,  i rettangoli  Xx,  Yy  } 
al  prodotto  xy  la  semisomma  dei  prodotti  Xy  4-  Yx,  ed 
alle  x , y le  semisomme  di  X + x;  Y 4-  y.  Ciò  avrà 
luogo  qualunque  sia  l’inclinazione  degli  assi.  Non  è dif- 
ficile a vedersi , come  mostreremo  in  appresso , che  la 
quantità  A rappresenta  la  perpendicolare  abbassata  dall’ 
origine  delle  coordinate  sopra  la  direzione  della  tan- 
gente. Se  nell’equazione  della  tangente  si  supponga  noto 
il  punto  (X,  Y)  ed  incognito  il  punto  (x,  y)  della  curva, 
allora  la  questione  si  riduce  a condurre  da  un  punto 
dato  (X , Y)  fuori  di  una  linea  di  secondo  ordine  una 
retta  tangente  alla  medesima  curva.  In  quest’ipotesi  com- 
binando per  via  di  sottrazione  l’equazione  della  curva,-  - 
, «2^  e della  tangente,  e fatto  per  semplicità 


AXa  BYa  + 2CXY  4-  2A'X  4-  2B'Y 

K,=  4 

• * * % 

troveremo  per  le  nuove  coordinate  >3  l’equazione 

A?a  4-  B>3a  4-  2C?>3  -h  2A'§  4-  2B/vj  *=  Kt 

la  quale  appartiene  egualmente  ad  una  linea  di  secondo 
ordine  , e determinerà  i punti  di  contatto  della  prima 
con  la  sua  intersezione. 

119.°  Liquazione  della  tangente  ordinata  rapporto 
ad  X,  Y o ad  x,  y porge  sempre  una  funzione  lineare 
delle  X,  Y,  o delle  x,  y,  e si  avrà  nel  primo  caso 

(Ax4-Cy4-A')  X-4-  (By  4-  Cx  4-  B )Y=K  — (A'x  4-  B y), 
e nel  secondo  , 

(AX4-CY4-A')  x4-(BY4-CX4-B')y  = K — (A'X  4-  B Y) 
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Quante  volte  venga  dato  il  solo  punto  (rr,  y)  nella  curva, 
non  si  potrà  in  generale  condurre,  che  una  sola  tangente, 
ma  airopposto  dato  il  punto  esterno  (X,  Y)  si  potranno 
condurre  più  tangeuti  alla  medesima  curva.  Immaginiamo 
adunque  due  punti  in  una  linea  di  secondo  ordine  con- 
giunti per  mezzo  di  una  corda  ; se  da  questi  punti  si 
conducano  le  loro  rcspetlive  tangenti,  s’ intersecheranno 
in  un  punto  (X,  Y).,  o fra  le  coordinate  X,  Y,  ed  jc,  y 
sussisterà  la  riferita  equazione  nella  quale  considerando 
variabili  or,  y potrà  anche  servire  a rappresentare  la  ret- 
ta., che  unisce  i due  punti  di  contatto.  Supponiamo  che 
l’equazione  di  questa  corda  sia  della  forma 

ar-t-  j3y  = 7 

allora  per  determinare  il  punto  d’incontro  (X,  Y)  delle 
due  rette  tangenti  si  avrà 

a AX-f-CY-f-À'  jS  BY-4-CX-hB' 
y K — (À'X  -t-B'Y)  ’ 7 ^K  — (A'X-t-BY) 

le  quali  risolute  rapporto  ad  X , Y saranno  le  coordi- 
nate del  punto  d’  incontro.  Supposto  poi  che  fra  le  — , — 

...  7 7 

sussista  una  qualche  relazione 


allora  dopo  di  aver  sostituito  i valori  di  — j — ot- 

7 7’ 

terremo  fra  X,  Y un’  equazione  la  quale  appartiene  al 
luogo  geometrico  del  vertice  X,  Y,  e dipendente  dalla 
condizione  a cui  deve  per  ipotesi  soddisfare  la  corda 
che  unisce  i due  punti  di  contatto.  Questo  risultato  si 
può  enunciare  nel  modo  seguente.  « Se  la  retta  che  uni- 
sce i due  punti  di  contatto  in  una  linea  del  secondo 
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ordine  si  muova  in  modo  che  i coefficienti  della  sua 
equazione  soddisfino  ad  una  data  condizione  , il  punto 
d' incontro  delle  rette  tangenti  percorre  una  linea  del 
grado  stesso  di  questa  condizione.  » Così  sarà  facile  il 
provare  che  se  la  linea  de'  contatti  di  due  tangenti  ad 
una  curva  di  secondo  ordine  si  muove  in  modo  da  pas- 
sare costantemente  per  un  punto  fìsso.,  il  punto  d'incon- 
tro delle  due  tangenti  percorrerà  una  retta.  Con  egual 
facilità  proveremo  ancora  che  se  la  linea  de'contatti  si 
muova  tangenzialmente  ad  una  linea  di  secondo  ordine., 
il  punto  d’ incontro  delle  due  tangenti  percorrerà  una 
curva  parimenti  del  secondo  ordine.  La  linea  de'  con- 
tatti dicesi  retta  polare  della  curva  del  secondo  ordine 
relativa  al  polo  (X,  Y ) ; la  considerazione  dei  poli , o 
delle  rette  polari  si  adopra  utilmente  per  scuoprire  un 
gran  numero  di  proprietà  delle  linee  del  secondo  ordine. 

1 20.°  Per  V equazione  poi  [della  normale  avremo 
dalle  formolc  del  parag.  1 1 5 

(Xh~Yxcos£)  (By-+*Cr-f*B  )— (Yx-f-XiCOS£)  (Ax-i-Cy— 

= (C  — A cos  z)  .ra-H  (B  cose  — C)  ya-f-  (B  — A)  xy 
•4-  (B'  — A cos  s ) x *4-  (B  cos  £ — K-)y 

la  quale  ordinala  rapporto  ad  Xx , Yx  darà 

( (By  •+•  Cx  -H  B')  cose  — f A.r  H-  Cy  -f-  X')  ) Y, 

•4-  ( (By  Cx  *4-  B ) — [Xx  -4-  Cy  *4-*  A')  cos  £ ) Xf 
*=  (C  — A cose)  x2  -4-  (B  cos  z ■ — C)  ya  H-  (B — A)xy 
-4-  (B'  — A cos  £ ) x -4-  (B cos  z — A^  y 

Se  in  quest’equazione  si  considerino  variabili  le  q , 
e costanti  le  Xx , Y(  , allora  rappresenterà  una  nuova 
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linea  del  secondo  ordine  della  forma 

Lx2  4-  Mya  4-  2Pxy  4-  2Qx  4-  2Ry  = S 
I nuovi  coefficienti  sono 

L=C— Acose  , M=Bcose  — C , 2P=B  _A=--ÌÌ 

cos  e 

2Q  = B' — A cos  e 4-  (A  — C cos  £ ) Y,  4-  (A  — C)  \t 
2R  ea  B cos  £ — A 4*  (C  ~ B cos  £ ) Yj  4“  (C  — B)  Xj 
S e=  (A'—  B'cos  £ ) Y,  4-  (B'  — A'cos  £ ) Xi 

Eliminando  infine  fra  le  due  equazioni  del  second’ordi- 
ne  a due  variabili  x,  y una  qualunque  di  esse  si  giun- 
gerà ad  un'equazione  risultante  di  quarto  grado.  Di  qui 
ne  segue  che  se  questa  equazione  a coefficienti  reali  avrà 
le  sue  quattro  radici  reali,  e disuguali,  o due  reali  ri- 
petute  ed  anche  due  radici  reali , e due  immaginarie 
conjugate  , il  numero  delle  normali  , che  da  un  punto 
dato  (X,  , Y,j  si  possono  condurre  ad  una  linea  di  se- 
condo ordine,  sarà  quattro  , o si  ridurrà  o a tre,  o a 
due  : noi  esamineremo  in  particolare  queste  differenti 
circostanze  nella  parabola,  nell’ellissi,  e nell’iperbola,  c 
vedremo  che  nella  parabola  l'equazione  risultante  si  ri- 
durrà al  terzo  grado,  e perciò  potrà  essere  anche  unica 
la  normale  che  da  un  punto  dato  si  voglia  condurre  ad 
un  qualche  punto  della  curva.  Avvertiremo,  che  la  rela- 
zione trovata  fra  i coefficienti  P,  M,  L non  può  aver 
luogo  nel  caso  degli  assi  ortogonali.  Cosi  supponendo  le 
coordinate  rettangolari  e nello  stesso  Ca  = AB  come  ac- 
cade nella  parabola,  la  nuova  linea  del  second'  ordine 
rappresenterà  una  iperbola,  come  si  scorgerà  dalla  con- 
dizione che  verificheranno  i nuovi  coefficienti  L,  M,  P. 
Dall'ultimc  formole  poi  del  medesimo  paragrafo  1 1 5 si 
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ottengono  i valori  di  sena,  coso)  per  l'inclinazione  co 
della  normale  rapporto  all'asse  delle  ascisse,  ma  questi 
valori  saranno  evidentemente 


sen  cò  = cos  9 , cos  co  = — sen  9 

dai  quali  già  i secondi  membri  son  cogniti  per  quanto 
è stato  trovato  nelle  linee  del  secondo  ordine.  Per  ana- 
lizzare più  semplicemente  le  proprietà  delle  linee  del 
secondo  ordine  provenienti  dalla  considerazione  della  tan- 
gente, e della  normale  j sceglieremo  particolarmente  la  . 
parabola,  l'ellissi^  e l'iperbola. 

121.°  Una  parabola  riferita  ad  assi  obliqui  e dia- 
metrali ha  per  equazione 


d'onde  per  la  differenziazione 
2y  ày  =pda? , 


P 

/ 


Di  qui  la  consueta  formola  del  parag.  113  per  Tincli- 
nazione  9 della  curva  rapporto  all'asse  dell'ascissa  sarà 


p sen  A 

tang  o — 

r 2y  -+-  p cos  A 

dalla  quale 

sen  9 cos  9 1 

p sen  A 2y  p cos  A l//>3  -+-  4 y2  4 py  cos  A 


c quindi 


p sen  A 

sen  9 = 4 

T y p*  ^ 4 y*  4-  4 py  cos  A. 


cos  9 


2 y •+•  p cos  A 


[ / p*  4-  4 y2  4-  4 py  cos  A 
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Queste  forinole  si  renderanno  più  semplici  quando  s’in- 
troduca una  trasformazione  di  ordinata,  e di  parametro. 
Chiamiamo  infatti  m il  parametro  calcolato  sopra  la  di- 
rezione dell’asse  che  passa  per  il  vertice  della  parabola, 
e sia  Y la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  (xj  y)  so- 
pra quest’asse,  si  avrà  con  facilità 

» = , Y =3  y sen  A4-—-  sen  A cos  A 

sen2A  2 

d’onde 


m m 2Y 

*“*  f = 2T,  sen  ?=  ^ ^ cos  f = 


Queste  espressioni  si  possono  dedurre  dalla  considera- 
zione diretta  degli  assi  ortogonali.,  poiché  in  tal  caso  , 
l’equazione 

y2  ss  mx 


porge 


tang  9=2/' 


ed  osservando  che  il  raggio  vettore  r condotto  dal  fuoco 
al  punto  (xy  y)y  è 

1 

r = i + -m 
4 


avremo  ancora 


sen  9 = 


L’equazione  della  tangente  sarà 


2y  (Y  — y)  = p (X  —x) 
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la  quale  sussiste  in  qualunque  sistema  di  assi  diametra- 
li; dalla  medesima  deduciamo  che  l’ordinata  all’origine 


dinate  si  conduce  nella  direzione  dell’asse  delle  y fino  al- 
l’incontro della  tangente  è eguale  alla  metà  dell’  ordinata 
del  punto  di  contatto  ; di  qui  se  ne  ricava  un  metodo 
semplicissimo  per  condurre  una  tangente  ad  un  punto 
qualunque  della  parabola;  infine  ritenendo 


x 


>7 


c combinando  per  via  di  sottrazione  1’  equazione  della 
curva,  e della  tangente,  si  otterrà 

p?  Ya  — p X 

>3*  H — 

n 2 4 

la  quale  appartiene  ad  una  nuova  parabola,  ed  i punti 
d’ incontro  di  questa  con  la  proposta  determineranno  i 
punti  di  contatto;  l’equazione  dell’asse  parallelo  all’asse 
della  parabola  data  ha  per  equazione 

Y 

>7=o,  ovvero  y «=  ~ 

se  dunque  sieno  cognite  le  coordinate  X,  Y di  un  punto 
fuori  della  parabola,  la  precedente  equazione  fra  le  >j, 
risolve  il  seguente  problema  : « Da  un  punto  dato  con- 
durre una  tangente  ad  una  parabola  : alla  questione 
ci  si  può  soddisfare  per  più  soluzioni.  L’equazione  alla 
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normale  nel  sistema  degli  assi  ortogonali  sarà 

Y,  — y=— j(X,-x) 

Questa  retta  incontra  l’asse  delle  y ad  una  distanza  dall’ 
origine  eguale  a ^ , e l’asse  della  x ad  una 

distanza  eguale  ad  La  medesima  equazione  si 

potrà  rappresentare  per 

/ y \ pYt 

y(x -X,  + y)  = ~ 

la  quale  appartiene  ad  una  iperbola  fra  gli  assintoti , 
quante  volte  si  considerino  variabili  le  a?,  y.  Gli  assin- 
toti sono  l’asse  delle  y,  ed  una  retta  di  equazione 

x = X,  — ciò  é d’  accordo  con  quanto  si  osservò 

nell’equazione  generale  della  retta  normale  alle  linee  del 
secondo  ordine. 

Per  conoscere  ora  il  numero  delle  normali  che  da 
un  punto  fuori  della  parabola  possono  condursi  ai  dif- 
ferenti punti  della  medesima,  riprendiamo  le  due  equa- 
zioni, alla  curva  ed  alla  normale,  cioè 

y — px  t/i  = ( X,  — — ) y-H  — Y, 

e moltiplicandole  fra  di  loro,  e dividendo  per  x,  si  ot- 
terrà l’equazione  di  terzo  grado 


e perciò  il  numero  delle  normali  può  essere  tre,  due  , 
od  uno,  secondo  che  le  radici  di  questa  equazione  sono 
tutte  tre  reali,  o due  reali  ripetute,  od  una  soltanto; 
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Tuttociò  si  verificherà , come  si  conosce  dall’  equazioni 
di  terzo  grado,  se  l’espressione 

27PY?-16(X,  -|-)3 


sarà  negativa,  nulla,  o positiva  , dunque  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  per  i quali  si  possono  condurre  duo 
normali,  avrà  per  equazione 


la  quale  appartiene  ad  una  curva  del  terz’ ordine,  e che 
suol  chiamarsi  parabola  cubica : noi  vedremo  che  questa 
curva  è precisamente  l’evoluta  della  parabola  ; è facile 
poi  accertarsi  che  le  rette  tangenti  alla  parabola  cubica 
sono  normali  alla  parabola  di  second’ ordine.  Per  un  mag- 
gior sviluppo  si  consulti  un  articolo  del  sig.  professore 
Gerono  (*). 

1 22.°  In  un’  ellissi  coll’origine  al  centro  c riferita 
ad  assi  diametrali,  si  ha 


x2  Va 

h — 

a2  b2 


C3  1 


d’onde  per  la  differenziazione 


xdx 

~a*~ 


j 


y 


b2  x 
a2  y 


Ritenendo  che  A sia  l’angolo  degli  assi,  avremo  per  l’in- 
clinazione tp 


tang  9 <= 


— b3x  sen  A 
a3y  — b3x  cos  A 


(*)  Nouyelles  Annales  de  Mathdmatiques  par  M.  M.  Tcrquem 
et  Gerouo,  Avril  1 843. 
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c quindi 

sen  9 «os  9 1 

£2xsenA  -(<*V — óaxcosA)  [fa'*  t/2-f-  64  x3-2aa  ó2xy  cos  A 


e ponendo 

sen  A 


r a!>  44 

• 

x2  V2 

— 2 — — cos  A 
a3  62 

si  ricaverà 

sen  9 = 

hx 

(a2y  — b2x  cos  A)  k 

• LUI)  W - " 

oJ  r 

a 2 b* sen  A 

Qui  pure  h rappresenta  la  perpendicolare  abbassata  dal 
centro  sulla  direzione  della  tangente.  Nell’ipotesi  degli  assi 
ortogonali  si  ha  semplicemente 


tang  9 = — 


b 2 oc 

a2  y 


j 


ed 


cos  9 = — 


hl 

bA 


h 


1 


L’equazione  della  tangente  a riduzioni  eseguite  diviene 


Xx  Yy 

1 - 

a2  ó2 


1 


ed  è evidente  che  a questa  si  giungerà  col  sostituire  i 
rettangoli  Xx,  Yy  , ai  quadrati  x2  , ya  nell’ equazione 
della  curva.  Questa  retta  incontra  l’asse  delle  y,  e del- 

A2  e2 

le  x a distanze  espresse  per  — , ed  — . Combinando 

y x 
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poi  l’cquazioni  della  curva  e della  tangente,  c fatto  per 
brevità 


la  quale  appartiene  ad  una  nuova  ellissi  di  semiassi  a, 
e /5,  ed  è atta  a risolvere  il  seguente  problema  : « da 
un  punto  dato  (X,  Y)  fuori  deirellissi  condurre  una  tan- 
gente. L’equazione  della  retta  normale  nell’ipotesi  degli 
assi  ortogonali,  sarà 


ove  togliendo  il  denominatore,  e sostituendo  per  la  di- 
stanza c del  fuoco  dal  centro 


si  avrà 


ca  = a*  — 6* 


1 


Questa  retta  incontra  gli  assi  delle  y,  e delle  x a certe 
distanze  dalLorigine  espresse  respettivamente  per 


a 

X 


Volendo  poi  conoscere  il  numero  delle  normali  che  da 
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un  punto  dato  (X,  ^ Y,)  possono  condursi  alfellissi,  ba- 
sterà combinare  l’equazione  della  curva 


e dalla  normale 

c2xy  -t-  b2  Yt.r  — a3y  Xt  *=  o 

in  modo  da  considerare  le  coordinate  x,  y come  varia- 
bili. A tutto  questo  possiamo  facilmente  giungerci  coll’ 
avvertire  in  generale  che  l’equazione  dell'ellissi  è anche 
verificata  dalla  coesistenza  delle  due  equazioni 

x » a cos  u , y = b sen  y 

ove  y è un’angolo  variabile,  e per  mezzo  di  questa  nuo- 
va sostituzione  si  giunge  spesse  volte  più  rapidamente 
alla  risoluzione  di  differenti  problemi  che  riguardano 
l’ellissi;  sotto  queste  condizioni  l’equazione  della  normale 
diverrà 

c2 sen  y cos  y -+-  4Yt  cos  u — a\x  sen  y = o 


E’  facile  poi  accertarsi  che  facendo 


1 

« = tang  y V 


per  cui 


2 z 


sen  y 


1 -+-  z2 


cos  y = - 


1 — JS* 

r 


la  precedente  equazione  si  trasformerà  in 


i4  + 2(^±£l)  ,3  + 2fcf!)s_1==0 

O I | 0 \ i 


la  quale  avendo  1’  ultimo  termine  negativo , ammetterà 
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due  radici  reali  di  segni  contrari,  dunque  se  la  trovata 
equazione  avrà  le  quattro  radici  reali,  ed  ineguali,  sarà 
possibile  di  condurre  quattro  normali  alla  curva;  se  due 
di  queste  radici  reali  avranno  il  medesimo  valore  il  nu- 
mero delle  normali  si  ridurrà  a tre  , e finalmente  se 
l’equazione  avrà  due  radici  immaginarie  non  si  potran- 
no condurre  che  due  normali  alla  curva.  Non  potendo 
noi  trattenerci  nella  discussione  delle  radici  di  questa 
equazione  , ci  contenteremo  di  dire  che  quante  volte 
l'espressione 


a 32 

( «X,  ) 3 -H  ( iY,  )~—  (c*)~ 

sia  minore  di  zero  od  eguale  a zero  o maggiore  di  zero, 
si  potranno  condurre  all'ellissi  quattro,  tre,  o due  nor- 
mali, e perciò  l'equazione 

2 3 3 

( aX,  ) *-+-(  óY,  ) 3~—  ( e*  ) 3 = o 

sarà  il  luogo  geometrico  dei  punti  dai  quali  si  possono 
condurre  tre  normali  alla  curva,  noi  vedremo  che  que- 
sta curva  è precisamente  revoluta  delKellissi  : per  una 
completa  discussione  degli  enumerati  casi  si  consultino 
differenti  articoli  del  sig.  prof.  Gerono  (*). 

Se  in  tutte  le  precedenti  formole,  che  abbiamo  ot- 
tenuto per  r ellissi  faremo  a = b , si  passerà  ad  un  cir- 
colo di  raggio  a con  Torigine  al  centro,  e di  equazione 

x2  y2  = a2 

In  questo  caso 

h=a  , # = yf  X2  Y3 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Malbematiques  Janvier  et  Avril  1843.  • 
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ed  allora  per  rinclinazione  9,  e per  1’  equazione  della 
tangente,  e della  normale,  avremo 

X V 

sen  9 = — , cos  9 = 

a a 


Xj*  -f-  Yy  c=  a2  , X,y  «=  Yrx 

Da  questa  ultima  deduciamo  che  la  retta  normale  passa 
per  il  centro;  infine  combinata  l'equazione  della  tangente 
e del  circolo.,  si  trova 

la  quale  appartiene  ad  un  nuovo  circolo , ed  i punti 
d'intersezione  con  il  dato  determineranno  due  punti  di 
contatto;  la  precedente  costruzione  coincide  con  quanto 
s'insegna  nella  geometria  elementare. 

123.°  In  una  ipcrbola  con  l'origine  al  centro,  cri- 
ferita ad  assi  diametrali,  l'equazione  è della  forma 


quindi  per  una  differenziazione,  e derivazione 

xdx  yd y , b 2 x 

ò*~  ~~  ° ’ V y 

Con  questo  valore  di  y'  troviamo  per  rinclinazione  9 


tang  9 = 


b*x  sen A 
a2y  -H  b2x  cos  A 


dalla  quale  secondo  il  consueto  si  ottiene 

sen  9 cos  9 1 

b*x  sen  A a2y  h-  b2x  cos  A [/'a^y2-^-b^x2^2a2bzxy  cos  A 
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Qui  pure  ponendo 
A = 


sen  A 


l /x  V n x V 
i/  _ — . -f-  2 — - — cos  A 

y a*  A*  a2  A2 


ncareremo 


Ar  (a2»/  •+•  A2#  cos  À)A 

sen  p = — * cos  p = — : 

a2  a 2 A 2 sen  A 


Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  si  trova 


b2  x hx  hy 

tang  © = , sen  p = — , cos  p = ~ 

5 r a2  y r a2  r b* 


la  perpendicolare 


è dell’identica  forma  di  quella  di  già  trovata  per  l’el- 
lissi. Liquazione  della  tangente  è 

Xx  _ Yy  _ 

o*~  b2  ~~ 


ciò  che  indica  un  passaggio  dall'  equazione  della  curva 
a quella  della  tangente  col  sostituire  i rettangoli  ai  qua- 
drati. Questa  retta  incontra  gli  assi  delle  y,  e delle  x 
alle  distanze 


b2 


— > 


y 


ed 


a2 

x 


Combinando  in  ultimo  liquazione  della  cuna,  e della 
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tangente,  e fatto  per  brevità 


la  quale  appartiene  ad  un’altra  iperbola  di  semiassi  dia- 
metrali a , /3,  e dalia  intersezione  della  medesima  con 
la  data  si  determineranno  i punti  di  contatto;  le  coor- 
dinate X,  Y del  punto  esterno  sono  date,  dal  quale  dee 
condursi  la  tangente.  Neiripotcsi  degli  assi  ortogonali  , 
l'equazione  della  normale  al  punto  (r,  y)  sarà 


Togliendo  i denominatori,  ed  introducendovi  la  distan- 
za c di  uno  dei  fochi  dal  centro,  risulterà  c’—aM-à3, 
ed  insieme 


La  retta  in  questione  incontra  l'asse  delle  y ad  una  di- 
stanza y G-y  « 'origine,  e l'asse  delle  x,  ad  una  di- 
stanza J dalla  medesima  origine.  Qui  pure  come 
già  abbiamo  fatto  per  l'ellissi  potremo  riconoscere  il  na- 
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mero  delle  normali  che  da  nn  ponto  dato  (X,  , Y,)  pos- 
sono condursi  airiperbola.  Infatti  riprendendo  l’equazio- 
ne della  curva 


e dalla  normale 

c2xy  — a 2 Xxy  — b 3 Yxx  = o 

osserveremo  che  la  prima  di  queste  vien  anche  verifi- 
cata dal  sistema  delle  due 

x = a sec  v , y = b tang  v 

per  cui  l’equazione  della  normale  per  questa  nuova  so- 
stituzione diverrà 


c2  sen  v — bYx  cos  v — aXx  sen  u cos  u = o 


nella  quale  facendo 


1 

z = tang  — v 


otterremo  Tequazione  di  quarto  grado 


(aXx4-  c2) 
bYx 


2 -i 

iY, 


con  l’ultimo  termine  negativo,  e perciò  per  lo  meno  due 
normali  si  potranno  condurre  all’iperbola  da  un  partico- 
lar  sistema  di  punti.  Se  le  coordinate  X„  Y„  sono  vin- 
colate dall’equazione 

2 2 2 
={c')3 


noi  potremo  condurre  tre  normali  airiperbola  , che  se 


286 

r espressione 


sia  > , o < o i!  numero  delle  normali  sarà  quattro,  o 
due.  Qui  anche  l'cquazipnc  fra  Xi  ed  Y,  rappresenterà 
revoluta  deiriperbola.  Per  un  maggior  dettaglio  si  con- 
sulti la  citata  Memoria  del  sig.  prof.  Gerono. 

1 24.°  Passando  all'esame  di  una  qualche  curva  tra- 
scendente., sceglieremo  primieramente  una  logaritmica  di 
equazione 

y = a log  x 


Differenziando  nella  supposizione  dei  logaritmi  iperbo- 
lici, abbiamo 


adx  , a 

dy  = —7-  , y = tang  9 = — 


x 


x 


d'onde 


sen  9 cos  9 


1 


l/  a2  x2 


e perciò 

a 

sen  9 e=*  — , cos  © 

r l^o3  4-  x* 

L'equazione  della  tangente  sarà 


owero 


x (Y  -4-  a — y)  = oX 


Se  supponiamo  variabili  1 e ai,  ^ e costanti  le  X , Y., 
allora  rappresenterà  un'iperbola  equilatera  ira  gli  assia- 
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loti,  ano  dei  quali  é T asse  delle  x , e T altro  ha  per 
equazione 

Y + a — y=o,  od  y = a -H  Y 

Nello  stesso  modo  l'equazione  alla  normale  nel  sistema 
delle  coordinate  ortogonali  sarà 

Vt  — y •=  — — (X,  — x) 
a 

ovvero 

x (Xj  — x)  -+■  a (Y,  — y)  = o 


Qui  pure  considerando  variabili  le  x , y quest'  ultima 
equazione  rappresenterà  una  parabola  con  Tasse  paral- 
lelo a quello  delle  y.  Descrivendo  pertanto  T ipcrbola 
equilatera  fra  gli  assintoti,  e la  parabola  delle  indicate 
dimensioni  si  otterrà  la  costruzion  geometrica  da  ese- 
guirsi per  condurre  da  un  punto  (X,  Y),  o da  un  pun- 
to (Xt , Yt)  una  tangente , e normale  alla  curva  loga- 
ritmica. 

125.°  Per  una  cicloide  con  Torigine  al  vertice  su- 
periore del  diametro  2 a del  circolo  generatore,  le  ascis- 
se x computate  sopra  questo  diametro,  e le  ordinate  so- 
pra una  retta  perpendicolare,  verificheranno  le  due  equa- 
zioni 

x = ci  (1  — cos  u)  , y = a (u  -t-  sen  u) 

u indica  per  una  semicicloidc  un  angolo  variabile  com- 
preso fra  o,  e 180°,  e rappresenta  Tangolo  che  il  rag- 
gio condotto  dal  centro  al  punto  ove  Tordinata  incontra 
la  semicirconferenza,,  forma  con  Tasse  delle  ascisse.  On- 
de ottenere  Tequazione  fra  le  coordinale  ortogonali  x>  y9 
basterà  avvertire,  che  dalla  x si  ha 


a sen  u =*  \/  2ax  — x* 
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quindi 

_ l/’2ax  — x* 

y = V 2ax  — x*  4-  a are  scn  — 

a 

Differenziando  adesso  i valori  di  x,  y in  funzione  del- 
rangolo  Uj  sarà 

dx  = a sen  u dw , dy  = adw  (1  -f-  cos  m)  dw 

Dividendo  la  seconda  per  la  prima,  otterremo  per  Tin 
clinazione  <p  della  cicloide  alleasse  delle  ascisse 


tang  <p  == 


1 -+-  cos  u 
sen  u 


= coty“ 


e per  conseguenza 

1 

9 s=s  90 — u 


Di  qui  deduciamo  che  la  tangente  in  un  punto  qualun- 
que della  cicloide  è sempre  parallela  alla  corrispondente 
corda  del  circolo.  Sia  infatti  9,  Tangolo  che  questa  con- 
tiene con  Tasse  della  ascissa.,  si  avrà 

1 

2p!  -+-  u =*  1 80  , e quindi  9,  = 90 — u = 9 

Questa  proprietà  rende  assai  facile  il  condurre  la  tan- 
gente in  un  punto  qualunque  della  curva.  Eliminando 
poi  sen  u , cos  u nei  valori  di  dx.,  dy.,  risulterà  Tequa- 
zione  differenziale  della  curva 


dy  = d*|/  Jt-f. 


Dalla  sola  inspezione  della  quantità 
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si  vede  che  d’essa  rappresenta  la  tangente  trigonometri- 
ca dell’angolo  formato  con  l'asse  della  x dalla  corda  del 
circolo  condotta  dall’origine  al  punto  (. x , y)  delia  curva. 
Alla  medesima  equazione  differenziale  saremmo  giunti 
differenziando  direttamente  il  valore  della  y in  funzione 
della  x.  Quando  1’  origine  delle  coordinate  si  stabilisca 
all’estremo  delia  base  della  cicloide,  allora  denotando  per 
n il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro;  fra  le  nuo- 
ve coordinate  x , y , e le  antiche  x,  y dovrà  sussistere 

x = art  — y , = 2a  — x 

d'onde 

dy  — — dx'  , dx  = — dy 

Con  questi  valori  l’equazione  differenziale  della  cicloide 
si  trasformerà,  col  togliere  gli  apici,  in 


Inequazioni  finite,  ed  i valori  di  x , y danno  egualmente 

2 a — y = a (1  — cos  u) , an  — > x'  = a (u  -H  sen  u) 
e ponendo 

u = 7T  — u 

si  avrà  col  togliere  gli  apici 

x =a  a (u  — sen  w)  j y = a (1  — cos  u) 
Differenziando  queste  espressioni  deduciamo 

dx  = a (1  — cos  «)  du  j dy  = a sen  u dw 


dy 

dx 


sen  u 
1 — cos  u 


1 

= cot  — - u 


♦ 


19 
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Nelle  diverse  questioni  che  si  risolveranno  sulla  cicloide 
faremo  indistintamente  uso  di  una  qualunque  delle  equa- 
zioni stabilite.  Così  prendendo  l’equazione  differenziale 

dy  \/~ x *=  dx  [/r2a  — x. 

liquazioni  delle  rette  tangente  , e normale  condotte  al 
punto  (x,  y)  della  curva,  saranno 

(Y  — y)  x =a  (X  — x)  \f2a  — x 
(Y,  — y)  l/”2»  — x =.  — (X,  — x)  j/\r 

ovvero 

(Y  — y)2x  = (X  — ir)2  (2 a — x) 

(Yi  — y)  (2a  — ar)  = (Xj  — x)2x 


Ambedue  liquazioni  rappresentano  due  curve  del  terzo 
ordine,  qualora  si  considerino  variabili  le  x , y.  Queste 
due  curve  tagliano  la  cicloide  in  tutti  i punti , ove  è 
incontrata  dalle  tangenti  o normali  che  potremo  suppor- 
re concorrere  ad  un  punto  medesimo  (r,  y). 

126.°  Prendiamo  una  spirale  logaritmica  a coordi- 
nate ortogonali,  e di  equazione 


x t/’a?2-4-ya 

are  tang  — — a log 

y R 


avremo  dalla  differenziazione  c riduzione 


x dy  — y dx  = a (x  dx  y d y) 


d'onde 


(x  — ay)  d y — (y  •+■  ax)  dx  = o 


tang  o = y = 


y •+•  ax 

x — ay 
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c perciò 

» 

scn  9 cos  9 1 

y-\-ax  x — ay  1 -+-  a*.y  x*  -+-  ya 

ovvero 

y -+-  ax  x — ay 

sen  9 ==  — , cos  9 = — 

r 1/ 1 -+-  a3  |/\r3  H-  y2  r 

Tali  sono  le  differenti  formole,  con  le  quali  si  determi- 
na il  valore  dell’inclinazione  9 della  spirale  logaritmica 
rapporto  all’asse  delle  x.  In  ultimo  Tequazioni  della  tan- 
gente, e della  normale  sono 

(x  — ay)  (Y  — y)  — (y  -+-  ax)  (X  — x)  » o 
(y  -+•  ax)  (Yx—  y)  (x  — ay)  (Xx  — x)  = o 

dalle  quali  si  ritiene 

t 

a (x2  y2)  -+•  x (Y  — aX)  — y (X  -H  aY)  = o 

x3  *4-  y3  -f-  x (aYj  — X,)  -+•  y (aXx  — Y x)  = o 

Quando  si  suppongano  variabili  le  x,  y allora  queste  due 
equazioni  rappresentano  due  circoli  , quali  passano  per 
Torigine  delle  coordinate,  ed  i loro  raggi  sono  eviden- 
temente le  due  rette  espresse  per 

2 a 2 1 1 

* 

Che  se  inoltre  si  prenda  Xx  = X,  Yx  = Y i due  circoli 
avranno  per  corda  comune  la  retta  condotta  dairorigine 
al  punto  (X  , Y).  In  questo  modo  avremo  ottenuto  un 
facil  metodo  per  costruire  la  tangente  , e la  normale 
nella  spirale  logaritmica. 
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Per  un  maggior  numero  di  applicazioni  proporremo  al- 
cune altre  curve,  determinate  da  equazioni  algebriche, 
ed  anche  trascendenti.  Cosi  scegliendo  le  curve  algebri- 
che di  equazioni 


y4  ■+■  2 (a*  -+-  x2)  y2  -4-  (a2  — x2)2  = 64 

* 

% 

(c2  -+-  y*)*  = ft2(x2  — y2). 


6 -4-  X 

y l/" a2  — x2 

x 


\ 


la  prima  rappresenta  la  curva  ovale  del  Cassini , la  se- 
conda la  lemniscata  di  Giacomo  BernouIliyQ  che  trovasi 
compresa  in  quella  del  Cassini  per  la  supposizione  di 


6 = a — — la  terza  dicesi  la  Cissoide  di  Diocle , e la 

quarta  la  Concoide  di  Nicomede.  Per  curve  trascendenti 
ci  limiteremo  alle  due 


la  prima  di  queste  appartiene  alla  Catenaria , e la  secon- 
da alla  Quadratrice  di  Dinostrato.  Noi  dalle  differenti 
applicazioni  del  Calcolo  differenziale  alla  geometria  ver- 
remo a conoscere  delle  proprietà  importanti  di  queste 
curve. 


t 
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« » 

Determinazione  delle  quattro  rette , tangente , suttangentey 
normale , sunnormaley  e di  alcune  altre  rette 

k 

per  ogni  curva  piana . 


1 27.°  Per  i differenti  punti  di  una  curva  piana  qua- 
lunque si  trovano  quattro  rette.,  per  mezzo  delle  quali 
si  scuoprono  diverse  proprietà  importanti,  e caratteri- 
stiche delle  curve  stesse,  e che  dai  geometri  sono  no- 
minate , tangente  , sutlangente  , normale  , e sunnormale . 
La  tangente  computata  sulla  direzione  della  retta  toc- 
cante la  curva  in  un  dato  punto , si  estende  dal  punto 
di  contatto  fino  all’  incontro  dell’  asse  delle  ascisse.  La 
suttangcnte  presa  sull’asse  delle  ascisse  dicesi  la  lunghezza 
della  retta,  dal  piede  deirordinata  fino  all'  estremo  in- 
• contro  della  tangente.  La  normale  è la  retta  elevata  per- 
pendicolarmente alia  tangente  dal  punto  di  contatto  fino 
all’incontro  delibasse  delle  ascisse.  La  sunnormale  poi  sarà 
la  retta  compresa  dal  piede  deirordinata  fino  all'estremo 
della  normale,  e computata  sull’asse  delle  ascisse. 

Stabilite  queste  definizioni , è facile  il  vedere  cho 
chiamando  t la  tangente , tt  la  suttangcnte , n la  normale , 
iij  la  sunnormale , e ritenendo  per  9 l'inclinazione  della 
curva  rapporto  all'asse  delle  ascisse  ed  A l'angolo  degli 
assi  risulterà  dal  triangolo  di  lati,  t , tx  , y 

■ 

t ii  y_ 

sen  A sen  (A  — 9)  sen  9 

Nello  stesso  modo  nel  triangolo  di  lati.,  n,  n, , y si  avrà 

jn wt  , y 

sen  A cos  (A — 9)  COS9 
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quindi  si  otterranno  i valori  delle  quattro  rette  diman- 
dale 


y sen  A 
sen  9 


y sen  (A  — 9) 
sen  9 


y sen  A 
n = ) 

cos  9 


y cos  (A  — 9) 
cos  9 


Neiripolesi  degli  assi  ortogonali  si  riducono  ad 

« • 

*=ycosec9,  tx—y  cot  9 , n = y sec9,  n1  = ytang9 

Ora  qualunque  di  queste  espressioni  si  usi  il  calcolo  dif- 
ferenziale somministra  un  metodo  facile  di  eliminare 
l'angolo  9,  ed  introdurre  i differenziali  do:,  dy,  ds  ; qual 
cosa  è di  somma  utilità  per  le  applicazioni. 

Riprendendo  infatti  come  al  parag.  1 1 2,  ed  al  pa- 
rag.  114,  le  note  formolo  differenziali 


sen  9 , d y sen  9 cos  9 1 

- ■ - — ■ ■ .mm  ■»  ■ — 11  — , 1 ■ ■ f — * ~ ~ ■■ 

sen  (A  — 9)  dx  ’ d y sen  A . dx  dy  cos  A ds 

♦ 

si  avrà  dallo  sviluppo  di  cos  (A  — 9),  c dalla  sostitu- 

» 

y d x y d s sen  A 

dy  * dx  dy  cos  A 

y (dy  -f-  dir  cos  A) 
dx  -t-  dy  cos  A 

La  tangente.,  e suttangente  riterranno  la  medesima  for- 
ma per  Kindipendenza  deirangolo  A in  qualunque  siste- 
ma di  coordinate  rettilinee  ; quiudi  supposti  gli  assi 


zione  dei  valori 


y 

ày  ' 
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ortogonali  le  medesime  quattro  rette  avranno  per  espres- 
sioni 

yis  , _ yd*  _ _ »d< ydy 

' f,_"d 7’  dx  ’ ",-"dT 

Tutte  le  precedenti  forinole  sono  più  commode  nelle 
applicazioni  , quando  ai  differenziali  si  sostituiscano  le 
derivate,  in  modo  che  ponendo 

s-*-  E-(<  + n»+V«»*)* 

diverranno  le  medesime 

*=^-(1  -h  y'a  ■+»  2/ cosA  )*  , f,  = — 
y 2/i 

n V 0 -^y'2  •+"  2/  cos  A)g  ^ ___  y (/  -t-  cos  A) 

1 •+-  y' cos  A 11  1 y'cos  A 

quali  per  A = 90°  si  riducono  ad 

* = zr  0 ■+■  » <>  = 4- 

2/  2/ 

n = y (1  y'2)*  , nt^yr/ 

Sotto  questa  ultima  forma  verranno  per  Io  più  adoprate 
nei  differenti  casi  particolari. 

1 28.°  A queste  quattro  rette  si  possono  aggiungere 
le  perpendicolari  abbassate  da  un  dato  punto  (m,  m)  sulla 
direzione  delle  rette  tangente , e normale.  A questo  og- 
getto osserveremo  che  se 


Y = aX  -+-  b 

rappresenti  Tcquazionc  di  una  retta  a coordinate  oblique 
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di  angolo  A,  la  grandezza  q della  perpendicolare  abbas- 
sata da  un  dato  punto  (m,  m)  sulla  direzione  della  me- 
desima retta,  sarà 

(m  — am  — b)  sen  A 

y =.  zh  — 

[/  1 •+*  a2— t—  cos  A 


Quando  la  retta  in  proposito  si  riduca  alla  tangente  di 
equazione 

si  verifica 


a £= 


dx  ’ 


b 


ydx  — xdy 

C= 3 — ■—  

dx 


d'onde 

q =»  4; 


[ (ni  — y)  dx  — (m  • — x ) dy  3 sen  A 

ds 


Sostituendo  le  derivate  al  rapporto  dei  differenziali,  di- 
verrà 


? 


[ w' — y — y (m  — x)  1 sen  A 
(1  -+-  y'2  4-  2/  cos  A)* 


Nello  stesso  modo  per  ottenere  il  valore  della  perpen- 
dicolare y,  abbassata  dallo  stesso  punto  (m  , m')  sopra 
la  direzione  della  retta  normale  di  equazione 


Yf  — y = — 
basterà  prendere 


(do:  -4-  dy  cos  A) 


dy  4-  dx  cos  A 


(X,  - x) 


a 


(d.r  -f-  dy  cos  A) 
dy  4-  dx  cos  A 1 


b = y 4- a? 


(d.r 4-  dy  cos  A) 
dy  4*  dx  cos  A 
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quindi  fatta  la  sostituzione  nella  formola  generale  si  avrà 

(m—  — y)co9A)  dx-+-  (m — — .r)cosA)dy 

1 l/^ dxa  ■+■  Ay'2  -h  2dx  dy  cos  A 


Volendo  poi  sostituire  y'  in  vece  del  rapporto  dei  dif- 
ferenziali dr  , dy.,  otterremo 


q i = = 


(m  — x -4-  (m' — y)  cos  A)-4-(m' — y -4-(m — x ) cos  A )y' 
(1  -f-  y'a  4-  2y'cos  A)* 


Supponiamo  adesso  che  il  punto  dato  (m , m')  si  trovi 
sull’asse  delle  ascisse,  sarà  m'  = o,  e le  perpendicolari 
q j qt  divengono 

( (x  — m)  y'  — y)  scn  A 

? = — r 

(1  y'a  2/cos  A)* 


qi 


(m  — x — y cos  A)  -f-  ( (m  — x)  cos  A — y)  y 
(1  ■+■  y'3  -4-  2/  cos  A)* 


Infine  supponendo  ancora  m = o,  le  y , y,  si  ridurran- 
no alle  perpendicolari  A,  A,  abbassate  dairorigine  delle 
coordinate  sopra  la  direzione  della  tangente.,  e della  nor- 
male, e si  ricaverà  dai  primi  valori  di  y.,  y, 


h = zt: 


(xAy  — yd  r)  sen  A 

d« 


r d r 
d s 


ove  per  la  distanza  r si  è posto 


r2  = x2  y»  -f-  2 jy  cos  A. . 


Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  i valori  generici  di  y,  y, 
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c di  A,  A,  saranno 


q t=  ri: 


(m'  — y)  dx  — (m  — x)  dy 

£ 

(m  — x)  dx  *4-  (ni  — y)  dy 

ds 


(xdy  — ydx)  rdr 

ft  = ± : : > = 


di 


di 


e che  per  la  nuova  sostituzione  della  derivata  y'  diver- 
ranno 

(»»  — y)  — (m—  x)  y 


7 = = 


k = 


(xy  — y) 


(1  -+-  y''  )* 

(m  — x)  -+■  (m' — y)  y 


*,= 


(<  -+-j PY 


( 1 -+■/’) 


x-+-yy 


In  appresso  mostreremo  differenti  applicazioni  di  queste 
forinole  alle  linee  del  secondo  ordine. 

129.°  A complemento  dell"'  esposte  teorie  verremo 
brevemente  ad  indicare,  come  dairequazioni  della  tan- 
gente, e della  normale  possano  dedursi  i valori  delle 
quattro  rette  cognite  *,  tt  j n,  n,. 

Riprese  infatti  Tequazioue  della  tangente 

X — x Y — y 
dx  dy 

e chiamata  R la  distanza  fra  il  punto  dato  (x.  y),  ed  il 
punto  qualunque  (X.,  y),  della  retta,  sarà 


X— « 

dx 


X — y 
dy 


((X — x)M-(Y — y)M-2(X — x)(Y — y)cosA) 
(dxaH-  dy2  -t-  2dx  dy  cos  A)* 
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(X-x) Y-y  _JX— x-4-(  Y — y)cosA)dx«4-(Y — y-j-(X — x)cosA)  dy 

dx  dy  dx2  *+-  dya  -4-  2dx  dy  cosA 

dunque 

(X — x ) (dx-+-dycos  A)-f-  (Y  — y)(dy-{-dxcosA)  = Rd$ 

I valori  della  suttangente,  c della  tangente  si  ottengono 
evidentemente  dai  punti  d'’  incontro  della  retta  R con 
Tasse  delle  ascisse,  cosicché  fatto  Y=o,  avremo 


X — x y 

dx  dy 

(X — x)  (dx-Hly  cos  A) — y (dy-f-dx  cos  A)  *=  Rd« 


In  queste  nuove  espressioni  la  differenza  X — x sarà  la 
suttangente,  e la  distanza  R la  tangente,  quindi  elimi- 
nando X — x,  ed  osservando  che  X,  ed  Xj  sono  di  se- 
gno contrario.,  risulterà  infine 


Con  la  stessa  facilità,  ripresa  Tequazione  della  normale 


Xt  — x ^ Y,  — y 
dy  dx  cos  A — (dx  -4-  dy  cos  A) 

e chiamata  Rt  la  distanza  fra  i due  punti  n Y i) 

avremo 

X i — x Yj  — y R t 

dy  -t-  dx  cos  A — (dx  -4-  dy  cos  A)  sen  A ds 

ed  anche 

X, — x _ Y,  -y  (X,  — r)  dy — (Yi — y)  dx 

dy  -4-  dxcosA  — (dx-H  dy  cosA)  dx3  -4-  dy*  -4-  2dx  dy  cos  A 
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c perciò 


[ (X,  — x)  dy  — (Y,  — y)  dx  ] 
ds 


scn  A = Rj 


Qui  pure  Y,  = o ridurrà  le  due  rette  X! — a:,  ed  R, 
ai  valori  della  sunnormale,  e normale,  in  modo  che  do- 
po l’eliminazione,  e riduzioni  si  troverà  con  facilità 


(dy  -+-  d.r  cos  A) 
d r *4-  dy  cos  A * 


yds  sen  A 
dx  -f-  dy  cos  A 


come  già  eravamo  giunti  per  altre  considerazioni. 

Avanti  di  mostrare  le  particolari  applicazioni  alle 
tre  curve  del  sccond'ordine  noi  osserveremo,  che  calco- 
lando il  valore 


(xdy  — ydx)  sen  A 
d s 


della  perpendicolare  h abbassata  dall’origine  delle  coor- 
dinate sopra  la  direzione  di  una  tangente  ad  una  linea 
di  secondo  ordine  determinata  da  una  equazione  gene- 
rale come  si  è fatto  nel  parag.  1 1 8,  noi  otterremo  un' 
espressione  identica  a quella  di  già  notata  per  la  lette- 
ra h nel  medesimo  parag.  118,  in  questa  guisa  rimane 
dimostrata  che  la  quantità  h calcolala  nei  parag.  118  e 
seguenti  per  le  linee  del  second  ordine  rappresenta  l’in- 
dicata perpendicolare. 

130.°  Consideriamo  una  parabola  riferita  ad  assi 
diametrali.,  e di  equazione 

y2  =»  p* 

si  avrà 

« 

2y  dy  -=pix  , y = , )+/>  = 

2y  . 4yJ 
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Quindi  se  gli  assi  sono  ortogonali,  otterremo  per  i va- 
lori delle  quattro  rette  più  volte  nominate , e determi- 
nate dalle  ultime  formole  del  parag.  127 


V 


x (\x  -4— p) 


*« 


= 2x 


» 


Ed  osservando  che  il  raggio  vettore  r condotto  dal  fuoco 
della  curva  ad  un  punto  (a?,  y ) si  esprime  per 


1 * ' 

r = x-h  -rP 
4 

risulterà  più  semplicemente 

p 

ti  = 2x,  nl  = — t r=  2\f  rx  , n = [/*  pr 

jL 


Di  qui  deduciamo,  che  nella  parabola,  la  suttangente  é 
sempre  doppia  dell'ascissa,  che  la  sunnormale  è costante 
cd  eguale  alla  metà  del  parametro  , che  la  tangente  è 
media,  proporzionale,  geometrica  fra  la  suttangente,  cd 
il  doppio  dei  raggio  vettore,  infine  la  normale  é media, 
proporzionale,  geometrica  fra  il  parametro  ed  il  raggio 
vettore.  Si  conducano  ora  dall'origine  delle  coordinate, 
e dal  fuoco  due  rette  A,  q perpendicolari  sulla  direzione 
della  tangente,  sarà  per  le  coordinate  (m,  in')  dell’estre- 
mità di  q 

, 1 
m = o m — ~~  p 

*4 


e per  conseguenza  le  penultime  formole  del  parag.  128 
divengono 


n 


od  n e=  2q 
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Non  sarà  inutile  qui  di  ritrovare  un"*  altra  espressione 
della  normale  n , facendo  una  combinazione  delle  due 


n2  = pr  , n = 2q 

Infatti  dividendo  la  prima  per  la  seconda  avremo 


n = 


pr 


Noi  mostreremo  che  questa  espressione  è commune  alle 
tre  curve  coniche. 

131.°  In  un’ellissi  con  Forigine  al  centro  c di  equa- 
zione 


x2 

a2 


1 


si  ba  dalla  differenziazione.,  e derivazione 


xdr  ydy  , b2  x 

a 2 ^ b2  ’ ^ a2  y 

ed  insieme 


y* 


a' b^x2  b2  (ab  — x2(a2 — £a)  ) 


a2  y2 


quindi  se  gli  assi  sono  ortogonali  ^ avremo  come  dalle 
nominate  ultime  formole  del  parag.  127 


n, 


b2 

a2 


x 


t 


y b 

— ab  — c2  x2 , n = — I fai*  — c2  x2 
bxY  a2  v 


ove  la  quantità  c determinata  dalla  formola 


c2  c=a  a2  — b2 
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rappresenta  la  distanza  del  fuoco  dal  cèntro  ; facciamo 
inoltre 

e 

— — e , ovvero  e = ae 
a 

e prendiamo  il  valore  assoluto  di  tt  , nx  , t si  ricaverà 

« i 

a 3 62 

/,  = — — - x , n.  = — a; 
x a2 

1 A ' • 

t = — t^(a-f-x)  (a — x)  (a-t-ex)  (a — ex),  n= — t/"aa— e2x* 
x a 

% 

Di  qui  deduciamo  che  neU’ellissi.,  il  valore  della  suttan- 
gcnte  è indipendente  dal  semiasse  minore  ; che  il  rap- 
porto fra  la  sunnormalc  e l'ascissa  è costante;  ed  infi- 
ne dal  valore  dcltf- ordinata  y si  passa  al  valore  della 
normale  col  sostituire  ex  in  vece  della  x,  nell’equazione 
della  curva  : aggiungiamo  che  se  r , r'  sieno  i due  raggi 
vettori  condotti  dai  due  fuochi  al  punto  (x,  y)  si  ha 

r = a — ex,  r = a + ex  , r -+-  / = 2a 

cd  insieme 

rr'  = 2 ar  — r2  = a2  — e2  x* 

d’onde  Ja  tangente  e la  normale  porgerà 

va  b 

t «=—  — Vr2ar  — ra,  n = — l/"2ar — r* 
xb  a 

Riguardo  a questa  nuova  espressione  della  normale  os- 
serveremo, che  riferendo  i punti  della  curva  ad  uno  dei 
vertici  delibasse  maggiore,  abbiamo  per  equazione  della 
curva 

b 

y «=  — y 2 or  — x* 
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Ora  dal  valore  di  y si  passerà  al  valore  della  n,  quan- 
do si  muti  l'ascissa  x nel  raggio  vettore  r più  prossimo. 

Chiamandb  secondo  il  consueto  h la  perpendicolare 
abbassata  dall’origine,  che  coinciderà  con  il  centro  della 
curva,  sulla  direzione  della  tangente,  e q una  perpendi- 
colare simile  condotta  dal  fuoco,  si  avrà  per  le  coordi- 
nate del  fuoco 

m'  = o , m =[/"  a2  — b2  = c 
d onde  le  penultime  formole  del  parag.  128  daranno 


Eliminando  la  y 2 per  mezzo  dell'equazione  della  curva, 
potremo  introdurci  il  valore  della  normale  n e dei  rag- 
gio vettore  r in  modo  da  essere 


k 


Ò2r 

an 


Ora  per  il  parametro  p della  curva  si  ha 


e perciò 


2 b2 


Qnest’ultima  espressione  della  normale  è comune  con  la 
parabola. 

Da  un  ellissi  si  passa  al  circolo  col  supporre 
b = a j,  c = o 

e per  conseguenza  nel  circolo  di  equazione 

x2  *4-  y2  = a2 
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le  quattro  suindicate  rette  porgeranno 


x 


y aV 

y TX  I — X y t " , fi  b CL 

X X 


Cioè  T ordinata  è media  proporzionale  geometrica  fra 
l’ascissa,  e la  suttangente,  la  quale  è comune  con  l’el- 
lissi di  semiasse  maggiore  a;  la  sunnormale  è eguale  all’ 
ascissa  computa  dal  centro  ; il  rapporto  fra  la  tangente, 
ed  il  raggio  è eguale  al  rapporto  fra  l’ordinata  e l’ascis- 
sa; finalmente  la  normale  è eguale  al  raggio  come  già  si 
conosce  dalla  geometria  elementare. 

132.°  In  una  iperbola  di  equazione 


X 2 

a2 

f-  = i 

b2 

si  ha  evidentemente 

xdx  ydy 

, b2  x 

= o,  y—-r  — 

a2  y 

a 2 b2 

e quindi 

• 

i -t- y* 

(fiy2-\-  b^x2 

( (a1  -4-  b2  )j?a—  «4)  b2 

' (fiy% 

<fi  y * 

Nell’iperbola  la  distanza  c del  fuoco  dal  centro  si  espri- 
me per 

c = [/" a 2 ■+■  b3 


e perciò  otterremo  con  facilità 


ti 


a 2 

=3—  4-  x , 
x 


b2 

— x 
a2 


V . b 

|/ca  x2  — > n = — l f c2  x2  — (fi 

bx  a 2 


20 
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Qui  anche  ponendo 
o 

— =e,.  ovvero  c = ac 
a 

la  tangente,  e normale  daranno 

a v 1 A 

t = — l/ea  £a  — aa,  n = — — oa 

6 x a 

Da  questa  espressione  della  normale  si  vede,  che  dal  va- 
lore  delfordinata  y si  passerà  al  valore  di  n col  sosti- 
tuire ex  invece  della  x nell'equazione  della  curva.  I raggi 
vettori  condotti  dai  due  fuochi  al  punto  (£,  y)  dell’iper- 
bola  sono  determinali  dall’cquazioni 

r = ex  — a , / = ex  a , / — r=2a 

d’onde 

va  b 

tt=z — |/^2ar  -H  r3,  n=  — \/r2ar  r2 

x b a 

Se  in  questa  nuova  espressione  di  n si  sostituisca  x in- 
vece di  r , allora  il  primo  membro  diviene  eguale  airor-  * 
dinata  y;  1’origmc  delle  coordinate  dovrà  esser  preso  in 
uno  dei  vertici  deU’asse  maggiore,  onde  sussista 

b „ 

y = — [/  2 at  -+-  x a 

Per  brevità  tralascieremo  l’enunciato  delle  proprietà  del- 
l’iperbola,  le  quali  provengono  dalla  suttangente,  e sun- 
normale,  e che  sono  simili  a quelle  di  già  enunciate  per 
l’ellissi. 

Ritenendo  che  A,  c q sieno  le  perpendicolari  abbas- 
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satc  dal  centro  della  curva,  e dal  fuoco,  sulla  direzione 
della  tangente  si  trova 


Eliminando  la  y 2 per  mezzo  dell'equazione  della  curva, 
e formandone  un  paragone  con  il  raggio  vettore  r,  e la 
normale  n si  avrà 

b2  b2r 


Infine  per  il  parametro 

P = 


2 b2 
a 


deduciamo 

kr 

q = — , « 


PL 
2 q 


» 


Ognun  vede  che  il  nuovo  valore  della  normale  n è co- 
mune a tutte  tre  le  linee  del  sccond’ordinc;  la  lunghezza 
della  normale  si  ridurrà  alia  metà  del  parametro  nel  ver» 
tice  della  parabola,  e nei  vertici  dell’asse  maggiore  del- 
l’ellissi e dell’iperbola,  nei  quali  tre  punti  sr  verifica  evi- 
dentemente r = q. 

1 33.°  Nel  passare  alle  curve  trascendenti  scegliere- 
mo primieramente  una  cicloide  con  l’origine  al  vertice 
della  base,  e come  si  è già  provato  al  parag.  125,  la 
sua  equazione  differenziale  sarà 


nt  = 1/2  ay  — y2 
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Dalle  trovate  espressioni  della  normale,  e snnnormale  del- 
la Cicloide  concluderemo  che  in  questa  curva  > la  nor- 
male è sempre  eguale  alla  corrispondente  corda  del  cir- 
colo generatore;  che  la  sunnormale  eguaglia  la  rispetti- 
va ordinata  dei  circolo , ove  corrispondono  i segmenti 
y , 2 a — y del  diametro.  Riguardo  poi  ai  valori  di  tutte 
le  quattro  rette  non  sarà  inutile  di  avvertire,  che  per  la 
sostituzione  della 


y = a ( 1 — cos  u ) 
si  trasformeranno  in 


o 11  1 1 

t = 2a  sen  — - u tang  — u , I,  = 2a  sen2  -7-  utang-—  u 
A A A A 


0 1 

n = 2a  sen  u , »,  = a sen  u 

A 


Per  ultimo  osserveremo  che  la  suttangente  t,  , la  nor- 
male n e la  sunnormale  »,  della  cicloide  rappresentano 
ancora  rcspettivamente  l’ordinata  di  una  Cissoide  di  Dio- 
cle.,  di  una  parabola.,  e di  un  circolo. 

134.°  Nella  una  curva  logaritmica  di  equazione 


abbiamo  dalla  differenziazione 


, ea  Ax 
Au  <=  


X 


y 


a 


a 


a 


e per  conseguenza 
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Di  qui  ne  segue  che  nella  curva  logaritmica  la  suttan- 
gentc  è costante,  ed  eguale  al  parametro  a. 

Nella  Catenaria  di  equazione 


si  ha 


e perciò 


dunque  per  le  quattro  rette  f,  > n,  nt  avremo 


Osservando  poi  che  per  l'arco  s di  questa  curva  a par- 
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tir  da  x = o potremo  prendere 


per  cui  i valori  delle  quattro  rette  in  proposito  diven- 
gono 


Con  queste  espressioni  sarà  facile  formare  l’enunciate  di 
alcune  proprietà  della  Catenaria  , e che  per  brevità  ci 
dispensiamo  di  fare. 


Assintoti,  Ordinate  Massime  e Minime  Concavità , 
e Convessità , punti  singolari  delle  curve  piane. 


135.°  Per  assintoto  di  una  curva  s’intende  una  linea 
retta  o curva,  e di  tal  natura  che  per  i punti  infinita- 
mente lontani,  la  distanza  delle  due  curve  misurata  pa- 
rallelamente ad  una  costante  direzione  divenga  minore 
di  qualunque  data  quantità.  Di  qui  ne  segue  che  una 
linea  sarà  assintoto  di  un’altra  se  per  valori  infinitamente 
grandi  dell’ascissa,  la  differenza  delle  ordinate  divenga 
infinitesima,  od  anche  se  la  differenza  delle  ascisse  divenga 
infinitesima  per  valori  infinitamente  grandi  delle  ordinate. 
Quando  V assintoto  di  una  curva  sia  rettilineo,  allora  si 
riduce  evidentemente  ad  una  retta,  alla  quale  questa  cur- 
va si  accosta  indefinitamente  senza  poterla  mai  raggiun- 
gere. Supponendo  la  curva  piana  rappresentata  da  un’ 
equazione  fra  le  due  coordinate  a?,  y ortogonali,  od 
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oblique,  ci  fermeremo  sulla  ricerca  degli  assintoti  ret- 
tilinei non  paralleli  all’  asse  delle  y : questa  ricerca  si 
potrà  ridurre  alla  coesistenza  delle  ordinate  della  curva, 
e delfassintoto  per  x = oo . Sia  infatti 

* r . • 

y ax  -H  /3 

l’equazione  di  uno  degli  assintoti  non  paralleli  all’  asse 
delle  y,  l’ordinala  della  curva  corrispondente  ad  una  me- 
desima ascissa  x per  valori  grandissimi  della  medesima 
si  ridurrà  sensibilmente  all’ordinata  dell’assintoto,  in  mo- 
do da  poter  avere 

y = ax  4-  /3  rt  s 

Il  numero  dz  s deve  svanire  per  x = co  ; sarà  ora  fa- 
cile dalla  stabilita  equazione  dedurre  i valori  delle  co- 
stanti a , fi  determinati  dagli  elementi  della  curva,  e si 
ricaverà  per  co 


lim  ( y — ax  ) = lim  ( fi  z±z  $ ) = fi 

c per  conseguenza  il  coefficiente  a della  x nelFequazionc 
delfassintoto  vien  determinato  dal  limite  verso  il  quale 
converge  il  rapporto  delfordinata  all1  ascissa  per  valori 
infinitamente  grandi  della  medesima  : la  costante  fi  si 
ottiene  dal  limite  di  y — ax  dopo  la  sostituzione  del 
valore  della  a,  c per  ciascun  sistema  di  valori  ài  a,  c fi 
corrisponderà  un  assintoto  rettilineo  della  curva. 

1 36.°  Per  mostrare  un  qualche  esempio  consideria- 
mo una  logaritmica  di  equazione 

i 

y — 
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si  troverà  per  x «=  — oo 
ax 

a = lim  — = o , fi  *=  lim  y = lim  ax  = o 

x 

dunque  la  curva  logaritmica  ha  per  assintoto  Tasse  delle 
x dalla  parte  negativa  ed  al  quale  si  accosta  indefinita- 
mente senza  mai  raggiungerlo. 

Un'iperbola  di  equazione 


porge 


y «=  [fx2  — • aa 


quindi  per  x =*  ± qo  , avremo 


oc  =* 


=*  O 


e perciò  Tiperbola  ha  per  assintoti  due  rette  che  passa- 
no per  il  centro,  e di  equazioni 

h b 


Se  si  voglia  calcolare  l’angolo  V compreso  dagli  assin- 
toti, prenderemo  la  forinola  generale 


cos  V 


1 -4-  cut 

t/1  -f-  oc2 1/ 1 -f-  c/a 


ocj  oc  sono  le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  che 
le  due  rette  formano  con  l’asse  delle  ascisse;  nel  nostro 
caso 
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cos  y 


à1  — b 2 
a2  b2 


Neiripcrbola  equilatera  a = b , cos  V = o e perciò  gli 
assintoti  s’ incontreranno  perpendicolarmente  al  centro 
della  curva. 

137.°  Supponendo  che  l’equazione  di  una  curva  sia 
rappresentata  dall’equazione 

Ax > y)  =* c 

la  ricerca  degli  assintoti  rettilinei  si  renderà  assai  facile 
quante  volte  f(x>  y)  sia  decomponibile  in  più  parli,  cia- 
scuna delle  quali  sia  una  funzione  omogenea  delle  va- 
riabili xy  y.  Sotto  queste  condizioni  sieno  m,  n . . . . i 
gradi  delle  funzioni  omogenee,  ricaveremo 


/(*>  y) 


xm<p 


(i) 


a?1  ip 


Formando  i numeri  m,  n . . . una  serie  decrescente,  si 

y 

faccia  s = — c si  determini  la  s per  mezzo  dell’equa- 

OC 


zione 


xm  <p(s)  ■+•  <p(s)  . . . 

ovvero 

•+■  r^r  ■+•  • • • 

X 

quindi  per  x = co  , ed  — = o , 

x 

evidentemente 

<f(a)  = o 


=3  O 


= o 


sia  s = a,  verrà 


Una  radice  reale  di  quest’equazione  porgerà  il  valore  del 
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coefficiente  oc  della  x nell’equazione  delibassi ntoto 

y = ocx  [ 3 

Il  termine  indipendente  fi  si  otterrà  per  la  sostituzione 
della  y nella  equazione  relativa  alla  ciò  che  darà 

oc™  cp  ( oc  •+•  ) -4-  xn  tp  ( oc  *4—  ) -4-  ....  *=*  o 

x x 

Ora  in  forza  dell’equazione  cp  (oc)  = o , avremo  da  una 
formola  stabilita  al  parag.  49. 

t 

?(«  + 7)  = 

X X • oc 

a» 

• * » 

ove  0 > o , c <C,  1 , e per  conseguenza 

B ' fi 

xnt~l  fi  qf  ( oc  -4-  0 — - ) -4*  x*  tp  ( oc  -4-  — ) ■+“  • . « — o 

, X X 

ovvero 

fi  ( oc  -4-  0 — ) H 1 <P  ( OC  -f-  £-  ) -4-.  W = O 

1 

Facendo  adunque — = o , avremo  per  n — 1 ^ 

x 

fi  = o ; per  n = m — 1 si  ricaverà 


Infine  per  n > m — 1,  /3  = :±:  co  ; tutto  ciò  sussisterà 
quante  volte  <p'(a)  , , . . . ritengano  valori  finiti.  Le 

tre  difTerenti  espressioni  di  fi  porgono  nel  primo  caso 
un’assintoto  che  passa  per  l’origine  delle  coordinate,  e 
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di  equazione 

y~ax 

Nel  secondo  caso  un’assintoto  della  forma 

y ss  ocx  — 

Nel  terzo  caso  Passintoto  trovandosi  ad  una  distanza  in- 
finita dall’origine  , verrà  del  tutto  a scomparire.  Dalla 
prima  ipotesi  ne  segue  che  per  valori  di  m > n -4-  1 la 
ricerca  degli  assintoti  rettilinei  che  passano  per  l’origine 
si  otterrà  dall’cguagliare  a zero  la  funzione  omogenea  del 
grado  m. 

138.°  Così  per  esempio  nelle  lince  del  secondo  or- 
dine 

Xx 2 2B xy  Cy2  *4-  2Dx  -4-  2E y — K 

si  avrà 

< p(s ) = A ■+■  2Bs  4-  Cs2  , ip(s)  = 2D  ■+■  2E s 

« 

► * ' 

quindi  per  <p(s)  = o , dedurremo  le  radici 

B — 1/H1  — AC  \ . /B-f-i/B1  — AC 

— c — ;•  a=-( — c — 


<H«) 

¥{*) 


ed  insieme  , . 


9»=  2(B-*-Cs)  , 


d’onde  {'equazioni  deH  assintoti  saranno 


(D  -4*  Ea)  ' , (D  Ea') 

y = xx „ v , y = a x — ■ 


B-f-Ca 


B-hC« 


La  curva  non  potrà  esser  diversa  dall’iperhola,  mentre 
le  radici  a , c/  saranno  reali  per  Ba  — AC  > o : che 
se  si  voglia  B2  — AC  ==:  o , come  nella  parabola  allora 
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il  secondo  termine  dei  valori  della  y diverrà  infinita  , 
ciò  che  dimostra  che  fra  le  curve  del  second’ordine  la 
sola  ipcrbola  ammette  gli  assintoti. 

Nella  curva  del  terz'ordine 

x3  y3  = 3 axy 

e che  si  chiama  il  folium  di  Cartesio  si  verifica 

m = 3 , n «=»  2 $>($)  =>  1 + , <p(s)  = 3 as 

quindi  le  due  equazioni 

x3  -H  y3  =*  o , 1 + 13  = o 

sono  verificate  dai  valori  reali 

y = — x,  # *= — 1 = « 

ed  osservando  che  m = n -4-  1 , tf(s)  «=  3sa  si  avrà  per 
l’equazione  deirassinloto 

y = —x  — a 

Supponiamo  ancora,  che  sia  data  la  curva  del  terz’ordi- 
ne  determinata  dall’equazione 

y3  -h  xy2  — 2x’y  -+•  y3  3xy  +y+x  = o 
avremo 

m = 3 , n = 2 j 9(5)  = s3  — 2s 
tpfe)  = — 3s  , $>'(*)  = 3sa  -t-  2$  — 2 

Ora  l’equazione 

s3  s3  — 2s  = o 

ha  per  radici 

8 =—  O ^ 


8 1 , 


j CX=  — 2 


dunque  sostituendo  neirequazione 
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dell’assintoto  rettilineo,  i valori  successivi  o^l,  — 2 in 
luogo  di  a,  si  otterrà 

2 o 5 

y o , y = i + y a — 2x — 

Tali  sono  1’  equazioni  degli  tre  assintoti  rettilinei  della 
curva  proposta  ; il  primo  dei  quali  coincide  con  Y asse 
delle  ascisse. 

Se  le  due  funzioni  tf  (oc) , ù(oc)  divengono  nulle,  o 
infinite,  allora  fi  avrà  un  valore  differente  da  quei  che 
abbiamo  ottenuti.,  contuttociò  per  determinarlo,  basterà 

conoscere  il  limite,  od  i limiti,  verso  i quali  convergerà 
1 

la  fi  per  — = o ; Così  nella  curva  di  equazione 

x 

y*  =a  COS 


si  ricava  oc  = o , e nello  stesso  tempo  fi  si  determinerà 
dall’equazione 

* - cos  (£) 


per  valori  infiniti  delle  x\  cioè  che  darà 

fi2  = 1 , ovvero  fi  = 1 , fi  = — 1 

Ognun  vede  in  questo  caso  che  ad  un  solo  valore  di  a, 
corrispondono  due  valori  di  fi , in  modo  che  la  curva 
avrà  due  assintoti  paralleli  all’asse  delle  x vale  a dire 

y = 1,  y = •—  1 . 
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139.®  La  ricerca  dei  massimi  e minimi  valori  di 
una  funzione 

y =J\x) 

dipende  come  si  sa  dalle  radici  di  una  delle  due  equa- 
zioni 

r{x) = ° 1 •/b=0 

ed  insieme  per  i medesimi  valori 

yt*")  (t)  < o nel  caso  del  massimo 
e 

yì21*)  (x)  < o per  il  minimo. 

Quando  la  funzione  sia  continua  , avrà  luogo  soltanto 
yX x ) = o , e se  le  variabili  x,  y rappresentino  due  coor- 
dinate ortogonali  di  una  data  curva,  allora  potremo  dire 
in  generale,  che  nei  punti  ove  si  hanno  le  ordinate  mas- 
sime, e minime.,  la  retta  tangente  sarà  parallela  all’asse 
delle  x ; come  nel  caso  della  funzione  discontinua  , le 
rette  tangenti  alla  curva  in  quei  punti  ove  trovasi  l’or- 
dinata massima  , o minima  , saranno  perpendicolari  al- 
T asse  delle  ascisse  : quei  punti  delle  curve  , ove  l’or- 
dinata, c l’ascissa  assume  un  valore  massimo,  o minimo 
non  presentano  generalmente  delle  particolarità  inerenti 
alla  natura  della  curva,  ma  dipendono  uuicamenle  dal- 
la scelta  delle  coordinate  alle  quali  è riferita.  Così  per 

esempio  nella  curva  di  equazione 

» 

y =5  [/r2dJC2 X3 

abbiamo  dalla  derivazione 

dy  , 4a  — 3x 


2\f  2a  — x 
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quindi  la  condizione  y = o del  massimo,  o del  minimo, 

darà  4 a — 3x  = o , ovvero  x = — a.  Proseguendo 

3 

la  derivazione,  o sostituendo  il  valore  della  x , troviamo 

I / 3 

sr  = - X -Ja  <° 


dunque  all’ascissa  x = — o corrisponde  unJ  ordinata 

3 

massima  nella  curva.  Sia  di  più  la  curva  del  second’or- 
dine 


si  avrà 


y css  j/>* — ax 


d v , — a 

— ì/  r=  ■ ■ ■ ' 

dx  21/”  x2  — ax 


Se  facciamo  y'  = o , si  verificherà  necessariamente 

a 

2x  — a = o , ossia  x = — - 


qual  valore  sostituito  nel  secondo  membro  della  y,  ot- 
terremo i due  valori  immaginarii 

* . * • 

a — 1 

= 2~~  • 
i.i  . a 

e per  conseguenza  all  ascissa  non  possono  cor- 

rispondere  ordinate  massima,  o minima  : che  se  si  sup- 
ponga 

1 

y'  ~° 

allora  dovrà  essere 

x2  — ax  = o , cioè  . x = o , x = a , 
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In  questi  punti  corrispondono  le  ordinate  y = o , le 
quali  si  potranno  riguardare  come  due  specie  di  minimi. 

1 40.°  Con  cgual  facilità  si  giunge  a determinare  le 
condizioni,  onde  una  curva  volga  la  sua  concavità,  o con- 
vessità verso  Tasse  dclTascisse.  Consideriamo  di  fatti  il 
rapporto 


dy 

dx 


/ =/'(*) 


per  il  tratto  di  curva  concava  verso  Tasse  delle  ascis- 
se, vedremo  che  nella  generalità  al  crescere  della  x di- 
minuisce la  y',  e viceversa,  perciò  la  y è una  funzione 
delta  indipendente  x,  che  alTaumcntarc,  o diminuire  della 
medesima  diminuisce  , o cresce  la  funzione,  e per  conse- 
guenza la  funzione  derivata  da  \f  ==/*(*) , dovrà  esser 
negativa,  ossia 

r»  < « 


alTopposto  in  una  curva  convessa  verso  Tasse  delle  ascis- 
se, la  funzione  y'  cresce  o diminuisce  alTaumcntarc,  o 
diminuire  della  x,  per  cui  sarà 


/"{*)  > « 


Le  curve  di  equazioni 


y2  e=  px  -4-  qx2  , y ===  a sen  x 


volgono  costantemente  la  loro  concavità  verso  T asse 
delle  ascisse,  mentre  in  queste  le  loro  funzioni  derivate 
seconde 


tf'  = — a sen  x < o 


Al  contrario  le  due  curve 

y = ax , ay2  = xò 
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presentano  la  loro  convessità  verso  l’asse  delle  ascisse»  e 
si  verifica 

y"  = ( log  a )*  a*  > o , f =,!■—->  o 

Una  curva  potrà  esser  composta  di  più  rami.,  alcuni  con- 
cavi, ed  altri  convessi  verso  l’asse  dcll’ascisse.  Quei  punti 
nei  quali  la  curva  da  convessa,  diviene  concava , e vi- 
ceversa , si  chiamano  punti  d*  inflessione  ; ora  avendosi 
y"  <o  per  la  concavità.,  ed  y"'>o  per  la  convessità: 
ne  siegue  che  se  la  funzione  y”  =zf"[x)  è continua  non 
potrà  passare  dai  valori  positivi  ai  negativi,  e viceversa 
senza  passar  per  lo  zero,  come  d’altronde  diverrà  infi- 
nita nel  caso  della  discontinuità , e per  conseguenza  le 
radici  di  una  delle  due  equazioui 

,/V)=0 


determineranno  certi  valori  delle  ascisse  x alle  quali 
corrisponderanno  i punti  d’inflessione,  se  la  f"{x)  can- 
gierà di  segno,  e la  f"\x)  non  sia  nulla,  o lo  sia  con 
/1V  (x)j  e cosi  successivamente. 

Nella  curva  di  equazione 

ax2 

y a2  -f-  X* 

abbiamo 

/ 2a3  x „ 2 a3  ( a 2 — 3x2) 

^ (aa-+-  x2)2  * ^ (aa  -fr-  #2)3 


24a3  x (a2  — x2) 

(a2"rh  x 2)4 


21 
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La  condizione 


o , darà  per  l'ascissa 


a 


a 

l/l 


Di  più  sostituendo 


1/3 


si  ha  \f*  <o  ed  — 


a 


1/3 


h in  luogo  della  x nella  y" 
- h , darà  \f"  > o,  dun- 


que la  curva  dopo  di  esser  stata  convessa  dall9  origine 

a 


fino  all’ascissa  x 


1/3 


diverrà  concava,  e nel  secon- 


do caso  ancora  passerà  dalla  convessità  alla  concavità. 
Nella  curva  trascendente  rappresentata  dalla  equazione 


y = 1 + sen  x 

si  ha 

\f  = cos  x , /'  = — sen  x , y*’  = — cos  x , 
La  condizione  /'  = o porge  le  radici 

x — • — » o , x — * ti  , x — — * 2n  j x . ■-*  371 , • • . * 


c la  sostituzione  successiva  di  x -f-  h invece  delle  x 
nella  y"  la  rende  successivamente  negativa,  e positiva., 
e perciò  vi  sarà  un'infinità  di  punti  d’inflessione  ^ c la 
curva  passerà  continuamente  dalla  convessità  alla  con- 
cavità e viceversa  ; questo  stesso  accade  per  i mede- 
simi valori  negativi  della  x . Non  solamente  i punti  d’in- 
flessione son  quei  punti  che  presentano  alcune  partico- 
larità inerenti  alla  natura  delle  curve  ; ma  questi  medesi- 
mi entrano  nella  classe  di  quei  che  in  diverso  curve  si 
chiamano  punti  singolari. 

14l.°  Oltre  adunque  ai  punti  d'inflessione  vi  sono 
nelle  curve,  i punti  multipli , i punti  isolati , o conjugati , 
i punti  di  regresso  j i punti  di  arresto  j ed  i punti  sa- 
l lenii. 
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I punti  multipli  son  quei  ove  passano  diversi  rami 
di  curva , in  modo  da  poter  condurre  differenti  rette 
tangenti  : quando  l’equazione  della  curva  sia  algebrica, 
e razionale  la  ricerca  dei  punti  multipli  può  ridursi  a 
quanto  segue  : Sia 

u = o 

« 

la  nominata  equazione,  si  avrà  dalla  derivazione 
D.r«  ■+■  Dyu  \[  = o 

Quest’equazione  dovrà  esser  soddisfatta  da  più  valori 
della  tangente  trigonometrica  y , e per  conseguenza  si 
dovrà  avere  unitamente  ad  u = o , 

D xu  = o , D yu  C=  o 

altrimenti  ai  medesimi  valori  delle  derivate  Dxu , Dyu  , 
corrispoudcrebbero  più  valori  della  y : quando  si  tro- 
vino per  le  tre  equazioni 

u = o , D-tti  = o , Dyn  = o 

dei  valori  reali,  allora  proseguendo  la  derivazione  dell’ 
equazione,  il  valore  delle  y'  sarà  dato  dalle  radici  dell’ 
equazione 

D>  -h  2D*  Dyu  \f  -h  D“  w.  y'*  = o 

In  quest’ipotesi  due  rami  di  curva  passeranno  per  il  me- 
desimo punto,  e che  si  chiamerà  un  punto  doppio.  Sup- 
ponendo che  tre  rami  di  curva  si  riuniscano  in  un  sol 
punto,  svaniranno  in  questo  caso  le  derifate  del  second’ 
ordine  dell’equazione  «;=o,  e per  dedurre  i valori 
della  tangente  trigonometrica  tf , converrà  ricorrere  alle 
derivate  del  terzo  ordine,  c cosi  successivamente  . . . . 
Cosi  data  la  curva  del  terzo  ordiue 

a ( y — b)  = x{x  — a)2 
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avremo 

2o  (y  — b)xf  = |r  — a)  (3x  — a) 

2 aif*  -h  2 a (y  — b)  y"  = 3x  — «+3  (x  — a). 

1 valori  reali  che  soddisfino  alle  tre  equazioni  simultanee 

a (y — à)  ==  x(x — a)a,  2 a(y — b)  = o,  ( r— a)  (3x — a)  = o 
sono  evidentemente 

x = aJ  y = 4 

£ perciò  in  questo  punto  vi  sarà  un  punto  doppio  della 
curva:  i valori  poi  della  \f  dipendono  dairequazione 

2 a/2  = 2o , ovvero  y'a  = 1 

ossia 

jf=1,  /r=-  1 

e per  conseguenza  i due  rami  di  curva  hanno  le  loro 
tangenti  inclinate  ad  angolo  semiretta,  e dirette  in  senso 
contrario. 

Prendiamo  ancora  la  curva  del  quarto  ordine  rap- 
presentata dairequazione 

(j?a  -f.  — aa(ra  — y3)  — o 

la  quale  appartiene  alla  Lemniscata  di  Bcrnoulli,  avremo 
per  le  derivate  parziali  dell’equazione 

D*u  = 2{x*-hy*)x 

\ i 1?  DrìJI.')  i> 

* Dyu  c=.  2 (x%  -h  y%) y 

■ S i l rO-vOjp  pi  OH 

Ora  il  valore  comune  di  x , e di  y 

. il  ‘j  r O 

multaneamente  l’equazione  finita  della 
condizioni 

sono 

x = o , y = o 
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c perciò  proseguendo  la  derivazione  si  trova 
D*u  s=s  2 (x2  4-  y2  ) 4-  4xa  — 2 a2 

D*u  e=  2 (x2  4-  y2)  4-  4ya  -+-  2aa 
Dx  Dyu  = 4xy 

Queste  tre  espressioni  per  a?  = o , y = o,  divengono 
DJm  = — 2aa  , D^.w  = 2aa  j Dx  Dyu  «=  o 
Se  ora  questi  valori  si  sostituiscano  nell’equazione 

- DJw  4-  2Dx  Dyu  y'  4-  D^u  y'2  = o 
otterremo 

— 2o3  4-  2aa  y2  = o 

d’onde 

y'3  — 1==o  cd  y'  = 1 , y'  = — 1 

è perciò  nell’origine  delle  coordinate  che  coincide  il  cen- 
tro della  curva  i due  rami  di  curva  hanno  le  loro  tan- 
genti inclinate  ad  angolo  scmiretto  , e dirette  in  senso 
contrario  ; il  centro  adunque  della  Lemmiscata  è un 
punto  doppio. 

I punti  isolati  o conjugati  son  quei  nei  quali  le 
coordinate  soddisfano  all’equazione  della  curva,  ma  che 
nel  medesimo  tempo  sono  interamente  separati  dalla 
curva.  In  questi  particolari  punti  la  funzione  derivata  y 
deve  essere  immaginaria,  ma  ciò  non  si  potrà  dedurre 
dall’equazione  differenziale  del  primo  ordine  ; converrà 
adunque  che  le  coordinate  dei  punti  conjugati  soddisfi- 
no adequazioni 

DXK  = o , Dytt  e=s  o. 

Così  nella  curva 


y2  s=3  x2  {x2  — a2) 
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si  ha 

Dy«  e=  2y  , Drw  = 4jc3  — 2 a2  x 
1 secondi  membri  si  annullano  per 

x =o  , y <=o 

e perciò  l’origine  delle  coordinate  è un  punto  isolato. 

142.°  Quanto  in  un  punto  multiplo  i due  valori 
della  derivata  y sono  eguali  , e che  i due  rami  si  ar- 
restano in  questo  punto,  si  ha  un  punto  di  regresso . Sarà 
di  prima  specie  se  le  convessità  si  oppongono  in  modo 
che  la  retta  tangente  trovasi  situata  fra  i due  rami  op- 
posti dalla  curva  : il  regresso  sarà  di  seconda  specie  se 
nella  retta  tangente  comune  la  convessità  dell’  uno  dei 
rami  guardi  la  concavità  del  secondo. 

Così  nella  parabola  cubica  di  equazione 

y3  — ax2  = o 

si  ha  per  le  derivate  deirequazionc 

Dyti  = 3 y2 , D*u  — — 2 ax 

Ora  alle  condizioni 

t/3  — ax2  = o , 3y2  «==  o,  2ax  = o 

si  soddisfa  per  x = o,  y = o , ed  in  quest’ipotesi  la  de- 
rivata y diviene  infinita  , dunque  Toriginc  sarà  un  punto 
di  regresso  di  prima  specie.,  e nel  quale  la  tangente  co- 
mune è perpendicolare  all’asse  delle  ascisse.  Prendendo 
la  curva  di  equazione 

( y — ax2  )a  = b2x 5, 
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dalla  quale  ricaviamo 

' 5 

y =3  ax2  rt:  bx1  \f x , y'  = 2cur  rfc:  — k /’a: 

y"  = 2a ± j 4 l/* 

All’origine  a;  = o , y = o , si  ha  ^ = o ed  insieme 
y"  = 2a,  e perciò  la  y*  conservando  il  medesimo  se- 
gno, ne  verrà  che  l’origine  delle  coordinate  è un  punto 
di  regresso  di  seconda  specie. 

I punti  d'anno  son  quei  nei  quali  si  ferma  im- 
provisamente  un  ramo  unico  di  curva  : si  riconosceranno 
questi  punti  col  cercare  quei  valori  della  a:,  dopo  i quali 
l’ordinata  y diviene  immaginaria  se  era  reale  , e vice- 
versa : onde  poi  in  uno  di  questi  punti  non  vi  passi  che 
un  sol  ramo  di  curva.,  la  ordinata  y ammetterà  un  valore 
unico  per  ciascun  valore  dell'ascissa  x.  Nelle  curve  rap- 
presentate dairequazioni 


y 


y e=»  X log  X 


si  ha  un  punto  àJarresto  all'origine. 

Finalmente  si  diranno  punti  salienti  ove  si  fermano 
due  rami  di  curva,  iu  modo  che  le  rette  tangenti  for- 
mino fra  di  loro  un  certo  angolo  : le  ordinate  dei  due 
rami  diverranno  tutte  due  immaginarie  da  un  lato , e 
dall’altro  di  questi  punti,  quantunque  i due  rami  di  curva 
sieno  determinati  da  equazioni  distinte  : per  questo  mo- 
tivo i punti  salienti  differiscono  dai  punti  multipli.  Nella 
curva  trascendente 


x 


1 H-  e * 
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per  x = o si  ha  sempre  y = o , o si  faccia  passare  la 
x per  valori  positivi,  c per  valori  negativi.  Prendendo 
la  derivata  si  avrà 


Facendo  ora  x = o , trova  y'  = o , ed  y'  = 1 , se- 
condo che  si  faccia  passare  la  x per  valori  positivi,  o 
negativi  : e perciò  l’  origine  è un  punto  tediente  della 
curva.  Cosi  anche  nella  curva  di  equazione 


abbiamo 


1 

y = x are  tang  — 

x 


y'  — are  tang 

x 


x 

1 -4-x3 


e si  troverà  per  x = o,  \f  = £ n , od  y'  = — | n se- 
condo che  la  x passi  per  valori  positivi,  o negativi. 

Chi  desiderasse  un  maggior  sviluppo  della  dottrina 
degli  assintoti , e dei  punti  singolari  potrà  consultare 
l’opera  del  sig.  Blanchet  intitolata^  Complements  de  Ma- 
thématiques  spcciales,  Paris  1838. 
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$utla  misura  detta  Curvatura  di  una  curva  piana  m un 
punto  dato.  Raggio  di  curvatura > Centro  di  curvatura 
e Circolo  osculatore. 


143.°  L’uniformità  di  curvatura  che  presenta  in  ogni 
suo  punto  la  circonferenza  di  un  circolo  ha  sommini- 
strato ai  geometri  l’idea  di  misurar  la  curvatura  delle 
differenti  curve  nei  rcspcttivi  loro  punti  per  mezzo  del 
contatto  di  altrettanti  circoli  di  raggio  continuamente 
variabile,  e di  comun  curvatura  con  la  linea  data,  al- 
lora la  maggior,  o minore  lunghezza  del  raggio  di  que- 
sti circoli  porrà  in  evidenza  la  minor  o maggior  curva- 
tura della  linea. 

Sia  primieramente  R il  raggio  di  un  circolo  che  tocca 
una  retta  in  un  punto  dato.  Se  si  fa  crescere  indefini- 
tamente il  raggio  R è evidente  che  la  porzione  della  cir- 
conferenza che  si  avvicina  al  punto  di  contatto,  si  ac- 
costerà continuamente  alla  retta  in  questione,  c verrà 
sensibilmente  a confondersi  con  la  medesima,  quando  il 
1 

rapporto  — differisca  pochissimo  dallo  zero.  AH’  op- 


posto la  circonferenza  si  curverà  sempre  più,  se  il  rag- 
gio R venendo  a diminuire  cresca  il  rapporto  -—quin- 

i R 

di  è che  il  rapporto—  si  potrà  prendere  per  misura 

R 


di  ciò,  che  si  può  chiamare  Curvatura  del  Circolo. 

Sieno  ora  x , y le  coordinate  rettilinee  di  un  punto 
qualunque  della  circonferenza,  p l'angolo  d’inclinazione 
della  retta  tangente  al  medesimo  punto  rapporto  -aU’asse 
delle  x j ed  s T arco  compreso  fra  un  punto  fisso  ed  il 
punto  (xy  y ).  Passando  dal  punto  (x,  y ) al  punto  infi- 
nitamente vicino  ( x -+■  Ax  , y •+•  ùuj  ) rappresenteremo 
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egualmente  per  Aip , A$  i corrispondenti  incrementi  in- 
finitesimi dell’incliuazione  <p  , e dell’arco  5 : sotto  questa 
condizione  l’angolo  <p  crescerà  0 decrescerà  nell’intervallo 
infinitesimo  A s dei  due  punti.  Ciò  posto  é chiaro  che 
Y arco  dr  A s compreso  fra  i due  punti  dati  appartiene 
al  raggio  R , e V arco  dr  A <p  al  raggio  1 , e siccome 
l'angolo  compreso  fra  le  due  tangenti  ai  punti  (x,  y) , 
(x  4-  Aj  , y -+•  A y)  è eguale  alTangolo  compreso  fra  i 
due  raggi  perpendicolari  alle  tangenti.,  perciò  avremo  la 
proporzione  geometrica 


dalla  quale 


1 : R : : dz  Ap  : A s 

R = =t-,  1 = ±^ 

Ao  R A s 


La  seconda  di  queste  espressioni  rappresenterà  la  curva - 
tura  del  Circolo . 

1 44.°  Immaginiamo  adesso  due  punti  ( x , y ) ed 
(x  -f-  Ax  , y -h  Ay  ) in  una  curva  piana  qualunque  , e 
secondo  il  consueto  sia  s Tarco  compreso  fra  un  punto 
fisso,  ed  il  punto  (#,  y),  sarà  dr  A s l’arco  compreso  fra 
questi  punti,  che  noi  supporremo  assai  vicini,  onde  l’ìn- 
clinazione  <p  della  curva  al  punto  ( x,  y ) rapporto  all’ 
asse  delle  x possa  crescere , o decrescere  in  un  modo 
continuo  in  tutta  l’estensione  del  medesimo  arco  A s. 

Il  rapporto 

A s 


varierà  in  generale  con  l’  arco  dr  A$  , e si  chiamerà 
Curvatura  media  dell’  arco  ; c se  i due  punti  ( x , y ) 
(x  -h  Ax  , y ■+•  Ay  ) si  accostano  indefinitamente  fra  di 
loro  in  modo  da  annullarsi  gli  incrementi  Ax , Ay,  allora 
le  due  quantità  infinitesime  tir  As , dr  Ap  convergeranno 
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simultaneamente  verso  lo  zero,  ma  considerando  l’incli- 
nazione (p  come  funzione  dell’arco  il  rapporto  dei  lo- 
ro incrementi  infinitesimi  convergerà  verso  il  rapporto 
dei  differenziali 


quale  sarà  una  quantità  finita  , e che  potrà  chiamarsi 
Curvatura  della  linea  al  punto  ( xy  y).  L’angolo  =i=  A 9 
compreso  fra  le  tangenti  estreme  dell’  arco  A s dicesi , 
angolo  di  contingenza . Dalle  stabilite  riflessioni  ne  segue, 
che  chiamando  p il  raggio  di  quel  circolo.,  che  con  una 
curva  ha  comune  in  un  dato  punto  il  rapporto 


sarà 


— = I™  4" 

a R 


Il  centro  di  questo  circolo  si  determina  dal  limite  verso 
il  quale  converge  l’incontro  di  due  normali  consecutive 
alla  curva  : ed  infatti  chiamando  c la  corda  dell’arco  A s; 
ed  R una  di  queste  normali  determinata  dall''  incontro 
della  consecutiva,  c che  potremo  supporre  sensibilmente 
eguali,  è evidente  che  angolo  delle  due  normali  sarà 
eguale  all’angolo  di  contingenza  , ed  una  qualunque  di 
queste  normali  R nel  triangolo  di  Iati  (R  , R,  C ) è op- 
posta ad  un  angolo  che  differisce  dal  retto  di  una  quan- 
tità infinitesima  e , quindi  si  verificherà  la  proporzione 


sen 


R 


sen  Ap 
c 


Per  conoscere  il  limite  verso  il  quale  converge  il  se- 
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condo  membro  per  Tannullamento  di  Ap , e c 
osservare  che  si* ha  identicamente 


basterà 


sen^- 


T-) 


ma 


lim 


R 


scn  Ap 


sen  A 9 Ap  A s 
Ap  A se 


Ap 


A*  . ..  Ap 

1 , lim  — =1  , lim  — 
c A s 


d<p 

ds 


dunque 


R ds  p 


la  quale  coincide  con  l’equazione  di  già  trovata  : il  va- 
lore di  p rappresenta  il  raggio  di  un  circolo  del  qua- 

dp 

le  la  curvatura  ò eguale  a -r1  ; se  dunque  a partire 

• a s 

dal  punto  (x,  y)  si  porti  sulla  direzione  della  normale 
alla  curva  il  raggio  p , si  chiamerà  Raggio  di  curvatura 
della  curva  proposta,  e relativo  al  punto  di  cui  si  trat- 
ta, Postremo  del  raggio  dicesi  Centro  di  curvatura , che 
verrà  ancora  determinato  dall’  incontro  di  due  normali 
infinitamente  vicine.  II  circolo  che  ha  questo  ultimo  pun- 
to per  centro  ; e per  raggio  il  raggio  di  curvatura  , si 
chiama  Circolo  di  curvatura,  od  anche  Circolo  osculatore. 
Tocca  la  curva  alla  stessa  sua  curvatura,  e volge  la  sua 
concavità  dalla  medesima  parte. 

145.°  Per  applicare  con  maggior  facilità  l’espressione 
del  raggio  del  circolo  osculatore,  sarà  utile  d’ indicare 
alcune  trasformazioni  che  può  ricevere.  Riprendiamo  per 
l’inclinazione  9 , e per  1'  arco  s le  due  forinole 


tang  9 = 


dy  scn  A 


dx  -+■  dg  cos  A 


, ds  s=(d.rH-dyM-2cLr  dy  cos  A) 
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c per  la  differenziazione  della  prima  avremo 

\ 

(da?  d2y  — dy  d2x)  sen  A 


dtp  = 


dxM-  d y2  •+•  2dx  dy  cos  A 


quindi  per  la  sostituzione  nel  valore  di  ~ verrà 


1 

7 


(dx  day  — dy  dax)  sen  A 


(dxa  •+•  dya  -4-  2dx  dy  cos  A)  a 

« 

la  quale  si  potrà  anche  rappresentare  da 

1 (da?  day  — dy  d2x)  sen  A 

p ds3 

Volendo  introdurci  le  derivate  del  primo,  c secondo  or- 
dine dclPordinata  y,  basterà  avvertire  che 


dy 

ài=y  • 


dx  day  — dy  d2x  „ 
' dx»  = * 


c per  conseguenza  (parag.  40.) 

1 y"sen  A 

_____  •-  ""T***  - - - - - 

P 

(1-f-y/a-f-2y/cos  A)  a 
Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  si  ha 


y" sen  A 


5 (1  -+-  y'cos  A)3  sec3  <p 


1 

7 


dx  d2y  — dy  dax 
__ 

(dx2  •+•  dy2)^»* 


ovvero 


1 

7 


(i  -4-  y'2) 2 


scc3<p 
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Queste  differenti  espressioni  sassistono  qualunque  sia  la 
variabile  indipendente,  il  segno  -+•  avrà  luogo  per  le  cur- 
ve convesse  verso  Tasse  delle  ascisse,  ed  il  segno  — per 
le  curve  concave.,  poiché  nelle  prime  y"  > o e nelle  se- 
conde o.  Inoltre  è evidente  che  la  curvatura  si  an- 

nulla, ed  il  raggio  del  circolo  osculatore  diverrà  infinito 
per  quei  punti  delle  curve.,  ove  si  verifica  y"  = o.  Que- 
sta circostanza  ha  luogo  in  generale  per  tutti  quei  punti 
d'  inflessione , nella  vicinanza  dei  quali  le  due  derivate 
y , y"  conserveranno  la  legge  di  continuità.  Se  per  certi 
punti  la  y"  divenisse  infinita  senza  che  lo  fosse  y',  nel 
qual  caso  la  tangente  diviene  perpendicolare  all'asse  delle 
ascisse  nel  sistema  degli  assi  ortogonali,  allora  la  curva- 
tura sarà  ella  stessa  infinita,  cd  il  raggio  di  curvatura 
si  annullerà;  infine  se  le  due  derivate  y',  y"  divengono 

ambedue  infinite,  il  valore  di  — si  presenterà  sotto 

una  forma  indeterminata  c ne  conosceremo  Teffettivo  va- 
lore per  mezzo  delle  regole  di  già  stabilite  al  parag. 
52  e segu.  Osservando  poi  che  la  normale  alla  curva  si 
esprime  per 

y sen  A 

n = *=  y sen  A sec  © 

cos  9 

si  avrà  per  la  determinazione  del  raggio  di  Curvatura, 
la  forinola 

1 y3y"sen*»  A 

p »3(1  yr  cos  A)3 

Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  diverrà 


Quando  non  sia  dato  che  la  sola  relazione  od  equazione 
u = o , o,  ./{x,  y)«  o 
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2/'  = - 


DxU 

Dyu 


ST  = - 


/ D^u  (Dyu)»  — 2DxU  Dj«  D*  Dyu  -+•  DJ  » (D*u  )*) 


<D,«)J 


quai  valori  sostituiti  nell  equazione 


1 

7 


y"sen  A 


1 

7 


(1+f  + 2/cos  A ) » 

diverrà 

( D’u  (Dyu)>  — 2D«i»  DjU  Dx  Dr»  -t-  D’«  (D*w)’)  sen  A 


5 

a 


( (Dxu)a  •+•  (Dyw)a  — 2D*u  Dyu  cos  A V 

Qui  pure  nel  sistema  di  assi  ortogonali,  si  ridurrà  ad. 

! ! 

( D>  (Dyn)a — 2Dxti  Dyu  Dx  Dytt  -4-  D^u(Dxu)2) 

I ^4**  _ - — i ■ ■ * 

((D*u)’-t-(D,«)’)' 

« . \ ’ * I « 

Sotto  qualcuna  di  queste  differenti  forme  è che  il  rag- 
gio di  curvatura  si  presta  più  meno  facilmente  a partico- 
lari applicazioni  che  veniamo  successivamente  ad  esporre., 
1 46.°  L’equazione  generale  delle  linee  del  secondo 
ordine  con  ^origine  al  vertice  è 


1 

P 


3 

a 


i'  . ì 


y2  px  -4-  qx2 

> 

Nella  parabola  q = o . nell’ellissi  q < o%  e neiripcrbola 
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y > o,  ed  i valori  di  p , q , sono 


V 


2b2 

a 


Nella  parabola  a = oo  , ed  il  parametro  p non  diviene 
zero , ma  sarà  eguale  al  quadruplo  della  distanza  del 
fuoco  dal  vertice  (*).  Differenziando  l’equazione,  otter- 
remo la  derivata 

, __  p-*-2qx 
y 2 y 

dalla  quale  per  una  nuova  derivazione  sarà 


ovvero 


(p  -f-  2qx)2  — 4qy* 

4y3 


fi 

4y3 


Quest’espressione  essendo  indipendente  da  y , manterrà 
la  medesima  forma  per  le  tre  linee  del  second’  ordine. 


(*)  Sieno  c,  m le  distanze  del  fuoco  dal  centro,  e dal  verti- 
ce dell’ellissi,  avremo 

É 

t . * # * . «. 

ca  = a*  — b2  j b2  «=  a2  — c2  , c = a — m , 
per  cui 

b2  =3  2 am  — m2 
Con  questi  valori  si  ha  per  il  parametro 

2 b2  2m2 

^ a m a 

Che  per  ab  « si  riduce  a 4 m* 
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Sostituendo  questo  valore  neirultima  forinola  dell’ ante- 
cedente parag.j  e scegliendo  il  segno  — poiché  le  curve 
volgono  la  loro  concavità  verso  l’asse  delle  ascisse  , si 
avrà 


4 n3 


Cioè  il  raggio  di  curvatura  delle  linee  del  second'ordine 
in  ogni  loro  punto  è sempre  eguale  al  cubo  della  cor- 
rispondente normale  , diviso  per  il  quadrato  della  metà 
del  parametro;  di  più  per  tutte  le  linee  del  second'or- 
dinc  è stato  dimostrato  che  chiamando  r il  raggio  vet- 
tore condotto  dal  fuoco  al  punto  (x,  y),  e q la  perpen- 
dicolare abbassata  dal  medesimo  fuoco  sulla  direzione 
della  tangente,  si  ha  per  la  normale 


Così  per  le  stesse  linee  del  second’ordine,  otterremo 


In  tutti  i vertici  di  ciascuna  delle  tre  curve  r = q , 
dunque  per  questi  punti 


V 


vale  a dire,  il  raggio  di  curvatura  p è eguale  alla  metà 
del  parametro.  Volendo  adoprarc  l’equazione  delle  curve 
sotto  la  forma 

u = o , od  y2  — px — qx2  ~ o 

si  avrà 

* 

DxU  ss  — (p  -H  2qx)  , Dyu  ==  2y  Dx  Dyu  = o 
Di«  = -2?,  D>  = 2 

22 


I 
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Quali  valori  sostituiti  in  una  delle  due  ultime  espres- 
sioni di  p deirantecedente  parag.,  si  ottiene  egualmente 
il  raggio  di  curvatura  p in  funzione  delle  x,  y per  tut- 
te le  linee  di  secondo  ordine  riferite  ad  assi  obliqui,  o 
rettangolari.  Ma  noi  riprenderemo  ad  esame  ciascuna 
delle  tre  curve  in  particolare,  dopo  di  aver  esposto  nuo- 
ve applicazioni  a certe  curve  trascendenti  e di  aver  in- 
indicato differente  altre  espressioni  del  raggio  di  cur- 
vatura. 

147.®  In  una  Cicloide  con  Torigine  al  vertice  della, 
base  si  trovò 

* | / 2a  — y 2 a 

/ =»  1/  , c perciò  1 -+-  y1 * =.  — 

r y y 

Eseguendo  una  nuova  derivazione,  otteniamo  immedia- 
tamente 


Se  questi  valori  si  sostituiscano  tiell’  espressione  del  rag- 
gio di  curvatura 

3 

avremo  a riduzioni  eseguite 

p = 2[/^2  ay  = 2n 

Cioè  il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  qualunque  della 
cicloide  è sempre  doppio  della  corrispondente  normale; 
nel  vertice  superiore  della  curva  ove  y = 2a,  si  avrà 

p = 4o. 

Formiamo  ora  il. quadrato  del  valore  generale  di  p,  vale 
a dire 

p2  = 8ay 
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Questa  espressione  può  rappresentare  una  parabola  di 
parametro  8 a , ed  il  valore  del  raggio  di  curvatura  nei 
vertice  di  questa  curva  è precisamente  4a  metà  del  pa- 
rametro. Se  dunque  lungo  il  diametro  2 a preso  come 
asse  si  descriva  attorno  la  cicloide  una  parabola  di  pa- 
rametro 8a,  il  vertice  di  questa  parabola  toccherà  la 
cicloide  alla  propria  curvatura. 

148.°  Nella  curva  logaritmica  di  equazione 

y ss  a log  x 

si  ricaverà 


Quindi  il  raggio  di  curvatura 

(aa  •+■  x*  ) a 

P=  

1 ax 

li  valore  di  p cresce  al  crescer  della  x.  Prendendo  la 
curva  catenaria  di  equazione 


ed  eseguendo  due  derivazioni,  avremo 


Sostituendo  questi  valori  nell’espressione  di  p con  il  se- 
gno -t-  , come  curva  convessa  verso  Tasse  delle  ascisse, 
sarà 
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la  quale  si  riduce  evidentemente  a 


Al  medesimo  risultato  saremmo  giunti,  avvertendo  che 
nella  Catenaria  Carco  s c determinato  dalla  forinola 


s = a]}  =»  a tang  9 


quindi 


ds 


p = — — a 0 H-  tang2  9)  = a (1 


nella  quale  sostituendo  il  valore  di  y'  e riduccndo  tro- 
veremo un  risultato  coincidente  a quella  di  già  ottenuto 
per  p.  Noi  qui  faremo  osservare  una  bella  proprietà  di 
questa  curva  : abbiamo  veduto  che  la  normale  alla  Ca- 
tenaria in  un  punto  (#,  y)  si  esprime  per 


a 


e perciò  nella  Catenaria  la  retta  normale  ò sempre  egua- 
le al  raggio  di  curvatura  rivolto  iu  direzion  contraria. 
Ognun  vede  che  questa  proprietà  è simile  a quella  del 
circolo  ove  i raggi,  e le  normali  hanno  il  medesimo  va- 
lore : aggiungiamo  che  l’enunciate  proprietà  si  verificano 
generalmente  per  mezzo  del  Calcolo  integrale,  quando  si 
cerchi  la  natura  della  curva,  nella  quale  la  normale  sia  da 
per  tutto  eguale  al  raggio  di  curvatura,,  rivolto  nel  me- 
desimo senso  od  in  senso  contrario;  il  primo  caso  ap- 
partiene al  circolo,  ed  il  secondo  alla  Catenaria. 

148.°  Oltre  le  differenti  espressioni  di  già  ottenute 
dai  raggi  di  curvatura  ve  ne  sono  delle  altre  che  è 
ben  di  conoscere.  Sia  r il  raggio  vettore  condotto  dal- 
l’origine delle  coordinate  al  punto  (Xj  y),  ed  h la  per- 
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pendicolare  abbassata  dalla  medesima  origine  sulla  di- 
rezione della  tangente  allo  stesso  punto  (x,  y),  sarà  co- 
me dal  parag.  128. 

(.rdv  — t/dx)  sen  A _ , . 0 . 

h=dt2  ' - - — , ra  = x2  -4-  y2  4-  2xy  cos  A 

d$ 

Differenziando  il  valore  di  A,  ed  avvertendo  che  per  la 
formola 

dsa  ==  dxa  4-  dya  4-  2dx  dy  cos  A 

si  ha 

d s da$  = dax  (dx  4-  dy  cos  A)  4-  d*y  (dy  4-  da:  cos  A)  • 
dedurremo 


[dx  (x4-y  cos  A)-4-dy  (y-4-r  cos  A)  ] (dx  day — dy  dax)sen  A 
=— jp  ’ 

Ora  dalla  differenziazione  di  ra , abbiamo 

rdr  =»  dx  (x  4-y  cos  A)  4-  dy  (y  4-  x cos  A) 

• f 

c dal  raggio  di  curvatura 

1 (dx  day  — d»/  dax)  sen  A 

_____  **  ' **  "* 

p ds 


dunque 

• vdr 

dA  s=a 

« t 

P 

d’onde 

rdr 

P==  ~dT 

Sotto  questa  forma,  che  noi  faremo  in  appresso  uso  per 
dedurre  alcune  particolari  espressioni  del  raggio  di  cur- 
vatura delle  linee  del  secondo  ordine j di  più  se  si  chiami 
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Ai  la  perpendicolare  abbassata  dall'origine  delle  coordi- 
nate sulla  direzione  della  normale  al  punto  (x,  y)  fu  tro- 
vato nel  medesimo  parag.  128. 


e perciò 

# 


Questa  nuova  espressione  del  raggio  di  curvatura  ci  dice 
che  per  passare  dal  valore  della  normale 



dx 

a quello  del  raggio  di  curvatura  basterà  sostituire  in- 
vece delle  y,  ed  x le  due  rette  perpendicolari  A, , ed  A. 
Questi  differenti  risultati  hanno  luogo,  qualunque  sia  la 
scelta  della  variabile  indipendente,  ed  il  sistema  delle 
coordinate  rettilinee.  Che  se  una  data  variabile  si  scelga 
per  indipendente,  allora  si  troveranno  anche  nuove  espres- 
sioni. Così  supponendo  le  x,  y funzioni  dell’arco  $,  avre- 
mo primieramente 

di  dai  = dax  (dx  -f-  dy  cos  A)  ■+■  day  (dy  ■+■  dx  cos  A)  = o 

d'onde  con  facilità  otteniamo 

d*.r  . d*y  dy  dax — dx  day 

dyn-dx  cos  A — (dx-f-dy  cos  A)  dxa-+-dy  M-2d.r  dy  cos  A 

od  anche 

dax  day  ( (dax)a-f-(day)M-2d*xdaycosA)* 

. - - ....  tre  i ! ...  1— 

dy-t-dxcosA  -(da>+-dycosA)  senA  (dxM-dyM-2dxdycosA) 


A, 


rdr 

di 


Atds 

“ nr 
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quindi  dal  confronto  di  queste  quantità  eguali  si  ha  per 
le  formole  del  parag.  145 

1 ((da.r)a  -+•  (day)a  -+■  2d*x  day  cos  A 

p dia 

Ponendo  poi  per  la  notazione  delle  funzioni  derivate 


D,*  = ^,D,y  = ^,  = Djy 


dy 

d 8 


dax 

d/a 


day 

ds2 


otterremo 


± ((DJ*)»  + ( D’y  )*  ■+■  2DJx  DJy  co»  a) 


» 


Al  medesimo  risultato  si  giunge  anche  più  brevemente, 
differenziando  direttamente  i valori  di  dx,  dy  dati  dalle 
formole  cognite 

dx  -h  dy  cos  A = ds  cos  9 , dy  sen  A = d s sen  9 


mentre  nell’ipotesi  ds  costante 


dax  day  cos  A 
ds2 


— sen  9 


j 


day  sen  A 
ds2 


do 

COS  9 ■“* 

d s 


Elevando  al  quadrato , e facendo  la  somma  deduciamo 
dopo  l'estrazione  della  radice  quadrata 

( (dax)a  -I-  (day)a  -t-  2dax  day  cos  A )*  ' dj) 1_ 

" d s2  d « p 

come  già  fu  trovato  al  parag.  1 44.  Nell’ipotesi  degli  assi 
ortogonali,  dedurremo  semplicemente 

p = d=((Dix)a  4-  (D,2y)ay  ^ 
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1 49.°  La  supposizione  di  prendere  l'arco  s per  va- 
riabile indipendente  ci  porge  un  occasione  di  far  cono- 
scere^ come  il  raggio  di  curvatura  dipenda  da  un  limite 
di  un  certo  quoziente  : infatti  se  a partir  dal  punto  (x,  y) 
si  prendano  sulla  curva  data,  e sulla  tangente  prolungata 
nella  medesima  direzione  dell’  arco  s delle  lunghezze 
eguali,  ed  infinitamente  piccole  rappresentate  da  »,  avre- 
mo per  i valori  delle  coordinate  x y dell’  estremità 
della  « portata  sulla  tangente 

> • 

« sen  9 t sen  (A  — 9) 

7-»  y = y H T 

sen  A sen  A 

Come  per  le  coordinate  X,  Y,  deirestrcmità  di  » portata 
sulla  curva,  potremo  prendere  in  generale 


X=f(.?+«),  Y = X (5  0 


Ora  abbiamo 


sen  9 . d.r  sen  (A  — 9)  d y 

sen  A d s ’ sen  A d * 


c prendendo  nello  stesso  tempo 

X = <p(s) , y = x (s) 
otterremo  dallo  sviluppo  in  serie 


x = * + i * Ts  + T V*T  + V 

dy  «Y  d’y  \ 


Y = y ■+•  i 


dx 


à'J 


ed  insieme 
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Chiamiamo  adesso  k la  distanza  fra  punti  (X,  Y),  (x,  y), 
avremo 

((X  — • x)1  -+-  (Y  — y)1  4- 2 (X  — x) (Y  — y) cos  A )* 
Quindi  per  la  sostituzione  dei  valori  si  otterrà 


k 


e per  conseguenza 


d ’jl 

d s2 


cos  A 


Il  primo  membro  è precisamente  il  rapporto  fra  l’unità, 
ed  il  raggio  di  curvatura,  dunquo  in  fine 


P 


r 


Yale  a dire  il  raggio  di  curvatura  é eguale  al  limite 
del  rapporto  che  si  ottiene  dal  dividere  il  quadrato  di 
una  lunghezza  infinitamente  piccola  egualmente  portata 
sulla  curva,  e sulla  tangente,  per  il  doppio  della  distanza 
fra  le  due  estremità. 

150.°  Riprendiamo  ora  in  particolare  le  applicazioni 
dei  raggi  di  curvatura  per  ciascuna  curva  del  secondo 
ordine.  In  una  parabola  riferita  ad  assi  ortogonali,  e di 
parametro  p,  si  ha 

Pa 

y’=px,  2 yj'  = p,  y3  y"  = — — 
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quindi  il  raggio  di  curvatura 


porgerà  per  la  parabola 


(1  -+-  v'*  ) * 


. // 


p = 


(4  x-hp) 

~WF 


- = 4r  l/— 
r P 


ove  r rappresenta  la  distanza  del  fuoco  dal  punto  (x,  y). 
Da  questa  formola  conosciamo  che  crescendo  la  x,  cre- 
sce il  raggio  p , e per  conseguenza  la  curvatura  della 
parabola  va  sempre  a diminuire  procedendo  dal  vertice 
al  di  sopra,  e al  di  sotto  della  curva  : la  supposizione 
di  x = o darà  il  minimo  raggio,  ossia  la  massima  cur- 
vatura corrispondente  al  vertice  ove  il  raggio  p si  ri- 
duce alla  metà  del  parametro,  e si  confonde  con  la  nor- 
male al  medesimo  punto.  Volendo  conoscere  l'espressione 
del  raggio  p per  un  punto  qualunque  della  parabola  in 
funzione  del  parametro  corrispondente  al  medesimo  pun- 
to j basterà  immaginare  dal  punto  ( Xj  y ) un  diametro 
parallelo  all’asse,  ed  il  nuovo  parametro  m,  sarà 


senJ9 


9 rappresenta  secondo  il  consueto  l’ inclinazione  della 
curva  al  punto  (x,  y)  rapporto  all’asse  delie  ascisse,  ma 
al  parag.  121.°  fu  veduto  che 


sen2^ 


P 

4x  •+•  p 


P_ 
4 r 


dunque  in  fine  il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  qua- 
lunque della  parabola  ammetterà  per  valore 

m 

^ 2 sen  9 


Digitized  by  Google 


347 

La  supposizione  di  <p  *==  90° , dà  tn  = p,  e si  giunge  di 
nuovo  allo  stesso  risultato  di  già  trovato  per  il  vertice 
della  curva  parabolica.  11  raggio  di  curvatura  essendo 
indipendente  dal  sistema  delle  coordinate  che  si  adotta, 
dovremo  arrivare  agli  identici  risultati,  scegliendo  una 
qualunque  delle  espressioni  di  sopra  stabilite  ; così  sup- 
ponendo la  parabola  riferita  a coordinate  oblique  e dia- 
metrali, e di  parametro  m,  sarà  egualmente 


m 


y*  = mx , y/  = — , y3  y"  = 


quali  sostituiti  nella  forinola 


m2 

T 


(1  y'3.  _4_  2y'cos  A)  * 

y"sen  A 


ricaveremo 


ovvero 


(4y2  -4-  m2  4-  4 my  cos  A)  a 
2 m2  sen  A 


( (2y  4-  m cos  A)2  4-  *na  sen2  A ) 2 
2m*scn  A 


Qui  ruso  delle  coordinate  oblique  invece  delle  ortogo- 
nali si  rende  più  vantaggioso  : infatti  avvertendo  che 
l’origine  delle  coordinate  é un  punto  qualunque  della 
curva,  così  x « o,  y = o darà  immediatamente 

m 

^ 2 sen  A 

rangolo  A coincide  con  V angolo  <p  delle  precedenti  ri- 
cerche. Per  giungere  al  medesimo  risultato  senza  ren- 
der nulle  le  x,  ed  y conviene  introdurci  il  parametro  « 
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della  curva  che  passa  per  il  punto  (; x , y)  riferito  a coor- 
dinate oblique,  e diametrali , e si  avrà 


p p y'sen  A 

m 5=3  sen2A  ’ W = sen  *9  * ta"g  ? 1 y'cos  A 


dalle  quali 


m 

n 


sen2  9 
sen2A 


m sen  A 


, tang  9 = 


2y  -+-m  cos  A 


d’onde 


n sen5© 

m = , 2y  cos  A 

scn2  A 


m sen  A n sen  9 cos  9 
tang  9 sen  A 


Questi  valori  sostituiti  ncir  espressione  generica  di  p , 
somministrerà  dopo  brevi  riduzioni 


n 

^ 2senA 

1 

Noi  vedremo  in  appresso  che  la  trovata  espressione  è co- 
mune a tutte  le  linee  del  sccond'ordinc. 

151.°  Consideriamo  un'ellissi  con  rorigiue  al  cen- 
tro riferita  ad  assi  principali  e di  equazione 


x 2 ya 

u.  L-  «=  1 

o2  ó2 


quindi  dalla  derivazione 


, x ,// 

_ / = - 


è* 


a*  y a 2 y 3 

quali  valori  sostituiti  nel  raggio  di  curvatura 


(1  •+•/’)* 

y" 
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(ab  y 2 •+-  hb  x 2)  2 
ab  bb 


cd  eliminando  la  y 2 per  mezzo  dell’equazione  della  cur- 
va, ed  introducendo  le  note  sostituzioni 


, c2  = a2  — b2  j c bs  ae 


si  ridurrà  ad 


_3 

(a2  — e2  x2)  2 
ab 


É facile  di  vedere  ora  che  il  secondo  membro  esprime 
il  cubo  della  normale  diviso  per  il  quadralo  della  metà 
del  parametro 


2 b2 


P 


come  già  si  era  dimostrato;  dalla  medesima  formola  si 
scorge  che  il  raggio  p diminuisce  al  crescer  della  x,  e 
perciò  supponendo  # = o,  ed  x = rfc:  a otterremo  il 
massimo,  e minimo  raggio  di  curvatura  ai  vertici  del- 
l’asse minore,  e maggiore  : così  per  x = rt:  a risulterà 
il  minimo  raggio 


Nello  stesso  modo  l’ipotesi  di  x = o , porgerà  il  mas- 
simo raggio  di  curvatura  ai  vertici  dell’asse  minore,  ove 
rdlissi  gode  della  minima  curvatura,  c perciò  in  questi 
punti 

a 2 pi 

p==  T=  T 

2a2 

p i indica  il  parametro  — — . 
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La  forma  semplicissima  che  il  raggio  di  curvatura  as- 
sume ai  vertici  dell1  ellissi  si  estende  anche  ad  un  suo 
punto  qualunque  ; ed  infatti  sia  a il  semidiametro  che 
dal  centro  si  conduce  al  punto  (.r,  y)  e b'  il  suo  con- 
jugato,  h la  consueta  perpendicolare  abbassata  dal  cen- 
tro sulla  direzione  della  tangente,  A,  Tinclinazione  dei 
semidiametri  a',  b'  obliqui  e conjugati,  si  avrà  dalle  co- 
gnite proprietà  deU’ellissi 

ab  = a'  b'  sen  A = b'h  , ed  h = a sen  A 


ma  é stato  dimostrato,  che 


dunque 


a2  b2 

j/* <*4  ya-4-  b 4 x2 


a 2 b 2 b'2 

UT  ““  T 


La  nuova  espressione  è simile  a quella  di  già  ottenuta  ai 
vertici  della  curva;  sostituendo  infine  il  valore  di  h , e 
ponendo  per  il  nuovo  parametro  m , dei  semidiametri 
d , b' 


si  trova 


m 

^ 2senA 


Questo  risultato,  come  già  fu  veduto  è conine  con  la 
parabola.  Qui  pure  l’uso  delie  coordinate  oblique,  e dia- 
metrali ci  fa  giungere  più  direttamente  al  medesimo  va- 
lore; infatti  se  a' , b'  sieno  due  semiassi  obliqui,  e dia- 
metrali congiunti  ad  angolo  A , r equazione  dell’  ellissi 
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riferita  a questo  nuovo  sistema  di  coordinate  sarà  sem- 
pre della  forma 


d'onde 


*3  . y*  , 


b'2  X b'<* 


Sostituiti  questi  valori  nella  forinola 


(1  -+-  -f-  2t/ cos  A) 

y"senA 


verrà 


( a * y2 -4-  b'b  x 2 f—  2a2  b'2  xy  cos  A ) * 

à'4  sen  A 


Ora  è evidente  che  gli  estremi  degli  assi  2a  , 2b'  rap- 
presentano punti  qualunque  della  curva,  quindi  facendo 
x ^ , ed  y = Oj  avremo  per  il  raggio  di  curvatura 
nell’estremo  del  semiasse  a 

__  b'2 

P a sen  A 


Per  mostrare  vieppiù  l’uso  delle  differenti  espressioni 
del  raggio  di  curvatura,  riprendiamo  la  formola  generale 


rdr 

Ih 


Nell’ellissi  ritenendo  che  a',  V sieno  due  semidiametri 
obliqui,  e con juga ti,  potremo  prendere  per  la  distanza  r 
condotta  dal  centro  ad  un  punto  della  curva,  r = a , e 
siccome  dalle  proprietà  dell'ellissi 


a2  •+-  b2 


a2  -t -b'2  , ab=b'h  = h [fa2  -4-b2  — a'2 
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cosi  avremo 


h = 

e per  conseguenza 


ab 

-4- 


d&a  a1  -f-  b2  — d2  b'2 

~dT  ^ h ^ T 


Questo  risultato  è identico  a quello  di  già  determinato 
per  altre  considerazioni. 

152.°  Un’iperbola  con  l’origine  al  centro,  c di  se- 
miassi principali  a,  by  avrà  per  equazione  fra  le  coor- 
dinate ortogonali  x>  y 


/ 


1 


Eseguendo  le  derivazioni,  troviamo 

/ b2  x bb 

Sostituendo  questi  valori  neirespressione  del  raggio  di 

curvatura,  a coordinate  ortogonali  sarà  come  per  l’ellissi 

3 

(a4  y*  -+-  M X2)~ 

Eliminando  la  y 2 per  mezzo  dell’equazione  della  curva, 
e facendo  la  sostituzione  di 


c2  =»  a2  •+•  b2  , c = ae 


verrà 


P 


jj 

[e2  x 2 — a2)  2 
ab 
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Da  questa  forinola  si  vede  che  il  raggio  di  curvatura  p 
cresce  all’aumentare  della  x,  a partir  da  x = ziz  a , e 
perciò  la  curvatura  dell’iperbola  diminuisce  dai  vertici 
al  di  sopra  e al  di  sotto  delibasse  delle  ascisse  : ponen- 
do perciò  x dtz  aj  risulta  per  i vertici  delibasse  mag- 
giore il  minimo  raggio  di  curvatura 


P 

2 


per  la  supposizione  di  x = o j il  raggio  p diviene  im- 
maginario, come  d’altronde  è chiaro.  Se  come  si  è fatto 
nell'ellissi,  sia  a'  un  semidiametro  che  dal  centro  dell’ 
iperbola  va  al  punto  (x,  y),  b'  il  semiasse  conjugato , 
abbiamo  per  il  significato  delle  consuete  notazioni 

ab  = d V sen  A = b'h  , ed  h = a sen  A 


h 


a2  br 

l/V*  y2-f-  b 4 xa 


e perciò  il  raggio  di  curvatura  si  trasformerà  in 


ovvero 


a 2 b 2 b'2  b'2 

h 3 h a'sen  A 

m 

^ 2senA 


i 


Quando  la  curva  si  riferisca  ai  due  semidiametri  obli- 
qui a , b'  e conjugati  l’equazion  della  curva  avrà  sem- 
pre la  forma 


x2 

a2 


23 
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cd  il  raggio  di  curvatura  verrà  espresso  da 

JL 

( a 4 ya  -H  £'4  «+■  20'*  xy  cos  A ) 2 

^ «4  6'4  sen  A 

Qui  pure  l’ipotesi  di  y = o , x = db  </,  darà  per  un 
punto  qualunque  deU’iperbola  il  raggio 

b^ 

^ a' sen  A 

Infine  se  nella  formola  generale 


rdr 


si  prenda  r = cf , ed  insieme  dalle  note  proprietà  del- 
l’iperbola 

a2  — b'*  = a*  -róa  , ab  = b'h  = A J/V*  — a»  -4-  £a 
otterremo  per  la  differenziazione 


/ 

oda  aa — a*-hb2 


Tal’ò  l’espressione  comune  a tutte  le  linee  del  secondo 
ordine. 

153.°  Noi  finiremo  di  parlare  dei  raggi  di  curva- 
tura, e del  circolo  osculatore  col  far  conoscere  le  con- 
dizioni analitiche,  onde  il  raggio  p divenga  massimo,  o 
minimo,  e col  dimostrare  ancora  che  il  circolo  oscula- 
tore è il  limite  verso  il  quale  converge  il  circolo  che 
passa  per  tre  punti  infinitamente  vicini  di  una  curva. 

Se  consideriamo  l’espressione  quadrata  del  raggio  p> 
cioè 

2 (1  •+■  -+*  2/cos  A )3 

^ y"2  sen 2 A 


Digitized  by  Google 


355 

e si  eseguisca  una  derivazione  rapporto  ad  x , avremo 


dpa ( l4-/a-frVcosA)a 

dx  y"3senaA 


\}f 4-cosÀ)-y"'(  1 -+Y2-t-2/cosA  ) 


Ora  per  la  condizione  del  massimo,  e del  minimo  si  ri- 
caverà 

3y"a  (/  4-  cos  A)  — y”  (1  4-  /a  4-  2 \j  cos  A ) = o 
Nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali  si  riduce  ad 

3 


Noi  vedremo  che  questa  stessa  condizione  dovrà  aver 
luogo,  onde  il  circolo  osculatore  sia  in  un  determinato 
punto  di  una  curva  data  ad  un  contatto  del  terz'  ordine. 
Così  prendendo  una  parabola  di  equazione 


si  ha 


3 p3 
8y5 


d’onde  supponendo  gli  assi  ortogonali,  la  proposta  con- 
dizione diviene 

4ya  4-  pa  s=  p* 


alla  quale  non  si  può  soddisfare  che  per  y = o ed  x=  o, 
e perciò  airorigine  delle  coordinate  , ossia  nel  vertice 
della  parabola,  corrisponde  il  minimo  raggio  di  curva- 
tura, come  già  si  conosce;  nella  stessa  guisa  per  lJe  dis- 
si,, e per  l’iperbola  ai  vertici  dell’  asse  maggiore  corri- 
sponderà il  minimo  raggio  di  curvatura.  Sieno  ora  (x,  y) 
le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  una  data  cur- 
va,, (x4-Ax,  y4-Ay),  (a? 4-  2 Ax  4-  Aax,  y 4-  2A y 4- A ay) 
le  coordinate  di  due  altri  punti  infinitamente  vicini , 
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cd  X,  Y le  coordinate  del  centro  del  circolo  che  passa 
per  questi  tre  punti,  e p,  il  raggio;  nell’ipotesi  degli 
assi  rettangolari  avremo  le  tre  equazioni 

(x_X)’-Hy—  Y)*  = 

(x  — X •+•  Ax)2  ■+■  (y  — Y 4-  Ay)1  = p1 

(x  — X 4-  2A x ■+•  Aa.r)24*  (y  — Y 4-  2A y 4-  A*y)3  = pa 

Sviluppando  le  ultime  due  otterremo  le  equazioni  di  coti' 
dizione 

2(x  — X)  Ax  4-  2(y  — Y)  Ay  4-  Axa  4-  A y7  = q 
2(x  «■— » X)  (2Ax  4“  A2x)  4*  (2Ax  4“  A*x)* 

4-2(y  — Y)  (2Ay  4-  Aay)  4-  (2Ay  4-  A2y)a  = o 

Quest’  ultima  in  forza  della  sua  antecedente  si  ridurrà 
ancora  ad 

2(X  — x ) Aax  4-  2 (y  — Y)  A ay  4-  2 (Ax3  4-  Ay2) 

4-  4 (Ar  A2x  4-  Ay  A2y)  4-  (Aax)2  4-  (A2y)2  = o 

Dividendo  respettivamente  de  due  equazioni  di  condii 
zioni  per  gli  infinitesimi  a,  ed  a3  ed  osservando  che  nei 
limile 

Ax  A3x 

d r = lim  — , . . . dax  = lim  , , . , 

« #3 

avremo  ai  limiti  le  tre  equazioni 

(x  — X)a  4-  (y  — Y)a  = pa 

(x  — Y)  (Lr  4-  (y  — Y)  dy  = o 

(x  — X)  d3x  4-  (y  — - • Y)  d2y  4-  dx*  4-  dya  = o 

Eliminando  dalle  ultime  due  le  differenze  x — X,  y — Y 
e sostituite  nel  secondo  membro  di  p3,  otterremo  la  nota 
espressione  del  raggio  di  curvatura  nel  sistema  degli 
assi  ortogonali. 
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Determinazione  analitica  del  centro  di  curvatura  di  una 
curva  piana . Teoria  delle  evolute , e delle  evolventi . 


1 54.°  Sia  secondo  le  usate  notazioni,  p il  raggio  di 
curvatura  di  una  curva  piana  corrispondente  al  punto 
(a;,  y),  e sieno  X,  Y le  coordinate  del  centro  del  circolo 
osculatore,  e che  si  ridurranno  per  ciascun  punto  della 
curva  data  alle  coordinate  dell’  estremità  del  raggio  p 
portato  sulla  direzione  della  normale  a partir  dal  punto 
(#,  y),  e dalla  parte,  ove  la  curva  volge  la  sua  conca- 
vità; ed  avremo  in  generale  una  prima  equazione 

(X  — oc)2  (Y  — y)a  -+-  2 (X  — x)  (Y  — y)  cos  A = p* 

Ove  il  raggio  p essendo  sulla  direzione  del  nonnalc,  sa- 
rà egualmente  per  la  sua  equazione  come  dal  parag.  1 1 5 


(X  — x)  (dx  -t-  ày  cos  A)  •+•  (Y  — y)  (d y ■+•  dx  cos  A)=o 
dalla  quale 


Y — y 


x 


dx  -t-  d y cos  A — (ày  -t-  dx  cos  A)  . 

((X  — x)2  -f-  (Y  — y)2  *+-  2 (X  — x)  (Y  — y)  cos  a)* 
^(d-c-i-dycosA)3-t-(dy-4-dxcosA)*-2(dz-t-d^cosAj(dyH-dxcosA)cosÀ^ 


e che  si  ridurrà  con  facilità  ad 

. * » * * lt. 

Y — y X — x p 

àx  •+•  ày  cos  A — (ày  -+•  dx  cos  A)  4sen  A ds 

Da  questa  equazione  potremo  determinare  i valori  delle 
coordinate  X,  Y,  o delle  differenze  X — x$  Y — y dopo 
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di  aver  sostituito  una  qualunque  delle  espressioni  tro- 
vate dal  raggio  di  curvatura  p;  cosi  prendendo 

ds 

^ dtp 

avremo  simultaneamente 


Y — y X — x 1 

djc  -4-  dy  cos  A . * — (d y «+•  da;  cos  A)  dy  sen  A 

d'onde 

& 

da:  -4-  ày  cos  A ^ ^ (dy-4-  da:  cos  A) 

^ dy  sen  A ’ dy  seu  A 


Tali  sono  1’  equazioni  dalle  quali  si  ottengono  i valori 
delle  coordinate  X,  Y del  centro  di  curvatura  corrispon- 
dente al  punto  (a:,  y)  della  curva  data;  nel  sistema  de- 
gli assi  ortogonali,  si  avrà  soltanto 


Nella  stessa  guisa  scegliendo  la  x , per  variabile 
pendente,  e prendendo  in  generale 


(1  -H  y'a  2y'cos  A)  * 
y"sen  A 


indi 


ed  insieme  i 

• ds  = dar  (1  -+-  y/j  -4-  2y'cos  A)* 

! 

otterremo  per  le  coordinate  X,  Y del  centro 

Y — 0 -+-  j/'cos  A)  (1  2y  cos  A) 

^ y^se^A 

► " * • * * 

— , (y'-h  cos  A)  (1  ,y/a  -4-  2r/cos  A) 

y'senaA 
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Queste  ancora  nelfipotesi  degli  assi  ortogonali  si  ridu- 
cono ad 

Y -y2-  . *-«  — ■ JrP  + /’) 


Infine  prendendo 


p = 


(dx2  -4-  dy2  4-  2dr  dy  cos  A) 2 
(dx  d2y  — dy  d2x)  sen  A 


si  ricaverà  con  facilità 


(do:  -f-  dy  cos  A)  (dx2  4-  dy*  -4-  2d  r dy  cos  A) 
(dx  d2y  — dy  d3x)  sen2  A 

£ (dy-f-  dx  cos  A)  (dr24-dy24-  2dxdy  cos  A) 

(dx  d2y  — dy  d2x)  sen2  A 

Queste  formole  hanno  luogo  qualunque  sia  la  scelta  della 
variabile  indipendente.  Moltiplichiamo  adesso  la  prima 
per  d2y  -4-  d2x  cos  A , e la  seconda  per  d2x  4-  daycosA 
e facciamo  in  appresso  la  somma,  otterremo 

(X— x)  (d2x  4-  d*y  cos  A)  4-  (Y — y)  (d2y  4-  d2x  cos  A) 

e=  dx2  4-  dy2  4-  2dx  dy  cos  A 

Riunendo  quest’ultima  formola  al  valore  di  p2,  ed  alla 
equazione  della  normale,  potremo  dire  che  per  ottenere 
i valori  delle  tre  incognite  Y,  Y,  p,  basterà  risolvere  il 
sistema  delle  tre  equazioni  simultanee 

« 

(X  — x)a  4-(Y  — y)2  4-  2 (X  — x)  (Y  — y)  cos  A = p2 
(X — x)  (dx  4-  dy  cos  A)  4-  (Y — y)  (dy  4-  dx  cos  A)  = o 
(X — x)  (d*x  4-  d2y  cos  A)  4-  (Y — y)  (d2y  4-  d»x  cos  A) 
— (dx2  4-  dy2  4-  2dx  dy  cos  A)  = o 
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Nel  sistema  delle  coordinate  rettangolari  si  ha  sempli- 
cemente 

(X  — a?)a  -t-  (Y  — y)*  ==  p2 

(X  — x)  dx  «+•  (Y  — y)  dy  = o 

(X — a:)  dax  (Y — y)day  — dar*  — dya  = o 

È importante  di  osservare  che  le  ultime  due  per  ciascun 
sistema  provengono  da  una  successiva  differenziazione 
della  prima,  considerando  le  X,  Y,  p come  costanti. 

1 55.°  Passando  ora  dal  punto  ( x,  y ) della  curva 
data  ai  successivi  punti  della  medesima,  varieranno  non 
solamente  le  coordinate  a:,  y,  ma  ben  anche  le  coordi- 
nate X,  Y del  centro  di  curvatura,  quindi  immaginando 
un  movimento  continuo  del  punto  ( x , y ) sulla  stessa 
curva,  si  descriverà  egualmente  dal  punto  (X,  Y)  una 
nuova  curva,  la  quale  non  sarà  altro,  che  il  luogo  geo- 
metrico dei  centri  di  curvatura  della  linea  proposta.  È 
facile  poi  di  scuoprire  diverse  proprietà  di  questa  cur- 
va. Cosi  differenziando  il  valore  di  p * rapporto  a tutto 
le  variabili  or,  y,  X,  Y,  ed  avvertendo  adequazione  della 
normale,  sarà  primieramente 

(X — x)  (dX-+-dY  cos  A)  (Y— y)  (dY-f-  dX  cos  A)=pdp 

Di  più  si  eseguisca  una  differenziazione  nell’  equazione 
della  normale,  avremo 

(V  — x)  (da,r  H-  d’y  cos  A)  -f-  (Y-Hy)  (day  -f*  d*r  cos  A) 

-f-(dX — d*)  (dar-f-dycosA)-h(dY — dy)  (dy-f-dx  cos  A)=o 

la  quale  in  forza  deH’ultima  equazione  del  primo  siste- 
ma ottenuto  alla  fine  dell’ antecedente  parag.  si  ridurrà 

• dX  (da:  -f-  dy  cos  A)  H-  dY  (dy  «+•  dx  cos  A)  c=  o 
Quest’ultima  equazione  ci  dice  che  le  rette  tangenti  alla 
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curva  proposta  nel  punto  (x,  y),  ed  alla  linea  dei  cen- 
tri nel  corrispondente  punto  (X,  Y)  s'incontrano  ad  an- 
golo retto,  e per  conseguenza  il  raggio  di  curvatura  è 
sempre  tangente  alla  linea  dei  centri  nei  rispettivi  suoi 
punti  (X  Y)  ; ciò  si  scorge  ancora  dall’  osservare  che 
la  combinazione  di  quest’ultima  formola  con  l’equazione 
della  normale  porge  immediatamente  l’equazione 

X — x Y — y 
dX  “ dY 

la  quale  appartiene  alla  retta  tangente  la  linea  dei  cen- 
tri nel  punto  (X,  Y).  Sia  S un'arco  della  linea  dei  cen- 
tri compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  (X,  Y),  si 
avrà 

dSa  = dX*  4-  dY3  -h  2dX  dY  cos  A 

Inoltre  dalla  relazione  trovata  fra  i differenziali  dr,  dy, 
dX,  dYj  si  ricava 

dr  ■+•  dy  cos  A dy  4-  dx  cos  A 
dY  “ — dX 


della  quale  il  valor  comune  è 

dx  -f-  dy  cos  A dy  -H  dx  cos  A ds  sen  A 


dY 


— dX 


dS 


e perciò 


dx  4-  dy  cos  A «=  d*  sen  A ~~ 

dS 

dy  4-  dx  cos  A= — ds  scnA  ^ 

Sostituendo  questi  valori  nell’equazione  della  normale 

Y — y X — x p 

dy  4-  dy  cos  A — (dy  4-  dx  cos  A)  sen  A d$ 


i 
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otterremo 


Y-y 


dY  „ dX 

^dS’  X Xl!=f>AS. 


dS 


Se  queste  stesse  differenze  Y — y , X — x si  sostitui- 
scano ne)  secondo  membro  della  trovata  espressione  di 
pàp,  verrà  con  facilità 

dS  = d p 

ciò  che  porge 

p = S -4-  e 


Vale  a dire  il  raggio  di  curvatura  è sempre  eguale  al 
corrispondente  arco  della  linea  dei  centri,  o da  esso  ne 
differisce  di  una  quantità  costante. 

156.°  Premesse  queste  proprietà  della  linea  dei  cen- 
tri immaginiamo  attorno  alla  medesima  curva  un  filo  ine- 
stensibile, il  quale  la  ricuopra  totalmente,  o ne  differi- 
sca di  una  data  linea  retta,  se  svolgiamo  questo  filo  in 
modo  che  un  estremità  rimanga  sempre  tangente  alla  cur- 
va dei  centri  nei  successivi  suoi  punti.,  l’altra  estremità 
descriverà  la  linea  proposta;  la  curva  che  col  suo  svol- 
gimento genera  una  seconda  curva  si  chiama  evoluta , 
come  la  generata  si  dirà  evolvente.  L’equazione  dell’evo- 
luta si  determina  dalla  combinazione  di  due  dell’espres- 
sioui  delle  differenze 

Y-y,  X-* 


stabilite  nel  parag.  1 54;  cioè  riducendo  i valori  di  X,  Y 
a funzioni  di  una  sola  variabile  per  mezzo  dell’  equa- 
zione della  linea  data  ; si  eseguirà  un  eliminazione 
di  questa,  per  cui  restando  una  sola  relazione  fra  X,  Y 
apparterrà  evidentemente  all’  equazione  della  linea  dei 
centri,  o dell’evoluta.  Per  facilitare  le  applicazioni  sce- 
glieremo in  particolare  le  espressioni 
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1 + y*  v y ' .A  , v 

j,  . x — *- — ftO  -*-y“) 

le  quali  tutte  sussistono  nel  sistema  degli  assi  ortogonali. 
Viceversa  data  l’equazione  fra  le  coordinate  XjY  della 
evoluta  si  potrebbero  determinare  i valori  delle  x , y atti 
a rappresentare  l’equazione  della  evolvente ; infatti  ripren- 
dendo il  sistema  di  equazioni 


Y — v = 


dY 

PdS’ 


_ dX 

X X~  PdSJ 


pe=  S C 


avremo 


x *=s  X — (S  4-  c) 


dX 

dS’ 


„ _ dY 

Y-(S-hc)- 


Riducendo  il  secondo  membro  a funzione  di  una  sola 

variabile,  si  avrà  daH’eliminazione  di  questa,  una  rela- 

* * » 

zione  fra  x , y,  che  rappresenterà  l’equazione  della  curva 
evolvente ; la  risoluzione  di  questo  problema  dipende  però 
dal  Calcolo  Integrale,  onde  poter  determinare  !’  arco  S 
della  evoluta,  quindi  è che  da  noi  le  applicazioni  si  ri- 
serveranno nel  Calcolo  Integrale.,  e potrà  intanto  consul- 
tarsi una  mia  Memoria  pubblicata  nel  1839  (*),  e che  tro- 
vasi ancora  recentemente  stampata  nel  tom.  26  del  giorna- 
le di  Matematica^  che  si  pubblica  in  Berlino  dal  sig.  Creile. 

157.°  Supponiamo  pertanto  che  vogliasi  determinare 
l’evoluta  della  parabola  di  secondo  ordine;  si  avrà  co- 
me già  abbiamo  più  volte  osservato 


d'onde  supposti  gli  assi  ortogonali,  le  differenze  X— x , 
Y — y,  ottenute  nell’antecedente  paragrafo  diverranno 

Y-y  — — X — X— rasM-Jt- 

(*)  Giornale  Arcadico  voi*  79. 
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dalle  quali 


ed  eliminando  la  x , risulterà 


Tafè  l'evoluta  della  parabola,  e suol  chiamarsi  parabola 
cubica , mentre  la  sua  equazione  rappresenta  una  linea 
del  terzo  ordine,  ed  è inclusa  nella  classe  delle  curve 
paraboliche.  A questa  medesima  equazione  siam  giunti 
al  parag.  121  nel  cercare  il  luogo  geometrico  dei  punti 
dai  quali  si  possono  condurre  due  normali  alla  parabo- 

la  ; la  supposizione  di  Y «=  o , dà  X =■  , ciò  indica 

che  la  curva  evoluta  ha  la  sua  origine  solfasse  della  pa- 
rabola ad  una  distanza  del  vertice,  eguale  alla  metà  del 
parametro  : questa  conseguenza  si  deduce  anche  dal  ri- 
flettere che  al  vertice  della  parabola,  il  raggio  di  cur- 
vatura è precisamente  eguale  alla  metà  del  parametro  />; 
e perciò  è facile  il  concludere  che  fra  il  raggio  di  cur- 
vatura p della  parabola,  e farco  S della  evoluta  com- 

. preso  fra  il  punto  Yao  , X = ~j  cd  un  punto 

variabile,  avrà  luogo  l’equazione 


P 

2 


Di  più  l’evoluta  della  parabola  è composta  di  due  rami 
infiniti  eguali,  c simili.,  i quali  volgono  la  loro  conves- 
sità verso  l’asse  della  parabola,  ed  il  punto  Y=o,X  = 

è un  punto  di  regresso  di  prima  specie,  ove  la  retta  tan- 
gente confondendosi  con  l’asse  delle  ascisse , sarà  per- 
pendicolare all’asse  delle  ordinale. 
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In  un’ellissi  determinata  dall’equazione 


- + *1  = 1 
a*  + 4* 


$1  ha  per  le  derivate 

- ^_±  rl'  = - 

y a3  y J ' o3  y3 

quindi  l’equazioni  dell  'evoluta  diverranno 

x— *=—• -~(o« y3-»-M*3),  Y— y=-  ^(«4y*H-  w*a) 


Per  eseguire  più  facilmente  P eliminazione  si  prendano 
dairequazionc  della  curva  i valori  di  x2  j y2 , cioè 


x2 


y 2 


b2  / 

— (a2  — x2) 
a 2 x 


e sostituendo  il  primo  nella  seconda,  ed  il  secondo  nella 
prima,  e ponendo 

e 2 


troveremo 


c2  x3 


dalle  quali 


aX 


ovvero 


c 


ff 


1 

b 


Eseguendo  i quadrati,  e sommando,  risulterà  evidente- 
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mente  per  l’equazione  della  evoluta  dell'ellissi 


Tal’é  l’equazione  che  abbiamo  trovata  nel  parag.  122 
per  determinare  il  luogo  geometrico  dei  punti  dai  quali 
si  possono  condurre  tre  normali  all’ellissi.  Questa  curva 
incontra  l’asse  delle  x a due  eguali  distanze  dal  centro 
espresse  per 


ed  incontra  Tasse  delle  y a due  distanze  parimenti  egua 
li,  e che  sono 


Quindi  è che  le  respettive  distanze  di  questi  quattro 
punti,  dai  vertici  dell’asse  maggiore,  e dell’asse  minore 
saranno 


le  quali  coincidono  con  i raggi  di  curvatura  ai  mede- 
simi  vertici.  La  curva  è dunque  formata  di  quattro  ra- 
mi eguali  e simili,  e similmente  situati  rapporto  al  cen- 
tro dell’ellissi,  e volgono  tutti  la  loro  convessità  verso 
Tasse  delle  ascisse  e delle,  ordinate;  di  più  nei  punti 


l’asso  delle  ascisse  ó tangente  alla  curva,  e nei  punti 
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Tasse  delle  ordinate  si  confonde  con  la  retta  tangente. 
All’equazione  dclTevoluta  delTellissi  si  giunge  anche  con 
la  medesima  facilità,  facendo  uso  di  altre  forinole.  Così 
riprendendo  le  formolo 


X 


— x = 


cd  osservando  che  l’equazione  delTellissi  può  essere  rap- 
presentata dai  due  sistemi 

x «s=  a cos  v j y = b sen  v 

come  già  abbiamo  yeduto  nel  parag.  122,  avremo 


tang  9 = 
c perciò 


, dx  = — a sen  e di?  , dy  = b cos  v de 

a*  y 


b 

tang  9 == — cot  v 


d’onde  dalla  differenziazione.,  ed  eliminazione  di  tang9, 
verrà 


aóde 

a2 sen3©  -t-  b2  cosae 


Con  questi  valori,  le  differenze  X — x , Y — y diver- 
ranno 


X — -a  cos  o = 


cose  (a*senae  -t-  b2  cos*e) 


a 


Y — b sen  v = 
dalle  quali 


sene  (a2  sen*e-H  b2 cos*  e) 


Y = 


(a*  — b2)  . 3 

« r — - sen3  v , X = — cos3 

b a 
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quindi 


Elevando  al  quadrato,  e sommando  verrà 


a a 


la  quale  coincide  con  quanto  si  è di  già  trovato  per 
altre  considerazioni. 

Nello  stesso  modo  prendendo  un’iperbola  di  equazione 


c ponendo 

o1 4*  ==s  c2 


si  troverà , con  ripetere  i medesimi  calcoli  di  già  ese- 
guiti per  l'ellissi  per  l'equazione  della  sua  evoluta 

(?y  - ©'r  - ■ 

\ 

Questa  equazione,  come  già  abbiamo  vednto  nel  para- 
grafo 123  rappresenterà  il  luogo  geometrico  dei  punti 
dai  quali  si  possono  condurre  tre  normali  all’ iperbola. 
La  ritrovata  curva  incontra  l’asse  delle  ascisse  a due 
eguali  distanze  dal  centro  espresse  per 


c2 

X = =fc  — 
a 


non  potrà  mai  incontrare  l’asse  delle  ordinate,  come  si 
vede  dalla  medesima  equazione,  nella  quale  l’ordinata  Y 
diviene  immaginaria  per  X = o. 
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158.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  alle 

curve  trascendenti,  consideriamo  primieramente  una  ci- 
cloide con  Torigine  delle  coordinate  al  vertice  della  base, 

per  la  quale  si  verifica 


quindi  per  le  coordinate  X,  Y del  centro  di  curvatura, 
avremo  dalle  consuete  equazioni 

Y — y = — 2y , X — x = 2 y iiZJL 

ovvero 

Y=i  — y,  X—  2 (2ay  — ya)* 

Per  eseguire  l’eliminazione  delle  x,  y,  sarà  utile  di  ri- 
chiamare i loro  valori  espressi  dalle  equazioni  finite 

x = a (u  — sen  u) , y =>  a ( 1 — cos  u) 

dalla  seconda  delle  quali 

L 

a sen  u = (2oy  — ya)* 

e perciò,  prendendo  Tassoluto  valore  della  Y otterremo 
per  le  coordinate  X,  Y 

X » a(u-t-  sen  u)  , Y = u(1  — cos  u) 

La  coesistenza  di  queste  due  equazioni  appartiene  ad 
una  cicloide,  nella  quale  2a  esprime  il  raggio  del  cir- 
colo generatore,  e perciò  l’evoluta  della  cicloide  è un’ 
altra  cicloide  eguale,  e simile  alla  evolvente,  od  in  al- 
tri termini  la  cicloide  é una  curva  evoluta  di  se  stessa. 

24 
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Prendiamo  ancora  una  spirai  logaritmica  determi- 
nata dairequazione 


x , l/ar3-hy 

are  tang  — = a log  

v « 


si  avrà 


, y •+•  ax  „ a(1  -+-  a3)  (*3  -4-  y3) 

y == — — ~ > y — 


X — ay 


Con  questi  valori  otterremo 


(x  — oy)3 


Y-y 

d^onde 

dalle  quali 


x — ay 


% X — — 


(y  -4- 


a; 


Y«-,  X 

a 


_y 

a 


j = oY  j y = — aX 


Sostituendo  i valori  di  x9  y nell'equazione  della  curva, 
verrà 

Y , /a]/H*  -4-  Ya\ 

— are  tang  — = a log  ( J 


la  quale  avvertendo  airequazione 


X Y 7t 

are  tang  — ■+•  are  tang  — = — 

avremo  in  fine 

X n , l/^3  Y3 

are  tang  — a log  a = a log 

I 7T  K 

É facile  di  vedere  che  questa  equazione  rappresenta  una 
nuova  spirale  logaritmica  delle  medesime  dimensioni  che 
l’antecedente.,  e perciò,  come  accade  nella  cicloide,  dallo 
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svolgimento  della  spirai  logaritmica  si  genera  una  nuova 
spirale  logaritmica  eguale,  c simile  alla  sua  evoluta  ; noi 
riprodurremo  la  dimostrazione  di  questa  proprietà^  quan- 
do parleremo  delle  curve  riferite  a coordinate  polari. 


Sul  contatto  delle  curve  piane , e sui  differenti  ordini 

del  medesimo. 


159.°  Consideriamo  due  curve  piane  rappresentate 
dall’equazioni 

y=((x),  y = F(x) 

fra  le  coordinate  x , y o rettangolari , od  oblique.  Se 
queste  due  curve  s'incontrano  in  uno,  o più  punti  , si 
verificherà  allora  l'equazione 

f<*)  = F(x) 

ed  il  numero  delle  radici  reali  di  questa  equazione  in- 
dicherà il  numero  dei  punti  d’  intersezione.  Chiamando 
poi  h un  incremento  infinitesimo  dell'ascissa  x , si  avrà 

f(x  4-  A)  = f(x),-f-  hi\x  4-  Oh) 

F(x  4-  A)  = F(x)  4-  h F'(x  4-  Qih) 

delle  quali  la  differenza  sarà 

f(x  4-  h)  — F(x  4-  k)  = h £ f'(x  4- Oh ) — F'(x  4-  0\h)  ] 

I numeri  0 , Oi  sono  compresi  fra  zero,  e Tunilà;  T in- 
cremento h si  può  prendere  piccolo  in  modo  che  il  se- 
gno della  differenza 

f (®  4-  Oh)  — F'(r  4-  0lh) 
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coincida  con  il  segno  della  differenza  delle  funzioni 


f'(x)  - F'(x)  • 

In  quest/ipotesi  la  differenza  delle  due  ordinate  variate, 
cangierà  di  segno  con  la  h , per  cui  la  seconda  curva 
intersecherà  la  prima.  Supponiamo  adesso  che  le  due  cur- 
ve date  si  tocchino  in  un  determinato  punto  (x,  y)  in 
modo  da  aver  la  retta  tangente  commune,  allora  si  dice 
che  le  due  curve  ammettono  fra  di  loro  in  questo  pun- 
to un  contatto,  ove  si  verificherà  evidentemente 

r(x)  _ F'(  e). 

Il  contatto  in  proposito  si  chiama  di  primo  ordine ; in 
questo  caso  è facile  il  vedere  che  la  differenza  delle 
due  ordinate  corrispondenti  all’ascissa  x A,  sarà  della 
forma 

f(*-t-A)  — F(x-f-A)  = j—  (V(*-t-0A)  - F>h-6,A)) 

1 nuovi  numeri  0,  0,  sempre  >0,  e <1.  Qui  pure 
si  potrà  sempre  ottenere  per  valori  piccolissimi  di  À,  che 
le  due  differenze 

F»  — F"(x)  , f"( r 4-  Oh)  — F"(x  -4-  0xh) 

conservino  il  medesimo  segno , dunque  allora  la  diffe- 
renza 

f(x  -f-  h ) — F(x  -4-  À) 

rimarrà  invariabile  al  cangiar  di  segno  della  A,  e per- 
ciò la  seconda  curva  che  trovasi  con  la  prima  nel  putito 
(x,  y)  ad  un  contatto  di  primo  ordine  cesserà  d’incon- 
trarla. 

160.°  Supponiamo  inoltre,  che  in  un  determinato 
punto  (x,  y)  delle  due  curve  oltre  le  condizioni 

f(x)  « F(x)  , r(*)«  ¥\x) 
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f»  = F>) 

si  dirà  che  le  due  curve  hanno  in  questo  punto  un  con- 
tatto di  second*  ordine  ; qui  pure  la  differenza  delle  due 
ordinate  corrispondenti  alla  ascissa  x *+-  h , sarà 

i(x+h)  — F(x-t-A)  = JtL/r(x-i-eh)  - F '"'(x-t-M)) 

e per  le  medesime  ragioni  di  già  riportate  la  differenza 

f(x  ~h  h)  — F(x  -+-  h ) 

varierà  al  cangiar  di  segno  della  hj  e per  conseguenza 
nc!  contatto  di  secondo  ordine  le  due  curve  si  traver- 
seranno toccandosi.  Come  già  abbiamo  veduto,  il  raggio 
di  curvatura  dipende  dalle  funzioni  derivate  del  primo 
e second’ordine  dell’ordinata  y,  quindi  il  circolo  oscula- 
tore si  troverà  in  generale  ad  un  contatto  di  secondo 
ordine  nei  differenti  punti  di  una  curva  piana,  in  modo 
che  avrà  la  proprietà  di  toccare,  e di  segare  insieme  la 
curva  in  tutti  quei  punti  ove  l'ordine  del  contatto  non 
divenga  superiore  a 2.  Due  curve  pertanto  che  sono  fra 
di  loro  in  un  determinato  punto  ad  un  contatto  di  se- 
condo ordine  avranno  la  medesima  retta  tangente,  il  me- 
desimo circolo  osculatore,  e si  diranno  curve  osculatrici 
quantunque  possa  accadere  che  due  curve  sieno  oscula- 
trici, e pur  tuttavia  il  loro  contatto  appartenga  ad  un 
ordine  superiore  al  secondo  ; aggiungiamo  di  più  che 
due  curve  osculatrici  volgeranno  la  loro  concavità  dalla 
medesima  parte;  ed  il  contatto  prende  il  nome  di  oscu- 
lazione. Nello  stesso  modo  se  alle  antecedenti  condizioni 
dell’eguaglianza  delle  funzioni,  e delle  derivate  dei  pri- 
mo^ e second’ordine,  si  aggiunga 

r(x)  = ¥'"(x) 
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il  contatto  delle  curve  si  dirà  del  terzo  ordine  e la  solita 
differenza  delle  ordinate  corrispondenti  all  ascissa  x -+-  h 
si  esprimerà  per 

f(.r-t-A)  — F(aH-À)  = 1 *'3  - (t"(x+4h)—V"  (_r-*-$A)^ 

In  questi  punti  le  curve  si  toccano  senza  traversarsi.  In 
generale  diremo  che  se  per  un  punto  (x,  y)  comune  a 
due  curve  date  si  verifica 

f(x)  = F(.r)  , f'(x)  = F(x)  , ("(*)  = F"(x) 

....  fv— * ) (x)  = FI-»)  (x)  , f ")(x)  = F(-)(X) 

avranno  queste  un  contatto  dell'ordine  n3  nelle  quali  la 
consueta  differenza  delle  ordinate  rapporto  al  l’ascissa  x-+-h, 
sarà  (*) 

<«-*>-«~>  (m-S,  »>) 

Quando  Tordine  del  contatto  appartiene  ad  un  numero  n 
pari,  le  due  curve  si  traverseranno  toccandosi,  come  per 
il  numero  n impari,  le  due  curve  si  toccheranno  sola- 
mente. È facile  poi  il  concludere  che  se  due  curve  sono 
fra  di  loro  ad  un  contatto  debordine  w,  non  vi  potrà 
passare  fra  queste  alcuna  altra  curva  , la  quale  abbia 
con  le  medesime  un  contatto  dello  stesso  ordine. 


(*)  Ai  d uc  numeri  0,  0X  compreso  fra  zero,  e Tunità,  potreb- 
be sostituirsi  un  solo  B compreso  fra  i medesimi  valori  , osser- 
vando che  la  differenza 

{(x  h)  — F(x-t-  h ) 

considerata  come  funzione  delle  /*,  è una  funzione  che  con  la 
sua  derivata  fino  all’ordine  ncs,mo  svanisce  per  h = o , e per- 
ciò il  suo  valore  si  esprimerà  per  una  forinola  data  versola  fi- 
ne del  parag.  5o. 
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161.°  Se  due  corvè  ammettano  in  generale  un  contatto 
deir  ordine  n , potrà  questo  in  alcuni  particolari  punti 
variare,  e ridursi  ad  un  ordine  più  elevato  : così  il  cir- 
colo  osculatore  tocca  generalmente  tutte  le  curve  ad  un 
contatto  del  secondo  ordine,  ma  se  consideriamo  i ver- 
tici della  parabola,  dell’ellissi,  e dell’iperbola,  sono  que- 
sti con  il  circolo  osculatore  ad  un  contatto  del  terzo 
ordine  ; infatti  prendendo  l’ascissa  x per  variabile  in- 
dipendente, le  coordinate  X,  Y del  centro  del  circolo 
osculatore  devono  verificare  nell’ipotesi  degli  assi  orto- 
gonali, come  si  è veduto  nel  parag.  1 54  le  due  condi- 
zioni 

x — X -f-  (y  — Y)  y'  = o 
1 H-  y'2  H-  (y  — Y)  y"=  o 


Proseguendo  la  derivazione  sarà 

(y-  V+3^«o 

ed  eliminando  fra  le  due  ultime  la  differenza  y — Y , 
otterremo 

AM-v/,)=3Jy* 


Tal’è  la  condizione  analitica,  che  si  dovrà  verificare  on- 
de in  un  determinato  punto  di  una  curva  data,  il  cir- 
colo osculatore  la  tocchi  ad  un  contatto  del  terzo  ordi- 
ne. Questa  stessa  condizione  coincide  con  quella  che  si 
è trovata  al  parag.  1 53,  onde  il  raggio  di  curvatura  di- 
venga massimo,  o minimo.  Cosi  in  una  parabola  di  equa- 
zione 


si  ha 


y 2 


= px 


3 p3 
8y5 


d’onde  la  condizione  diverrà 

3 p3  (4ya  ■+•  p3)  ~ 3 p5 
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la  quale  non  può  sussistere  a menò  che  non  sia  y=*o 
ed  x = o , e perciò  all'origine  delle  coordinate , ossia 
nel  vertice  della  parabola,  il  circolo  osculatore  tocca  la 
curva  ad  un  contatto  del  terzo  ordine. 

In  un  ellissi  con  l'origine  al  centro,  e di  equazione 


si  avrà 


bi 

0> 


«4  Zb*_  jr 

a2  y3  ’ ^ a*  y5 


quali  valori  sostituiti  nella  consueta  equazione  fra 
y',  \f'j  y"\  ricaveremo 

a4  y 2 + M x1  = a 2 bb 

ove  eliminando  la  y2  per  mezzo  dell'  equazione  della 
curva,  si  troverà 

x2  = a2 , ed  x = ztz  a 

e perciò  ai  vertici  dell'asse  maggiore  deH'ellissi,  il  con- 
tatto della  curva  con  il  circolo  osculatore  sarà  del  terzo 
ordine,  facendo  poi  un  cangiamento  di  x in  y,  di  a,  in 
b9  e viceversa  si  dimostrerà  facilmente  che  il  medesimo 
ordine  di  contatto  avrà  luogo  nei  vertici  dell’  asse  mi- 
nore ; infine  la  medesima  proprietà  si  verificherà  nei  due 
vertici  dell'asse  maggiore  dell'iperbola. 

1 62.°  Prendendo  l'ordinata  y funzione  dell'ascissa  x, 
si  è veduto.,  che  in  un  dato  punto  ( x,  y ) due  curve 
sono  fra  di  loro  ad  un  contatto  dell'ordine  n , quando 
le  funzioni 

y » y'  » y"  i y"  s • • • yW 

conserveranno  il  medesimo  valore  nel  passaggio  da  una 
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curva  air  altra.  Supponiamo  ora  che  le  due  coordinate 
x , y sieno  funzioni  di  una  nuova  quantità  t presa  co- 
me variabile  indipendente,  e che  insieme  la  variabile  I 
sia  una  funzione  qualunque  v delle  due  coordinate  xy  y, 
si  avrà  in  generale 

*«=?(<)»  V = <P(‘) , < = F(ar,  y)  = e 

Se  per  brevità  si  ponga 

a?(w)  = <p[mì  (i)  j y(m)  — tp'm)  (t) 

e si  eseguiscano  delle  differenziazioni  successive  nel  va- 
lore di  t,  otterremo  dividendo  per  d* , di» , df3  , ... 
le  differenti  equazioni  a derivate  parziali 

1 B3  j/DxV  4" 

x2 D’ v 4-2 jf  \fDx Dyv  4-  y*2  D*t> 4-  x"Dxv-t-y"Dyv=^o 
«"DxtH-  D3o  4-  lf,rByv  4-  y'3  D3t?  4-  Zx' rf' D*u 
4“  Zy y"D^.v  4*  3 [%'y  4"  x yr/)Dx  Dy® 

4-  3x'a  yf2  ^ D*  Dyv  4-  DXD*  v ) «=  o 


D'altronde  per  le  formole  del  parag.  40  le  funzioni  de- 
rivate da  y rapporto  ad  xy  saranno 


x'y"  - y V' 
x'0 


z'(x'y'"  - y'  x"')  - 3x"  (x'y'  - J (x") 

x'5 


Da  tutte  queste  diverse  espressioni  si  ricaveranno  i va 
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lori  delle  funzioni  derivate 


• * 


/ //  ///  / . //  _ /// 

^ ^ > • ■ • • jf  j y ^ y »• 

date  per  le  quantità 

Dry , D*y  , Dxt>  , D^p,  D*t>  , D*i?  , Dx  Dyv  , . . . . 

le  quali  ritenendo  nel  punto  di  contatto  il  medesimo  va- 
lore, quando  si  passa  da  una  curva  ad  un  altra,  nc  verrà 
che  i medesimi  valori  riterranno  le  derivate 

. . . y7,  y",  y777 , . . . 


In  differenti  applicazioni  la  variabile  t si  riduce  alla  di- 
stanza r condotta  dall’origine  al  punto  [x,  y),  o all’arco  t 
della  curva  compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  medesi- 
mo punto  (x,  y);  in  ambedue  i casi  sarà  facile  la  deter- 
minazione delle 


x/  t"  x"'  v u”  t/" 

u/,x,o/  j • • . y i y , y j • • • 


considerate  come  funzioni  della  distanza  r,  o dell’arco  s. 

163.°  L’ordine  del  contatto  fra  due  date  curve  in 
un  determinato  punto,  può  anche  desumersi  dal  numero 
delle  costanti  arbitrarie  che  si  contenessero  in  una  delle 
equazioni  delle  due  curve.  Supponiamo  infatti  che 

/(•r,  y)  = 0 » F(*>  y,  a,  b,  c . . . ) = o 

rappresentino  T equazioni  delle  due  curve,  e che  n sia 
il  numero  delle  costanti  arbitrarie  aj  b,  c . . . conte- 
nute nella  seconda  equazione.  Non  cessando  la  x di  es- 
sere variabile  indipendente,  si  potrà  sempre  disporre  in 
modo  delle  costanti  a,  b,  c,....  che  differenti  delle  funzioni 


y * y i y * y > • • • 
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ritengano  i medesimi  valori  nel  passaggio  da  una  curva 
all'altra.  Ora  è evidente  che  ciascuna  delle  n costanti  ar- 
bitrarie si  determinerà  dall'equazione  finita 

F(x,  y , a,  b j c . . . ) = o 

e da  altre  n — 1 equazioni  differenziali,  quindi  ciascuna 
delle  medesime  costanti,  sarà  funzione  delle  quantità 

x .»  y i y'  j \T  * • • • • y[n~l) 

e perciò  fra  le  due  curve  date  vi  sarà  nel  punto  (x,  y) 
un  contatto  per  lo  meno  debordine  n — 1 , e sarà  nello 
stesso  tempo  il  più  elevato;  che  se  più  costanti  arbitra- 
rie rimangano  indeterminate  per  mancanza  delle  equa- 
zioni difTercnziali,  allora  la  curva  in  proposito  cangierà 
di  forma,  e di  posizione,  ma  non  per  questo  cesserà  di 
toccare  la  prima  curva  nel  punto  (x,  y),  e l’ordine  del 
contatto  sarà  generalmente  inferiore  ad  n — 1 . 

164.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  pren- 
diamo un  circolo  di  equazione 

(*  - X)»  •+•  (y  - Y)>  = p» 

nella  quale  vi  sono  le  tre  indeterminate  X , Y , p , e 
perciò  in  generale  V ordine  più  elevato  del  contatto  di 
un  circolo  con  una  curva  sarà  del  secondo  ordine  ; la 
determinazione  delle  due  coordinate  X,  Y del  centro  si 
avrà  immediatamente  da  una  doppia  derivazione  eseguita 
sopra  l’equazione  considerando  le  X,  Y,  p come  costanti, 
e si  troverà 

Y),'  = o 
1 *4-  y'2  -4-  (y  — Y)  y"  = o 

dalle  quali  otterremo  le  differenze  x — X , y — Y che 
sostituite  nel  secondo  membro  del  valore  di  j3,  porge- 
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ranno  la  nota  espressione  del  raggio  di  curvatura  di  una 
curva  qualunque. 

Prendiamo  ancora  una  linea  del  secondo  ordine  rap- 
presentata dairequazione 

Ax 2 -4-  Bya  -4-  2G ry  -4-  2A/x  -4-  2B'y  ■=  K 

e supponiamo  che  si  riduca  ad  una  parabola;  in  questo 
caso  Ca  *=  AB  e potremo  fare  per  semplicità  B = 1 co- 
sicché l’equazione  si  trasformerà  in 

y*  -4-  Ax1  -4-  2x1/1/" A -4—  2A'jc  -4-  2B ry  =•  K 

ove  si  troveranno  le  quattro  indeterminate  A,  A',  B',  K, 
e perciò  il  contatto  potrà  essere  del  terzo  ordine.  Ese- 
guendo tre  derivazioni  successive,  troviamo 

yy  -4-  Ax  -4-  (y  + xy)  V A ■+*  A7  B/y/  = o 

yy"  + + A + (2tf  -4-  y'x)  J/’A  -H  B'y"  =»  o 

yj f"  -+-  3yY  -4-  (3^  -4-  xy'")  VA  B'y'"  = o 

Se  dalle  due  ultime  eliminiamo  la  indeterminata  B', 
avremo  per  la  determinazione  della  A , l’ equazione  del 
secondo  grado 


A 


<vr-  3»"1) 


./// 


l^A 


y'y"-  3»y"> 


tV 


la  quale  risoluta  , e scelto  il  segno  -4-  come  soddisfa- 
cente alla  questione  si  trova 


d’onde 


l/A: 


3y  3 — y y 
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Con  egual  facilità  giungeremo  dall’eliminazione  ai  valori 
di  B',  A' , cioè 

xy  y 2 — 3xy  2y  — 9y  3 — yy  2 
" ///. 

y a 

4 / (y  — xy)  -+•  3y"a  (3y/y//— y y'"  •+■  2xyy"'—  3xy//2) 

A = 7=1 

Iniine  i valori  di  A,  A' , B'  danno  la  quarta  indetermi- 
nata K.  Non  sarebbe  ora  diflìcile  per  mezzo  delle  note 
proprietà  della  parabola  j e delle  trasformazioni  delle 
coordinate  dedurre  il  valore  del  parametro,  e delle  coor- 
dinate X,  Y riferite  agli  assi  principali  : in  questo  mo- 
do si  avrebbe  una  completa  determinazione  di  tutti  gli 
clementi  della  parabola,  onde  sia  con  una  data  curva  ad 
un  contatto  di  terzo  ordine  ; non  potendoci  trattenere  in 
queste  differenti  discussioni  ci  basterà  notare  che  la  cur- 
va in  questione  ha  con  la  parabola  nel  punto  (x,  y)  il 
medesimo  circolo  osculatore  : questa  proprietà  ci  porta 
a concludere  che  la  parabola  sarà  osculatrice  della  cur- 
va. Per  un  maggior  dettaglio  si  potrà  consultare  una 
Memoria  di  Ampere  inserita  nel  14.°  Cab.  del  giornale 
della  scuola  politecnica. 

1 65.”  Consideriamo  in  fine  una  curva  parabolica  rap- 
presentata dalla  funzione  intera 

y = a bx  -J-  ex2  ■+■  . . . px'*-2  -f-  qxn~l 

Le  n costanti  arbitrarie  a,  b>  c . . . . p , q si  determi- 
neranno per  mezzo  dei  valori  delle  funzioni 

y 5 > y"»  • y[n~l) 

» k t 

quindi  la  curva  parabolica  potrà  avere  con  la  curva  data 
un  coutatto  dell’ordine  n — I , o di  un  ordine  superiore: 
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per  conoscere  poi  l’equazione  di  questa  curva  paraboli- 
ca, osserviamo  che  chiamando  X,  Y le  coordinate  di  un 
suo  qualunque  punto,  sarà  egualmente 

Y = a bX  -+-  cXa -+-  pX'*~2  -H  yX'*-* 


quindi  per  la  differenza  Y — y potremo  avere  un  ri- 
sultato della  forma 

Y — y =:  B (X  — x)  -f-  C (X  — or)a  •+• ....  -4-  Q (X — 


Le  nuove  n — 1 costanti  B.,  C . . . . P,  Q si  avranno 
dall’ espressioni 

dY  _d*Y  d"-'Y 

dX  ’ dX2  ’ * * * dX'*"1 


corrispondenti  ad  X ==  x , in  questo  modo  otterremo 
con  facilità 


B 


y'  > 


x/'  «('*-*) 

C=  ~ . . . . Q = — j— 

1.2  1.  2.  3..  n — 1 


dunque  l’equazione  della  curva  parabolica,  che  ha  con 
la  curva  data  un  contatto  debordine  n — 1 , o di  un 
ordine  superiore,  sarà 


Y = y •+■  y'(X  — jc)  4-  (X  — j-)2  + . . . . 

1 .1 


i/t'*-1) 

1.  2.  3...  n — 1 


(X  — a:)'*-» 


La  supposizione  di  n = 2 , darà  Tequazione  della  retta 
tangente  condotta  per  il  punto  (x,  y)  alla  curva  data, 
cioè 


Y =y-+-  y(X  — x) 
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Y = y -t-y'  (X  — x)  ■+.  (X  — x)» 

I • *à 

la  quale  appartiene  ad  una  parabola  di  secondo  grado, 
e sarà  osculatrice  della  curva,  ed  il  suo  asse  trovasi  in 
una  retta  parallela  a quello  delle  y.  Nello  stesso  modo 
per  n = 4 , avremo  la  parabola  cubica 

'/  Ut 

Y=  y-+-y'(X  — x)-t-  — (X  — x)’  -t-  ILj  (X  — *)3 


Trasformazione  delle  coordinale  rettilinee  in  coordinate 
polari^  ed  uso  delle  medesime  per  scuoprire  diverse 
proprietà  delle  curve  piane. 


1 66.°  Oltre  le  due  coordinate  rettilinee  per  mezzo 
delle  quali  si  determina  la  rispettiva  situazione  dei  punti 
collocati  in  un  piano,  vi  sono  anche  le  coordinate  polari , 
le  quali,  come  già  abbiamo  notato  nel  parag.  110  ri- 
sultano da  una  distanza  variabile  del  punto  mobile  da 
un  punto  fisso,  e da  un  angolo  parimenti  variabile,  che 
questa  medesima  distanza  viene  a formare  con  una  retta 
fissa  di  posizione,  e che  passa  per  il  punto  fisso  ; la  di- 
stanza variabile  in  proposito  dicesi  raggio  vettore , come 
polo  si  dirà  il  punto  fisso.  Scelta  la  posizione  del  polo , 
e della  retta  fissa,  per  ogni  punto  di  una  data  curva  cor- 
risponderà un  certo  raggio  vettore,  ed  un  angolo  che  il 
medesimo  conterrà  con  la  retta  fissa,  o ciò  che  torna  lo 
stesso,  per  ogni  punto  di  una  data  curva  si  otterrà  un 
sistema  di  coordinate  polari,  e viceversa  per  ogni  sistema 
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di  coordinate  polari  vien  determinata  la  situazione  di 
un  punto.  É facile  di  trasformare  le  coordinate  rettilinee 
in  coordinale  polari.  Sieno  <Xj  (3  le  coordinate  rettilinee 
del  polo  o di  un  punto  fisso,  r il  raggio  vettore  condotto 
dal  punto  (a,  /S)  al  punto  mobile  ( r,  y)  e rappresenti  u 
l’angolo  che  il  raggio  vettore  forma  con  una  retta  pa- 
rimenti fissa,  e che  noi  supporremo  essere  1’  asse  delle 
ascisse,  infine  sia  A l’angolo  delle  coordinate  rettilinee^ 
nel  triangolo  di  lati,  x — et , y — /3  , r ricaveremo  una 
relazione  fra  le  coordinate  rettilinee  x , y,  e le  polari 
r,  u,  vale  a dire 


d'onde 

x 


1 

R 

1 

"'■Ci 

1 

u 

! 

r 

sen(A  — u)  sen  u 

sen  A 

sen  (A  — u) 

sen  u 

. - T "t*  « » y «= 
sen  A 

sen  A 

r- 1-/3 


Se  l’origine  delle  coordinate  si  scelga  per  polo  dalla  cur- 
va, avremo  et  «=  o,  /3  = o ed  i precedenti  valori  di  or,  y 
si  ridurranno  ad 


sen  (A  — u) 

x = t — r , 

sen  A 


sen  u 

y= : r 

sen  A 


Quando  gli  assi  fossero  ortogonali,  si  ha  per  il  polo  dif- 
ferente dall’origine 

x = r cos  u ■+•  et  , y = r sen  u /3 
come  per  il  caso  opposto  c*;  «oc  i .•  * * - j 


x = r cos  u , y = r sen  u 

Quando  una  curva  piana  è rappresentata  per  un’  equa- 
zione fra  le  coordinate  rettiline  x,  y , si  potranno  pqr 
mezzo  delle  stabilite  forinole  sostituire  immediatamente 
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allo  variabili  r , y i loro  valori  espressi  in  coordinate 
polari  ; in  questo  modo  si  otterrà  ciò  che  dicesi  Equa- 
zione pnfare  della  curva.  Veniamo  ora  a presentare  al- 
cune applicazioni  dell’esposta  teoria. 

167.°  Una  retta  riferita  a coordinate  oblique  di  an- 
golo A j ha  per  equazione  * •. 


sen  9 

. — — - —x  b 

^en  (A  — 9) 


<p  è l’angolo  che  la  retta  contiene  con  l’asse  delle  ascis- 
se.  Scegliendo  l’origine  per  polo,  si  avrà  per  la  sosti- 
tuzione dei  convenienti  valori  di  x , y,  l’equazione  po- 
lare della  retta, 

b sen  A sen  (A  — 9) 
sen  u sen  (A  — 9)  — sen  9 sen  (A  — u) 

ovvero 


b sen  (A  — z>) 
sen  («  — 9) 


h\ 


Questo  valore  del  raggio  vettore  r si  sarebbe  anche  po- 
tuta ottenere  dal  l’osservare  che  nel  triangolo  ove  sono  i 
due  lati,  r,  b si  oppongono  gli  angoli  A — 9 , u — 9. 
Quando  l’equazione  della  retta  fosse  data  sotto  la  forma 


X— .r 


Y-y 


sen  (A  — 9)  sen  9 

allora  ritenendo  l’origine  per  il  polo,  e chiamando  R,  U 
le  coordinate  polari  del  punto  (X,  Y),  si  avranno  i due 
sistemi  di  valori 

r sen  (A  — w)  r sen  u 


sen  A 


y = 


sen  A 


R sen  (A  — tJ) 
6enA  _ 


Y = 


R sen  U 
sen  A 

25 


i 
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quali,  sostituiti  daranno 

R sen  (A  — U)  — r sen  (A  — u)  R scn  U — r sen  u 
sen  (A  — 9)  *■  sen  9 

quindi  dalla  riduzione  otterremo  l’equazione 

R sen  (U  — 9)  = r sen  (u  — 9) 

la  quale  appartiene  ad  una  retta  che  passa  per  un  punto 
dato  (r  , «).  Osserveremo  inoltre,  che  non  trovandosi  in 
questa  equazione  l’angolo  A,  sarà  essa  indipendente  dal 
sistema  delle  coordinate  rettilinee,  che  si  è adottato,  co- 
me  d’altronde  è chiaro. 

Un  circolo  di  raggio  p , e di  coordinate  X,  Y per 
il  centro,  avrà  per  equazione  nel  sistema  degli  assi  or- 
togonali 

(x  — X)>-*-(y—  Y)*  = p* 

. Scegliendo  1’originc  per  polo,  e sostituendoci 
x a»  r cos  u j y = r scn  U 

X = R cos  U j Y = R scn  U 

sarà 

(r  cos  u — R cos  U)a  •+■  (r  sen  u — R sen  U)a  = p* 

la  quale  dopo  le  riduzioni  diviene 

r 2 — 2Rr  cos  (u  — U)  + R3  = p1 

Alla  medesima  equazione  si  giunge  quando  obliqui  fos- 
sero gli  assi  rettilinei;  aggiungiamo  ancora  che  nel  trian- 
golo di  lati  p , r , R,  si  oppone  l’angolo  u — U al  Ia- 
to p , e perciò  da  un  noto  teorema  di  trigonometria  si 
otterrebbe  il  precedente  valore  di  p *.  Invaginando  riso- 
luta l’equazione  polare  del  circolo  rapporto  ad  r,  avre- 
mo l’espressioni  dei  due  raggi  vettori,  che  dal  polo  vanno 
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ad  incontrare  due  punti  della  circonferenza.  Sieno  r,  , r2 
le  due  radici  r,  sarà  per  le  note  proprietà  dell’equazio- 
ni  di  secondo  grado 

fa  = — R*  Ì 

% 

11  valore  di  questo  prodotto  essendo  indipendente  dair 
angolo  variabile  m,  ne  segue  che  scelto  nella  medesima 
circonferenza  un  altro  punto  (r',  a)  risulterà  per  le  nuo- 
ve radici  r\  , r 2 la  condizione 

r,  r2  *=  r\  r2 

« 

cioè  nel  circolo  le  intere  secanti , che  partano  da  uno 
stesso  punto  sono  reciprocamente  proporzionali  alle  lo- 
ro parti  esteriori  , come  ci  conosce  dalla  geometria  ele- 
mentare. Risolvendo  poi  rapporto  ad  r l’equaziouc  po- 
lare del  circolo  otterremo 

r = R cos  (u  — U)  :±:  t/p2  — R2  sen*  (u  — U) 

Questa  espressione  si  può  ancora  determinare  geometri- 
camente , col  concepire  abbassata  dal  centro  del  cir- 
colo una  perpendicolare  sopra  Finterà  secante  r ; allora 
la  medesima  r si  decompone  in  due  parti  una  delle  quali 
è R cos  (u  — U) , e l’altra  è media  proporzionale  fra  i 
due  segmenti 

p — R sen  (u  — U),  p -4-  R sen  ( u — U) 

quindi  per  l’intera  secante  avrà  luogo  il  segno  -t-»  e per 
la  parte  esteriore  il  segno  — . 

168.°  Nella  ricerca  dell’cquazioni  polari  della  pa- 
rabola dell’ellissi,  e dcll’iperbola  supporremo  le  coordi- 
nate rettilinee  ortogonali,  e sceglieremo  uno  dei  fuochi 
per  polo  della  curva.  In  una  parabola  di  equazione 


y2  = p* 
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potremo  prendere 

• . p 

z = — r cos  u , y — r sen  u 

ove  l’angolo  u si  annulla  per  x *=  o , y = o.  Sostituen- 
do questi  valori  neirequazione  della  curva,  si  avrà 

p cos  u p* 

r*  -+-  - r = — 

sen*u  4sen2u 

la  quale  risoluta  porgerà  le  radici 

r ^ P r P 

2(1  4- cos  m)  * 2(  1 — cosi/) 

la  seconda  espressione  appartiene  al  prolungamento  del 
primo  raggio  vettore  fino  airincontro  della  curva.  Il  va- 
lore positivo  del  raggio  r si  ottiene  ancora  dalia  sosti- 
tuzione della  x,  nella  forinola  cognita 

t 

r=x+  — p 

la  quale  esprime  la  proprietà  caratteristica  della  para- 
bola di  aver  un  suo  punto  qualunque  egualmente  distante 
dal  fuoco,  e da  una  data  retta,  che  dicesi  direttrice. 

In  una  ellissi  di  semiassi  maggiore,  e minore  a, 
faremo 

a2  — b*  = c2 , c = ue  , b = a\/~  1 — e2 

2 b2 

p a— = 2a  (1  — e2) 

a 

e la  sua  equazione  con  Torigine  al  centro  diverrà 

► 

xl  t/2 

1 « 1 

a2  o2(1  — e2) 
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Supponendo  che  il  polo  della  curva  coincida  con  uno 
dei  fuochi , e che  u sia  T angolo  che  il  raggio  vettore 
forma  con  Tasse  della  x , in  modo  che  ad  u = o cor- 
risponda il  minimo  raggio  *«  •» 

a — c = a — ae 

allora  potremo  prendere  • 

x = ae  •+»  r cos  u , y = r sen  u 

4 • * i 

quindi  sostituendo  questi  valori  nell’equazione  della  cur- 
va, otterremo  dopo  facili  riduzioni  la  nuova  equazione 
di  secondo  grado 

• • » . ■ ^ 


2 ae  (1  — e2)  cos  u ' 

r*  h 5 r = 

1 — e3  cos2u 


a3(  1 — e2)2 
1 — e2  C0S2U  ' 


la  quale  risoluta  porgerà  le  due  radici 


o(1  — e2) 


e cos  u 


ovvero 


a(  1 — e2) 

1 — e cos  u 


P 


A 


t 

I 


2(  1-t-  e cos  m)  * , . . 2(  1 — e cos  ti) 


t 

Qui  pure  il  secondo  valore  di  r rappresenta  il  prolun- 
gamento del  primo  ràggio  vettore  fino  alHncontro  della 
curva  ; più  semplicemente  si  giunge  all’ espressione  po- 
sitiva di  r colKosservare  che  neH’ellissi,  il  raggio  vet- 
tore più;  vicino  a uno  dei  fuochi  ù dato  in  funzione 
dell’ascissa  per  la  formola  ••  ; • ; 

• ' i ii  • * • * t 

r = a — ex 

*>  » 

quindi  sostituendoci  il  valore  della  x in  coordinate  po- 
lari, si  ricaverà  per  la  risoluzione  di  una  equazione  di 
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primo  grado  il  valore  richiesto  di  r.  Aggiungiamo  che 
immaginando  condotto  dal  secondo  fuoco  l’altro  raggio 
vettore  2 a — r ; nel  triangolo  di  Iati , r j 2a  — r , 
2c  = 2 ae  , si  avrà  * ... 

(2 a — r)2  = r2  -+•  4a2  c2  -f-  4aer  cos  u 

d’onde  riducendo,  e dividendo  per  4a  verrà  immedia- 
tamente 

r_  go  — «•) 

1 e cos  u 

In  una  iperbola,  supponendo 

o2  *+•  ò2  = c2  , c = ae  , ó = aj/" e2  — 1 

p = — — s=  2 a (e2  — 1 ) 

• ■ — , a 

avremo  per  l’equazione  con  l’origine  al  centro 

x 2 ya 

a3  - a2(e2  *—  1) 

Qui  pure  scegliendo  per  polo  j il  fuoco  più  vicino  al 
punto  (r,  y)  potremo  prendere 

» 

x — ae  — r cos  u , y = r scn  u 

Tangolo  w,  che  il  raggio  vettore  contiene  con  l’asse  delle 
ascisse  ha  origine  ad  y *=s  o*  ove  insieme 

x = a,  ed  r ==  ae  — a 

* • » ’ » ' . * \ • .. 

Sostituendo  pertanto  gli  indicati  valori  di  a*,  y nell’equa- 
zione della  curva,  giungeremo  come  per  l’ellissi  ad  una 
nuova  equazione  del  secondo  grado  rapporto  ad  r ; vale 
a dire 

2 ae  (e2  — 1 ) cos  u a2  (e2  — 1 )2 

r 2 — — r = — 

t 2 cos*  u — 1 eacos7«  — 1 
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, a(t*  — 0 
1 — e cos  u 

od  anche  introducendovi  il  parametro,  sarà 

y r==a V 

T~~  2(1  -+•  e cosa)  ’ 2(1— e cos  w) 

* 

La  seconda  espressione  di  r rappresenta  il  prolungamen- 
to del  primo  raggio  vettore  fino  alTincontro  della  cur- 
va : facendo  uso  della  formola 

r — ex  — a » 

' *.  * . 

e sostituendoci  l’indicato  valore  della  x in  coordinate 

polari,  si  ricaverà  facilmente  il  raggio  r di  già  trovato 
in  funzione  dell’angolo  u.  Riassumendo  le  tre  espressio- 
ni positive  del  raggio  vettore  per  le  tre  curve  di  se- 
condo ordine,  diremo  che  Tequazione  polare 

. P 

f rr—.  .....  - — — 

2(1  4-  e cos  u) 

► 

» 

appartiene  alla  parabola,  all’ellissi,  ed  all’iperbola,  secon- 
do si  ha  e = 1 , e <1  ed  e > 1.  Come  già  si  é fatto 
per  Tellissi  del  secondo  fuoco  si  conduca  il  raggio  vet- 
tore 2o  -4-  r , nel  triangolo  di  lati  r,  2a  4-  r,  2c=2ae, 
e coll’angolo  u opposto  a,  2a  -4-  r si  avrà 

(2o  4-  r)a  = ra  4-  4o2  e 2 — 4aer  cos  u 

ove  riducendo  c dividendo  per  4 risulterà 

a(e*  — 1) 

1 4-  e cos  u 


a[e*  — 1) 

1 4-  e cos  u * 
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1 69.°  Nel  passare  alla  ricerca  dcll’equazioni  polari 
di  alcune  curve  di  ordine  superiore  al  secondo  sceglie- 
remo primieramente  la  cuna  del  Cassini , rappresentala 
dall’equazione 

« 

yti  -i-  2 (a*  a:2)  ya  H-  (a2  — x2)2  *=  64 

In  questa  curva  nella  quale  il  prodotto  delle  distanze 
di  un  suo  punto  qualunque  dagli  estremi  delia  retta  2i 
è costantemente  eguale  al  quadrato  6 2 , si  potrà  pren- 
dere  per  polo  l’origine  delle  coordinate^  che  trovasi  alla 
metà  della  retta  2 fi;  cosicché  avremo 

x = r cos  « , y — r sen  u 

» 

quali  valori  sostituiti  nell’equazione  della  curva  porge- 
ranno dopo  facili  riduzioni 

' .»■■!  ,•  . 

* » *'  . r'4  — 2aa  ra  cos  2ti  *=  64  — oh 

i : * . » * 

polare  della  curva  del  Cassini  : se  si 

ad  ra  otterremo 

* / • • « * * „ 

ra=  a’cos  2m  zt z 64  — a4  sen2  2u 

L'enunciata  proprietà  della  quale  è dotata  la  curva  del 
Cassini,  permette  di  poter  anche  stabilire  direttamente 
la  sua  equazione  polare  ; infatti  se  sieno  R,  R'  le  rette 
che  dagli  estremi  di  2a  si  conducono  ad  un  punto  qua* 
lunque  della  curva,  si  avrà 

' 1 r * RR'  = 62  , ’ od  R2  R/a  *=  64 

* • * A ^ ’ »» 

Ora  dalle  stabilite  denominazioni  i valori  di  Ra  ^ R'2  sa- 

i 

ranno  per  un  noto  teorema  di  trigonometria 

R*  = rs  + a1  4-  2ar  cos  u , R'a  = r2  -f-oa  — 2 ar  costi 

quindi  dal  loro  prodotto 

• i 

(r2  -+■  o3)2  — 4aa  ra  cos2  w — 64 


r ' « t 

Tal'è  ^equazione 

-■  j ; r O • ' 

risolva  rapporto 


Digitized  b y Google 


393 

la  quale  si  ridurrà  a quella  di  già  trovata.  Nel  caso  par- 

k k • » A 

ticolare  di  a = b = — — , la  curva  del  Cassini  divie- 

}/2 

ne  la  lemniscata  di  Bernoulliy  della  quale  la  sua  equazio- 
ne in  coordinate  ortogonali  sarà 

{x2  -+-  y2)2  «=  k2(x 2 — y2) 

ed  in  coordinate  polari  . 

r2  =3  k 2 cos2 u 

\ 

Queste  curve  trovano  delle  utili  applicazioni  nel  calcolo 
integrale  dei  trascendenti  ellittici. 

Consideriamo  la  Cissoide  di  Diocle  rappresentata  dal- 
Tequazionc 

x3 

‘ 1 ^ 

Se  da  un  punto  estremo  B di  una  data  retta  AB  =?=  2 a 
s’innalzi  una  perpendicolare  indeiìnila  , e dai  punto  A 
sotto  un  angolo  variabile  cou  la  retta  2 a si  congiunga 
un  punto  qualunque  K di  questa  perpendicolare  , e si 
prenda  sulla  retta  AK  un  segmento  KM  eguale  alla  cor- 
rispondente corda  AC  del  circolo  descritto  sopra  2a  pre- 
so come  diametro,  il  punto  M apparterrà,  come  si  sà  alla 
Cissoide  : Torigine  delle  coordinate  trovasi  in  A , e la 
direzione  delibasse  dell’ascissa  trovasi  sul  diametro  2 a; 
se  le  coordinate  polari  sieno  AM=r,  e Tangolo  MAB=u 
sarà 

x = r cos  u , y <=  r seu  u 

quali  valori  sostituiti,  daranno  per  1’  equazione  polare 
della  Cissoide 

< * * . ■ .. 

2a  senau 

= 2 a sen  u tang  u 

, * r‘>  ' . 


r = 


COS  14 
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Si  avrà  un’altra  specie  di  Cissoide  se  la  perpendicolare 
s’innalzi  dal  centro  del  circolo , e non  già  dall’estremi- 
tà, in  questo  caso  ritenendo  il  tutto  come  sopra,  la  sua 
equazione  a coordinate  ortogonali  sarà 

x*(a  -t-  x) 


e l’equazione  a coordinate  polari 

a cos  2xi 
cos  u 

ove  per  u = o , si  verifica  r = — a. 

Prondiamo  in  ultimo  la  Concoide  di  Nicomede  rap- 
presentata dalTequazione 

b- \rx 

y =,  a% X2 

x 

m » 

Se  da  un  punto  dato  preso  fuori  di  una  retta  si  con- 
ducano delle  rette  tali  che  prese  le  porzioni  al  di  sopra 
c al  di  sotto  tutte  eguali  fra  di  loro , e ad  una  data 
retta  la  curva  superiore  ed  inferiore,  che  passa  per 
tutti  gli  estremi  punti  coincide  con  la  Concoide ; il  punto 
di  partenza  delle  rette  dicesi  polo , come  dicesi  direttrice 
la  retta  che  separa  i rami  della  curva  superiore  ed  in- 
feriore; la  perpendicolare  abbassata  dal  polo  sopra  la  di- 
rettrice è eguale  a , b > a Tasse  della  y si  prende  nella 
direzione  della  direttrice^  e quello  delle  x in  una  retta 
perpendicolare  a questa.  Ciò  posto  chiamando  r il  rag- 
gio vettore  che  dal  polo  conducesi  ad  un  punto  qualun- 
que della  curva , ed  u T angolo  che  la  r contiene  con 
l’asse  della  Xj  si  avrà 

x = a cos  u , y = r scu  u 
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d’onde  per  la  sostituzione  otterremo  con  facilità 

b 

r=s  a ■+•  b sec u 

cos  u 

» 

Tal’è  l’equazione  polare  alla  Concoide  di  Nicomede , e 
che  si  può  dedurre  da  una  costruzione  geometrica  sem- 
plicissima. 

170.°  Le  cordina  te  polari  possono  adoprarsi  anche 
assai  utilmente  nella  ricerca  di  diverse  proprietà  delle 
curve  piane.,  come  alla  determinazione  dei  centri,  degli 
assi,  degli  assintoti  ...  ; per  fissar  le  idee  supponiamo 
di  dover  determinare  gli  assi  principali  delle  linee  di 
secondo  ordine  dotate  dal  centro,  e racchiuse  nell’equa- 
zione generale 

A#2  -t - Bi/*  -H  2Cxy  =»  K 

Se  gli  assi  delle  x,  e delle  y sono  obliqui  facendo  fra 
di  loro  l’angolo  £,  ed  il  polo  coincida  con  l'origine  delle 
coordinate,  sarò 

r sen  U — u)  r sen  u 

x es v =■ ■ 

* sene  sene 

, • 

Sostituiti  questi  valori  nell'equazione  di  secondo  ordi- 
ne, si  ricaverà 

K sen2e 

Asen2(s  — u)  4-  B sen2*»  -h  2C  sen  u sen  (s  — u) 

4 

Sviluppando  il  denominatore  di  questa  frazione  , e po- 
nendo per  semplicità 

A,  = A A — 2C  cos  £ , B,  «=  2 sen  e (C  — A cos  c) 
C,  = A cos  2£  -t-  B — 2C  cos  £ = Ai  — 2 A sen2£ 
troveremo 

2K  sen2é 


r2  sss 


Ai  •+•  Bi  sen  2 u — Cf  cos  2u 


3<>r 

La  ricerca  degli  assi  principali  si  ; riduce  al  massimo,  e 
minimo  valore  di  r 2 consideralo  come  funzione  dell’an- 
golo u.  Per  arrivare  con  più  facilità  alle  condizioni  dei 
massimo,  o minimo  si  avverta  che  il  solo  denominatore 
è variabile,  e perciò  basterà  annullare  la  derivata  del 
denominatore,  o ciò  che  toma  lo  stesso 


; v,  Bt  cos  2t<-+*C,  sen  2u  *=*  o 
dalla  quale  , 

■ „ s.  , *i.  1 1 * ’•  i • . .•»  ” » i . 

cos  2 u . . sen  2u  , 1 

’«  . - , 

iii,  .i  »,ì:  “™*  ® 1 

od  anche  •*  • • * M • »■ 


C,  cos  2 u — B,  sen  2u 


1 


1/ Bx2  Cx: 


v 


. * t!  <•  » 

I 

dJondc  otterremo  i dne  valori 


,•  » 


B,  sen  2 u — Cx  cos  2u  = zt  i/*B,2  Cxa 

. i-  # 

Di  qui  chiamando  a 3 , 6 3 il  massimo,  e minimo  valore 
<ii  r»,  avremo  ’• 

. * i 

^ 2K  sena£  ^ 2K  sen2? 

. At  — l/Bia  »+-  Cx3  ’ A* -f- J/I&xa -4- Cxa 


Per  dedurre  un  equazione  di  secondo  grado , la  quale 
contenga  per  radici  i quadrati  a3  , b2,  si  sommino,  e si 
moltiplichino  insieme,  otterremo  evidentemente 


a2 


62 


4A,K  sen*£ 

Axa  — (Bxz  Cx2) 


a2  b2 


4K2  sen$£ 

Al* 


•l  (Bx2  -t-  Ci2) 


t 
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Ora  dai  valori  di  A,  , B, 
A,a  — (B,a  -f-  Cr) 


, C,  si  ha 

ma  4 senaE  (AB  — Ca) 


e per  conseguenza 

a 3 4~  b2  = (A  4-  B — 2Ccos  e) 


K 


AB  — Ca 


• t 


t » • •»  « 


a2  b2 


Kasen*e 
AB  — Ca 


Chiamando  pertanto  ra  P incognita  comune,  dedurremo 

4 

l’equazione  di  secondo  grado  rapporto  ad  ra 

K Ka  senas 


r4  — (A  4-  B — 2C  cos  g) 


AB  — Ca 


AB  — Ca 


= o 


La  risoluzione  di  questo  problema  è d'accordo  con  quan- 
to abbiamo  detto  suUo  stesso  soggetto  al  parag.  95  nelle 
applicazioni  dei  massimi , e minimi  a più  variabili  in- 
dipendenti. NelPiperboIa  b2  sarà  negativa  mentre  in  que- 
sta curva  si  verifica  AB  — Ca  < o.  L’ultima  trovata  equa- 
zione del  quarto  grado  rapporto  ad  r ci  fa  scuoprire  con 
estrema  facilità  alcune  interessanti  proprietà  dell’ellissi., 
e dell’ipcrbola.  Supponiamo  infatti  che  gli  assi  obliqui 
delle  coordinate  sicno  diametrali,  allora  C -=  o,  quindi 
chiamando  a , b'  i semidiametri  nella  direzione  delle 
medesime  coordinate.,  sarà  l'equazione  dell’ellissi 


d’onde 


A 


1 


B = — - , C 

À'a  ’ 


c per  conseguenza 

r4  — (a2  -h  b'2)r2  4-  di2  b'2  scna  £ — o , 
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Le  radici  di  questa  equazione  sono  i quadrati  a3,  b 3 dei 
semiassi  principali,  e perciò  dalle  proprietà  delle  radici 
dell’equazioni  di  secondo  grado 

a3  -4-  b2  s=s  a2  «+•  b'* , ab  = ai'  scn  e 

Vale  a dire,  la  somma  costante  dei  quadrati  degli  assi 
principali  eguaglia  la  somma  dei  quadrati  di  due  assi 
qualunque  obliqui  conjugati;  il  rettangolo  costruito  so- 
pra gli  assi  principali  è eguale  al  parallelogrammo  co- 
struito sopra  due  diametri  conjugati.  Nell7  ipcrbola  si 
avrebbe 


a3  — b2  = a'3  — b'*  , ab  c=>  ab’ sen  i 


per  le  quali  sussiste  renunciato  di  somiglianti  proprietà. 
Supponiamo  ora  che  gir  assi  delle  x,  y sieno  ortogonali 
e non  già  principali,  ('equazione  del  quarto  grado  diverrà 


(A  -H  B) 


Kr3 

AB  — C3 


K3 

AB^-C* 


Sieno  r0 , ri  i semidiametri  della  curva  paralleli  agli 
assi  delle  x,  e delle  y,  si  ricaverà  daircquazionc  della 
curva, 

A r03  =2=  K , Br,3  = K 

d'onde 


e perciò 


1 \ K3  r3  K3 

7FÌ  ab-c^  ab  — c*  ==0 


Qui  pure  le  radici  a3,  ó3  deH’cquazione  repprcsentcranno 
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i quadrati  de’semiassì  principali  dell’ellissi.,  quindi 


Dividendo  la  prima  per  la  seconda  risulterà 


1 


a% 


1 1 


É assai  facile  di  formare  l’enunciato  della  proprietà  del- 
Fellisi,  racchiusa  in  questa  formola. 

171.°  Le  coordinate  polari  si  adoprano  assai  util- 
mente per  riconoscere  le  proprietà  di  quelle  curve  che 
diconsi  spirali  ; spesso  accade  che  queste  curve  formano 
un’infinità  di  giri  attorno  l’origine,  allontanandosi  , od 
avvicinandosi  continuamente.  Fra  le  spirali  noi  sceglie- 
remo in  particolare  la  spirale  di  Archimede  j la  spirale 
parabolica j la  spirale  iperbolica , e la  spirale  logaritmica. 

Nella  spirale  di  Archimede  j il  raggio  vettore  è propor- 
zionale all’angolo  u , e perciò  la  sua  equazione  sarà  della 
forma 

r = au 


finché  la  costante  a è positiva,  converrà  che  l’angolo  u 
sia  parimenti  positivo,  mentre  il  raggio  vettore  non  può 
assumere  valori  negativi.  Facendo  crescere  1’  angolo  u 
fino  alla  circonferenza  2 k,  e chiamando  R il  corrispon- 
dente raggio  vettore,  si  avrà  per  la  determinazione  della 
costante  a la  equazione 


R = 2an 
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quindi  dall’eliminazione  della  medesima  a verrà 


o semplicemente 


u 

2n 


quante  volte  si  assuma  R = t ; e perciò  la  curva  vien 
generata  dal  moto  di  un  punto  che  percorre  una  retta 
data  R fissa  in  un  estremità,  nel  medesimo  tempo,  che 
l’altra  estremità  percorre  un  intera  circonferenza.  Se  l’an- 
golo cresca  indefinitamente  per  valori  positivi,  crescerà 
egualmente  il  raggio  vettore  r , c perciò  la  spirale  di 
Archimede  si  allontanerà  senza  fine  dall’origine  formando 
attorno  la  medesima  con  un  movimento  diretto  un’infi- 
nità di  giri. 

Nella  spirale  parabolica  il  raggio  vettore  è medio  pro- 
porzionale geometrico  fra  una  data  retta  a,  ed  il  cor- 
rispondente angolo  variabile  u ; c perciò  la  sua  equa- 
zione sarà 

r2  = au 

Quando  u = o , si  ha  ancora  r = o e perciò  la  spi- 
rale ha  la  sua  origine  nel  polo  ; e farà  attorno  a que- 
sto un  numero  indefinito  di  giri  , mentre  al  crescere 
dell’angolo  u , crescerà  altresì  il  raggio  vettore  r. 

Se  nell’equazione  delTiperbola  equilatera  fra  gli  assinloti, 
in  luogo  delle  coordinate  rettilinee  Xj  y si  sostituiscano  le 
due  coordinate  polari,  Tj  u;  la  nuova  curva  rappresen- 
tata dall’equazione 

ru~  a 


dicesi  Spirale  Iperbolica . Fatto  centro  nel  polo  , e de- 
scritta sopra  Tasse  delle  ascisse  una  serie  di  archi  cir- 
colari tutti  eguali  in  lunghezza  ad  una  data  retta  a,  la 
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curva  che  passa  per  tutti  gli  estremi  di  questi  archi 
eguali  sarà  precisamente  la  spirale  iperbolica ; infatti  con- 
ducendo dal  polo  un  raggio  vettore  r ad  un  punto  qua- 
lunque della  spirale,  che  contenga  l'angolo  u con  l'asse 
delle  ascisse  si  otterrà 


1 : r : : u : a , ossia  • ru  = a 
In  questa  curva 


ed 


r = co  per  u = o 
r — o per  u — oo 


c perciò  la  curva  formerà  un'infinità  di  giri  avvicinan- 
dosi continuamente  al  polo  senza  maix  raggiungerlo. 

Nella  Spirale  logaritmica  l'angolo  u è proporzionale  al 
logaritmo  Ncperiauo  del  raggio  vettore,  vale  a dire 


ossia 


u « a log  (r) 

u 

r — t u 


i 


Nell’equazione  di  questa  curva  ad  u — o corrisponde 
r— 1 , e ad  « — co  si  ha  r = o,  ed  infine  per  u ==»  co 

otterremo  r — co . Se  dunque  a partir  dal  polo  lungo 
il  raggio  vettore  ad  una  distanza  1 da  questo  polo,  la 
curva  formerà  un'infinito  di  giri  attorno  il  polo,  allon- 
tanandosi indefinitamente,  ed  accostandosi  continuamente 
al  medesimo  senza  mai  raggiungerlo. 


26 
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Uso  delie  coordinate  polari  per  determinare  le  inclinazioni 
delle  curve , il  dtjj'eren  zicde  del f arco  j la  retta  tangente.  . . 
il  raggio  di  curvatura  ...  di  una  curva  piana. 


172.°  Ritenendo  che  l'origine  delle  coordinate  coin- 
cida con  il  polo  della  curva,  sceglieremo  le  consuete  for- 
inole 

r sen  (A  — u)  r scn  u 

x •= , y = 7- 

scn  A sen  A 


per  mezzo  delle  quali  da  un  sistema  di  coordinate  ret- 
tilinee si  passa  ad  un  sistema  di  coordinate  polari.  Dif- 
fereuziando  i valori  di  x,  e/1  y,  abbiamo 

sen  (A  — u)  dr  — r cos  (A  — w)  du 

dx  — 

sen  A 


sen  udr  + r cos  u du 

■■■■■  ~ I»  » — ‘ — » ^ ■ » 

sen  A 


Ciò  posto  per  cominciare  dall'inclinazione  <p  , che  pre- 
senta in  ogni  suo  punto  una  curva  piana  con  l'asse  delle 
ascisse,  fu  veduto  al  parag.  113,  che  per  la  tangente 
trigonometrica  di  questo  angolo  si  verifica 

dy  sen  A 

tang  f a -j— — - 7- 

dx  4-  dy  cos  A 

ove  formando  il  numeratore,  e denominatore  per  mozzo 
dei  precedenti  valori  dx,  dy  otterremo 

0 

dx  4-  dy  cos  A = cos  u dr  — r sen  u du 
dy  sen  A = sen  udr  + r cos  u du 
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quindi 

sen  u dr  4-  r cos  u da 

tang  <p  c= - -- 

cos  u dr  — r seu  u d u 


la  quale  espressione  é indipendente  dall’angolo  A delle 
coordinate,  come  deve  essere  necessariamente.  Dalla  me- 
desima si  ricava 


tang  ? = 


da 

tang  « + r — 


rda 

1 — tang  u — — 
dr 

rda 

e separando  il  termine  — — , abbiamo 
* ' ’ dr 


«  *  * 9 


rdu 

dr 

J 

ed  in  fine 


tang  <p  — tang  u 

1 4-  tang  <p  tang  u 

I * 0 % . * . , 

• 1 ♦ f * *»  ' 


= tang  (<p  — u) 


’l 


cot  (9  — m)  = 


dr 

rda 


A tutto  ciò  aggiungeremo  , che  per  il  raggio  vettore  r, 
e per  le  coordinate  x>  y si  ha 

’ , y . ! sen  u 

es=  (r-hy  cos  A)a4-yascn3A  , — = 

v x sen  A cosa  — cos  A sen  u 

e perciò  dalla  seconda 

y sen  A 


tang  u = 


, u =1  are  tang 


y sen  A 


x 4-  y cos  A « a;  4-  y cos  A , 

d'onde  per  la  differenziazione  di  r2,  ed  u deduciamo 
• rdr  = (x  4-  y cos  A)  do?  4-  (y  4-  a?  cos  A)  dy  , , 

(xày  — ydx)  senA  (jrdy  — ycLr)  sen  A 


da  = 


(x  4-  y cos  A)a  4-  y3 sen*A 


r2 
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dalla  quale  ultima  viene 

(xdy  — ydx)  scn  A = r*da 

É facile  il  vedere  che  questa  espressione  rappresenta  il 
doppio  del  differenziale  dell’area  del  settore  curvilineo 
compreso  fra  l’asse  delle  ascisse,  ed  il  raggio  r. 

Il  valore  di  già  ottenuto  per  la  tangente  trigonome- 
trica deir  angolo  9 — - u si  può  anche  ricavare  facendo 
uso  dell’cqunzione  polare  di  una  retta,  che  passa  per  un 
punto  dato.  Si  riprenda  infatti  la  formola  trovata  al  pa- 
rag.  107,  cioè 

r sen  (u  — 9)  « R scn  (U  — 9) 


e supponiamo  che  u ed  r,  sieno  comuni  alla  retta , ed 
alla  curva  : il  secondo  membro  sarà  una  quantità  co- 


stante,  per  cui  nel  passaggio  dalla  retta  alla  curva , le 
d r 

quantità  r,  u,  — devono  mantenere  i medesimi  valori 


e per  conseguenza 


sen  (u  — 9)  dr-f-  r cos  (w  — 9)  du  = o 

* 

dalla  quale  si  ricava  immediatamente  il  valore  della  tan- 
gente.» o della  cotangente  trìgonometrica  dell’angolo  9 — v. 

173.°  Nell’cquazioui  delle  curve  riferite  a coordi- 
nate polari,  il  raggio  vettore  si  considera  generalmente 
come  una  funzione  dell’angolo  «,  onde  per  la  funzione, 
e per  le  derivate  potremo  prendere 


*•  =yi“)  .> 


Per  ottenero  l’equazione  polare  di  una  retta , che  tocca 
una  curva  in  un  puuto  dato  (r , u)  conviene  riprendere 
la  formola  generale 

r sen  (9  — u)  = R sen  (9  — U) 
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e separare  la  variabile  9;  te  cóordirtàte  polari,  R,  U ap- 
partengono ad  un  punto  qualunque  della  retta.  Per  ese- 
guire cou  più  agevolezza  questa  separazióne  di  variabili, 
osserviamo  che 

9 — U =»  9 — u — (U  — w) 

e quindi 

sen  (9 — U) =sen  (9 — 1<)  cos  (U— w)— cos  (9 — w)  sen  (U— u) 

qual  valore  sostituito,  e separando  9 — u col  dividere 
per  sen  (9  — 1 * u)  otterremo  con  facilità 


R cos  (ti  — u)  — r 
R sen  (U  — n) 

ovvero 


cot  (9  — ti) 


R cos  (Il  — u)  — r dr  r'  d log  (r) 

R sen  (U  — u)  rd«  r 


Tal’è  l’equazione  polare  di  una  retta  tangente  una  curva 
in  un  punto  dato  (r  , «).  Qucst’ultima  formola  si  potreb* 
be  anche  ottenere  per  una  considerazione  geometrica,  che 
verrò  ad  indicare  in  poche  parole.  Dal  punto  (R,  U)  si 
abbassi  una  perpendicolare  sul  raggio  vettore  tj  è evi- 
dente che  U — m sarà  l’angolo  dei  due  raggi  vettore  R,  r 
ed  insieme  R sarà  l’ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo 
del  quale  i cateti  sono 

R cos  (U  — u)  , R sen  (U  — u) 

Di  più  indicando  per  co  l’angolo  formalo  dalla  tangen- 
te, e dal  raggio  vettore  r,  avremo 

u = co  4-  ? » ed  co  = — (9  — u) 

Ora  co  è un  angolo  di  un  triangolo  rettangolo,  al  qual 
angolo  si  oppone  il  cateto  R sen  (U  — u)  ed  ò adiacente 
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cateto  r — R cos  (U  — «).,  e perciò 


ovvero 


r — R cos  (U  — u ) 

= COt  CJ 

R sen  (LI  — « w) 


R cos  (U  — n)  — r 
R sen  (U  — u ) 


COt  (i p — u) 


la  quale  coincide  con  quanto  fu  stabilito  da  semplici  con- 
siderazioni analitiche. 

L’equazione  polare  di  una  retta  normale  ad  una  curva 
in  un  punto  dato  (r,  u)  si  stabilisce  con  la  medesima  fa- 
cilità. Sieno  R,  U le  coordinate  polari  di  un  punto  qua- 
lunque della  retta  normale.,  e sia  p,  l’angolo  che  la  me- 
desima contiene  con  Tasse  delle  ascisse,  avremo 


ma 


R cos  (U  — u ) — r 
li  sen  ^lj  — u) 


= y 


d’onde 


cot  -4-  p — =■  — tang  (p  — u ) 


dunque 


ossia 


R cos  (U  — «)  — r 
R sen  (U  — u) 

R cos  (U  — «)  — r 
R sen  (U  — u) 


cot  (p  — u) 

rdu 
dr 


r 

/ 


Tal’è  l’equazione  polare  della  retta  normale  ad  una  cur- 
va in  un  dato  punto  (r,  w). 

L’inclinazione  pt  della  normale  all’asse  dell’ascisse 


\ 
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si  determina  evidentemente  dall’equazione 


ossia 


cot  (Oj  — «)  = — 


tang  (9,  — ?<)= 


r 

7 


Quando  l’angolo  9 é acuto , l’angolo  <pi  sarà  ottuso , e 
perciò  volendo  conoscere  il  nuovo  angolo  9'  acuto  che 
la  medesima  fa  con  l’asse  dell’ascisse,  converrà  sostituire 
fi  s=  180  — 9',  d’onde 

/ 

tangffC  H-  u)  = — 


l’angolo  5 ed  il  nuovo  angolo  f'  sono  di  segno  contrario. 

174.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sup- 
poniamo che  la  curva  data  si  riduca  ad  una  linea  del 
secondo  ordine , della  quale  la  sua  equazione  polare  é 
generalmente 


2(1  4-  e cos  u) 


avremo  dalla  derivazione 

, p e sen  u 

2(1  4-  e cos  u)a 

d’onde 

r e sen  u 

— r=5  ■ — -- — 

r 1 4-  e cos  u 


Di  qui  l’equazione  polare  della  tangente  diverrà 

R cos  (U  — u)  — r e sen  u 
R sen  (U  — u)  1 4-  e cos  u 


Togliendo  le  frazioni , e sostituendoci  il  valore  di  r , 


408 

troveremo  con  facilità 


R 


2^cos  (U  — u)  4-  e cos 


Questa  espressione  che  rappresenta  la  lunghezza  del  rag- 
gio vettore  condotto  dal  fuoco  della  curva  ad  un  punto 
qualunque  della  retta  tangente  si  ridurrà  evidentemente 
al  valore  del  raggio  vettore  r della  curva  per  la  sola 
supposizione  di  U = u. 

Nello  stesso  modo  per  l’equazione  polare  della  retta 
normale  una  linea  del  secondo  ordine  in  un  dato  punto 
(r,  u),  avremo 

R cos  (U  — u)  — r ( 1 -+-  e cos  u ) 

R sen  (U  — u)  e sen  u 

dalla  quale  si  trova 

R 


er  senti 


sen  (U  — u)  -f-  e sen  U 


Qui  pure  per  la  supposizione  di  U*=ti,  si  avrà  Rc=r, 
come  d’altronde  è chiaro.  Prendiamo  inoltre  una  lemmi- 
scata  di  equazione 

ra  =*  aa  cos  2u 
avremo  dalla  derivazione 


a * sen  2u  / 

» 


— s — tang  2u 


quindi  l’equazione  polare  della  retta  tangente  la  lemni- 
scata  in  un  punto  (r,  u)  sarà 


R cos  (IJ  — u)  — r 
fi  sen  (U  — u) 


sen  2u 
cos  2 u 
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nella  quale  togliendo  le  frazioni,  e riducendo  si  ottiene 
R cos  (U  — 3m)  = r cos  2 u 

Infine  elevando  al  quadrato,  e sostituendosi  il  valore  di 
r*  dedurremo 

_ a2  cos32m 

R*  

cos3(U  — 3u) 

Con  la  stessa  facilità  per  l’equazione  polare  della  retta 
normale,  troveremo 

R cos  (U  — u)  — r cos  2 u 
R sen  (U  — «)  sen  2u- 

dalla  quale 

R sen  (3m  — U)  = r sen  2u 

Per  eliminare  il  raggio  vettore  r senza  introdurci  le  ir- 
razionalità, basterà  elevare  al  quadrato,  e perciò 


R* 


a2  sen*  2 u cos  2 u 
sen*(3u  — U) 


In  ambedue  l'  equazioni  polari  della  tangente  , e della 
normale  si  ricaverà  T equazione  polare  della  curva  per 
la  sola  supposizione  di  U «=  u. 

175.°  Immaginiamo  ora  condotta  dal  polo  della  cur- 
va una  retta  indefinita,  e perpendicolare  all’estremità  del 
raggio  vettore , è evidente  che  questa  retta  incontrerà 
in  due  punti  determinati  la  retta  tangente  , c la  retta 
normale.  Questa  retta  indefinita  condotta  perpendicolar- 
mente all’estremità  del  raggio  vettore  r,  si  chiamerà  Asse 
polare  della  curva.  Ciò  posto  sia  v l’angolo  acuto  com- 
preso fra  la  tangente,  e l’asse  polare,  avremo 


tang  v = cot  « = — cot  (9 — u) 


v 
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alla  quale  per  maggior  generalità  possiamo  sostituire 


«Tonde 

t • • 


tang  v = dr  cot  (9  — u) 


tang  v 


dr 

rdu 


d log  (r) 
d u 


, tang  v = 


ed  insieme 
sen  v = r±: 


r2 


— J COS  t )=5± 


|/*r3 


La  direzione  della  tangente,  della  normale,  e dell’asse 
polare  ci  permette  di  poter  assegnare  le  quattro  note 
rette  sotto  il  titolo,  di  tangente , suttangente , normale  e 
sunnormale , come  già  si  è fatto  per  le  curve  riferite  agli 
assi  rettilinei.  Nel  sistema  aduncpic  delle  coordinate  po- 
lari chiameremo  tangente  della  curva,  la  retta  compresa 
fra  il  punto  di  contatto  fino  all’incontro  dell’asse  pola- 
re, suttangente  la  retta  computata  sull'asse  polare,  e com- 
presa fra  il  polo,  ed  il  punto  d^incontro  del  medesimo 
asse  con  la  tangente,  normale,  la  perpendicolare  abbas- 
sata dal  punto  di  contatto  fino  all’incontro  dell’asse  po- 
lare, e sunnormale  la  retta  compresa  fra  il  polo,  c IV 
stremità  della  normale  ove  incontra  l’asse.  Indicando  que- 
ste quattro  rette  con  le  lettere  consuete  t , tx  , n , », 
avremo  dai  triangoli  rettangoli  (f , tt  , r) , [n  j nt , r) 
le  proporzioni 


tx  r nt  r 

t = = , n = <=  

cos  u sen  v sen  v cos  v 

d’onde 


r 

t =*  , tx  essa  r cot  V J n 

sen  v 


r 

, nt  e=  r tang  v 

cos  v 
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t—r  cosec  t> , f,=r  cot  v , n=r  secv,  n,=rlangt> 

nelle  quali  sostituendosi  i valori  di  sen  v , cos  v . . . . 
in  funzione  di  r,  r' . . . . verrà 


< = -L|/r> <.=r4 
r r 

n = i/>a  r'3  , n,  = r 

Volendo  ancora  ottenere  in  coordinate  polari  la  perpen- 
dicolare h abbassata  dal  polo  sulla  direzione  della  tan- 
gente, converrà  riprendere  un’espressione  di  già  trovata 
al  parag.  1 28  , e che  sussiste  nel  sistema  delle  coordi- 
nate rettilinee,  vale  a dire 

(xdy  — y dx)  sen  A 


ove 

d*  =j  J/- (dx  dy  cos  A)a  «+•  dy3  sen*  A 


Sostituendo  adunque  i valori  di  do? , dy  di  già  trovati 
al  parag.  172,  otterremo 


d/f  = dr3  ■+•  ra  dua , 


r3du 

j/  d r3-f-  r2  dua 


Ambedue  queste  formolo  per  l'introduzione  della  funzio- 
ne derivata  r'j  divengono 


ds  = du  l/*  r2  -f-  r'2  , 


h 


ra 

l / ra  -h  r 3 


A tutti  questi  differenti  risultati  si  giunge  col  far  pren- 
dere al  l'asse  delle  x un  movimento  di  rotazione  da  di- 
venir perpendicolare  al  raggio  vettore  : in  questa  ipotesi 

u = — , tale  sarà  il  valore  da  sostituirsi  nelle  espressioni 


I 
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di  x,  ed  y,  e nei  differenziali  dx,  dy.  Cosi  riprendendo 
l’espressioni  di  già  riportate  al  parag.  127 

d*  = dx*  4-  dy*  4-  2dx  dy  cos  A 


yds 


ydx 

dy 


n 


yds  sen  A 


dx  4-  dy  cos  A 


y(dy  4-  dr  cos  A) 
dx  4-  dy  cos  A 


ed  assumendo 


x 


r sen  (A  — u ) 
sen  A 


» y = 


r sen  u 
sen  A 


d’onde 


dX  8ES 


sen  (A  — u)  dr  — r cos  (A  — u)  d u 


sen  A 


dy  = 


sen  u dr  4-  r cos  u Au 
sen  A 


e facendo  u =»  — - avremo 

A» 


X 


r cos  A 
sen  A 


scu  A 


dx  = — 


(cos  A dr-H*  sen  A d«) 
senA 


. dy 


dr 

seu  A 


Questi  valori  porgeranno  per  la  sostituzione 


d«  s=t  [/* dr*  4-  r*  du*  , t *=  — - i/"  dr*  4-  r*  dw* 

dr 

r*du  1 dr 

tx  = — -,  n e --  ^dr*  -f-  r*du*,  n,  = — 

dr  du  d« 
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le  quali  coincidono  con  quelle  di  già  stabilite  con  altre 
considerazioni. 

176.°  Una  facile  applicazione  dell’esposte  teorie  si 
trova  nelle  spirali ; cosi  nella  spirale  di  Archimede 

r a=s  au  , / «=  a 


tang  v = cot  (p  — u)  = — 


d’onde  le  quattro  rette  più  volle  nominate  diverranno 


o*  ul 

t *=  au  l/*  1 «+•  ua  , tx  = ru 

a 

' ' r 

n = a \ •+-  wa  , n,=:fl. 

Questa  curva  come  succede  nella  parabola  Apolloniana^ 
ha  la  proprietà  di  avere  la  sunnormale  costaute. 

Nella  spirale  parabolica,  si  ha 


au 


2 r 


e perciò 


i = r )/ 1 •+•  4u*  , *,  2rw 


a a 

1 -f.  4ua , n,  = — 


2r 


2r 


Nella  spirale  iperbolica  , 
ru  = o , 


d'onde 


a 

u2 


* = *i  = — -a 

u 


ns  — 1^1  -+- ua  j nt 
u 2 


a 

u* 
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Di  qui  si  deduce  che  la  spirale  iperbolica  ha  la  suttan- 
gente  costante,  come  accade  nella  curva  logaritmica. 
Infine  per  una  spirai  logaritmica  abbiamo 

u 

r=e«  , 

e perciò 

t =3  r 1 + fl*  > t\  ^ or 

• * * . * . • * 

r r 

n = — t/^-t-a3,  n,  = — 

« « 

Volendo  calcolare  l’angolo  o,  che  l’asse  polare  contiene 
con  la  tangeute,  si  avrà 


dunque  la  spirai  logaritmica  ha  la  proprietà  di  aver  co- 
stantemente inclinato  sotto  il  medesimo  angolo  la  tan- 
gente con  il  raggio  vettore. 

Per  mostrare  un  maggior  numero  di  applicazioni, 
prendiamo  l’ellissi  del  Cassini  rappresentata  dall  equazio- 
ne polare 

r4  — 2 a2  r3  cos  2u  -+•  cj4  = A4 
dalla  quale  per  la  derivazione  rapporto  ad  Uj  abbiamo 


d’onde 


a3  r sen  2u 
r3 — a3  cos  2u 


; 


(r3  -4-  r'*)5= 


6*r 

r 3 — à2  cos2k 
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quindi  le  quattro  rette  più  volte  nominate  diverranno 


b*r 

a2  sen  2 u 


r(r 2 — a2  cos  2 u) 
a2  sen  2u 


b2r 

n s=s  , Uj 

rg  — a2  cos  2u 


a2  r sen  2 u 
r2  — o2  cos  2u 


Di  queste  quattro  rette  la  sola  normale  si  può  esprimere 
in  funzione  razionale  del  raggio  vettore  r : infatti  dall9 
equazione  della  curva  si  ha 


cos  2 u =. 


r4  -4-  «4  — M 
2a2  r2 


e quindi 


2 r3b2 
r4  — d\ 


Quando  sia  a = b,  Tovale  del  Cassini  si  riduce  alla  lem- 
niscata di  Bernou! li,  ed  allora  diverse  proprietà  interes- 
santi di  questa  curva  si  scuoprono,  e provenienti  in  par- 
ticolare dalle  inclinazioni  delle  normali  con  Tasse  delle 
ascisse. 

Consideriamo  adunque  una  lemniscata  di  equazione 

rx  = a 2 cos  2 u 

la  quale  si  ottiene  dalla  precedente  per  la  supposizione 


di  a = b , e per  la  sostituzione  di 
si  avrà  dalla  derivazione 


a 


1/2 


invece  di  a 


a2  sen  2 u 


r 


r 


— tang  2 u 
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quindi  per  le  quattro  rette  in  questione  sarà 


1 


tang  2 u 


rM-r*tanga2#= 


seu  2 u 


-,  /, — - 


a * r cos  2 u 
r tang  2w 


n = — , n,  ==  — r tang  2w 


Ora  daircquazione  della  curva 


ra  l/a*  — r* 

cos  2«  = — , sen  2 u = 

aa  aa 


d'onde 


tang  2u  = 


|/a$  — r4 


e perciò 


^ a’r  ^ r3 


— ri 


— r4 


i r 

n = — , 
r 


ni 5=3 


1 

l/~  — r4 

r 


Di  qui  si  vede  che  nella  lemniscata  il  semiasse  è medio 
proporzionale  geometrico  fra  il  raggio  vettore,  e la  nor- 
male fino  all’incontro  dell’  asse  polare.  Nella  medesima 
curva  è interessante  di  conoscere  l'angolo  9'  che  la  nor- 
male forma  con  Tasse  delle  ascisse  : ciò  otterremo  dal- 
l’ultima forinola  stabilita  al  parag.  173,  vale  a dire 


tang  {f  -4-  u)  = — 


la  quale  nel  nostro  caso  diviene 

tang  (9  -4-  w)  — — tang  2 u 


i 
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Gli  angoli  9',  ed  u sono  di  segno  contrario  , e peroiò 
potremo  prendere 

<p'  -f-  u ssa  — 2u  , oyvero  9'  «s=  3« 

dunque  nella  lemniscata  Tangolo  formato  dalla  normale 
con  r asse  2 a è triplo  dell’  angolo  formato  dalla  corda 
condotta  dall’origine  al  medesimo  punto  della  curva.  Non 
sarà  inutile  d'mdicarc  qui,  come  la  stessa  equazione  a 
coordinate  ortogonali  ci  conduca  alla  medesima  conclu- 
sione : infatti  dall’equazione 

4 r 

( x 2 -1-  y 2)2  = a2  (#*  — ya) 

» 

si  ha 

2(x2  -+»  y2)  (r  -t-  yy)  «=  a*  (x  — yy') 

d’onde 

oc  a*  — 2( r2  -t-y2) 

* ^~y  2(x2  4-  y2)  -+-  a* 

-Ora  osservando  che 


tang  9'  = — , -H  ya  = r2 

r cos  m , y =3  r sen  w , r2  = a»  cos  2« 


si  troverà 


. (1  -+-  2 cos  2m) 

tang  9 « tang  u — 

*Y  0 1 ■—  2 cos  2u 


ove  sostituendo 


cos  2u  = 


1 — tang2  u 
1 -+•  tang2  u 


verrà  finalmente 


' , (3  — tang2  u) 

tang  9 = tang  u ' = — tang  3 u 

6 r b 3 tang2  u — 1 

come  già  si  trovò  per  altre  considerazioni. 
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177.°  Fra  le  diverse  espressioni  del  raggio  di  cur- 
vatura, scegliamo  primieramente 


P 


(dar*  -+-  dya  -t-  2d x dy  cos  A) 3 
(da:  day  — dy  dax)  sen  A 


la  quale  sussiste  qualunque  sia  la  scelta  della  variabile 
indipendente,  della  quale  sieno  funzioni  le  due  coordi- 
nate rettilinee  x , y.  Differenziando  di  nuovo  gli  ottenuti 
valori  di  dar,  dy  sarà 


d*x 


sen(A— u)  (d»r — ràu2)  — cos(A— u)  (rdatH-2dr  du) 

sen  A 


sen  w (dar  — rdua)  -4-  cos  w (rdaw  -f-  2dr  d u) 

sen  A * 


d'onde  si  ricaverà  con  facilità  dopo  brevi  riduzioni 

r(dr  daw — dn  d*r)  -+-  (2dra  -4-  r3dwa)dt* 

dr  day  — dy  d2x  

* sen  A 


e per  conseguenza  dopo  tutte  le  convenienti  sostituzioni 
avremo 

3 


(dra  -f-  r2  dua)3 

r(dr  daw  — dn  dar)  -t-  (2dra  -4-  r2  dua)du 


Alla  medesima  forinola  si  arriva,  se  nei  valori  di  dx  , 

u 

dy  , d2jr,  d3y  assumiamo  u = > mentre  allora 

« 


(cos  A dr— r sen  A dw) 


dy  = 


dr 


daar=  — 


sen  A ' " senA 

( cos  A(dar  — rda2)-4-sen  A (rd*w  H-2dr  dw)  ) 

sen  A 


dar  — r dii3 
sen  A 
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«alle  quali  si  forma  egualmente  la  differenza 

<Lr  d3y  — dy  dax 

Nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali  abbiamo  anche  con  più 
semplicità 

dr  = — rdu,  dy  = dr 

d7x  = — (r  d*w  -f  2dr  dt<)  , d*y  ==  d>*r  — r du* 

Non  sarà  inutile  qui  di  osservare , come  richiamando 
l’espressione  del  raggio  di  curvatura 


t d s 
P = “ if 

che  sussiste  in  qualunque  sistema  di  coordinate  rettili- 
nee si  potrà  con  gran  facilità  trasformare  in  coordinate 
polari  per  mezzo  della  forinola  generale 

. rdu 
tang  (?  — u)  = — 

Ed  infatti,  essendo 

rdw 

9 — u c=s  are  tang  -j—  , 

• » 

avremo  dalla  differenziazione 


d u -+■ 


1 


+ 


r3  du3 
dr* 


ove  eseguite  le  differenziazioni  sarà 


r(dr  d2u  — dw  d*r)  -4-  (2dr3  •+■  ra  dw3)dti 


dr3  -4-  ra  da* 
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e siccome 

ds  = [/'dr2  -+-  r2  du* 

cosi  formando  il  rapporto  di  ds  a dp  saremo  ricondotti 
allo  stabilito  Valore  di  p.  Per  introdurre  le  funzioni  de- 
rivate del  raggio  vettore  r , avvertiremo.,  che 


dr 

dii  * 


dw  dar  — dr  dau 
du3 


e perciò 


(r2  «+-  r *)a 

* ~ ~ ' r2  — n"  •+•  2r'J 


Quante  volte  si  fosse  preso  du  costante,  ossia  d2*  =o, 
allora  la  prima  espressione  di  p diviene 


3_ 

(dra  4-ra  dua)2 
2du  dra  «+•  ra  du3  — rdu  dar 


e sostituendoci 


✓ 


du  ..  dau 

57'  ^ = d7^ 


tornerà  il  valore  di  p espresso  per  le  funzioni  derivato 
del  raggio  r.  Aggiungiamo  che  per  la  perpendicolare  h 
abbassata  dal  polo  sulla  direzione  della  tangente  fu  ve- 
duto nel  precedente  parag.  175  essere 

i __  ra  - • 

|/>a  /a 

quale  differenziata  rapporto  ad  u , e ridotta,  sarà 

rdr  ( r 2 — rr"  -4-  2 r2) 

. 7 

(r2  -+-  r'2)» 
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ossia 


Qucst’ultima  espressione  del  raggio  di  curvatura  è d'ac- 
cordo con  quanto  fu  stabilito  al  parag.  1 48,  facendo  uso 

delle  coordinate  rettilinee. 

$ 

178.°  Fermiamoci  brevemente  sulla  ricerca  delle 
evolute  delle  curve  riferite  a coordinate  polari  : senza 
togliere  nulla  alla  generalità  supporremo  che  il  sistema 
delle  coordinate  rettilinee  sia  ortogonale;  quindi  se  X,  Y 
sono  le  coordinate  rettangolari  del  centro  del  circolo 
osculatore.,  ed  R,  U,  le  polari,  sarà 


X = R cos  U ^ Y = R sen  U 


per  cui  l’espressione  generale  del  raggio  p determinata 
dall’equazione 

(X  - ,)>  H-  (Y  — y)*  = p 
si  trasformerà  in 

(R  cos  U — r cos  u)a  -H  (R  sen  U — r sen  «)*  = p* 
e che  si  potrà  porre  anche  sotto  la  forma 

(r  cos  (U  — r)  — ry«f-  Ra  scna  (U  — u)  = pa 

Ora  il  raggio  di  curvatura  p è nella  direzione  della  nor- 
male , e perciò  all’ ultima  forinola  del  parag.  173  do- 
vremo aggiungere 

R cos  (U  — u)  — r R sen  (U  — u) 

— rda  dr 

d’onde 

R cos(U — u) — r R sen  (U  — «)  p 

1/  dr2  r 2 dua 


— r du 


dr 
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ovvero 


Rcos(U — «) — r Rsen(U — w)  dra  -4-  ra  dua 

— rdu  dr  r^drd3!* — dudar)-+-(2dra  r’dw2)du 

Sostituendoci  le  derivate  del  raggio  r,  dedurremo  i valori 

R ten  (U  — u)  — r ( ■ -,  - 

v ' \2 ra  — rr  r*J 

^ , / r'2  — r/'  \ 

R cos (U  — u)  = r ( — ) 

Con  queste  due  forinole  eliminando  la  r ed  u si  arriva 
ad  una  relazione  fra  le  coordinate  polari  R,  U,  la  quale 
appartiene  alla  linea  dei  centri  di  curvatura,  o ciò  cbe 
torna  lo  stesso,  rappresenterà  revoluta  della  curva  pro- 
posta. 

Per  alcune  applicazioni  può  essere  più  vantaggioso 
di  sostituire  due  altre  equazioni  le  quali  provengono  dal 
dividere  la  prima  per  la  seconda,  e dal  fare  la  somma 
dei  quadrati;  in  questa  guisa  sarà 


tang  (U  — u)  = 


r'(r a + r'a) 
r(r  2 — rr") 


Ra 


/2(ra  */2)2  -4-  r2  (/*  — rr")* 

(2 r'a  — rr"  -f-  r1)2  * 


Introducendo  nelle  stesse  due  forinole  il  raggio  di  cur- 
vatura p>  e Tangolo  v che  contiene  il  raggio  vettore  con 
la  tangente,  determinato  dalle  formoledel  parag.  175  de- 
durremo con  gran  facilità 

R sen  (U  — u)  = z±:p  sen  v 
R cos  (U  — u)  — r = qp  p cos  v 
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Termineremo  questo  parag.  col  far  riflettere  che  la 
maggior  parte  delle  formoie,  e delle  espressioni  ottenu- 
te in  queste  ricerche  sulle  coordinate  polari  si  sarebbe- 
ro potute  ricavare  da  considerazioni  geometriche,  ed  il 
calcolo  analitico  proverebbe  una  semplificazione  facendo 
una  combinazione  dei  differenziali  del  primo.,  e del  se- 
condo ordine  delle  espressioni  immaginarie  conjugate 

x -ì-  y — 1 = r (cos  u •+•  — 1 sen  u)  = reu^~l 

x — — 1 = r (cos  m — — 1 sen  u)  = . 


179.®  Le  principali  applicazioni  dei  raggi  di  cur- 
vatura, e delle  evolute  si  faranno  per  le  quattro  spirali 
di  già  menzionate  e per  la  lemniscata.  Nella  spirale  di 
Archimede 

r — au , r ~ a , r'1  = o j 


quindi  per  il  raggio  di  curvatura 

3 


P 


a(  1 -4-  u2)2 
2 H-  pa 


come  per  revoluta  avranno  luogo  l’equazioni 


tang  (U  — u) 


1 

un 

u 


ua  H-  (1  H-ua)* 
(2  H-  u2)2 


a2 


1 

(2  H-  u*) 


Volendo  aggiungere  l’  angolo  v , che  la  tangente  forma 
con  Lasse  polare,  si  avrà 

. 4 1 

tang  v = cot  (©  — u)  = — 

Da  queste  differenti  formoie  si  vede,  che  per  un  valore 
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nullo  dell’angolo  u 

1 

tang  v t=  cot  (p  — u)  = tang  (U  — u)  «=*  — 


e per  nn  valore  infinitamente  grande  di  u • 


tang  »=o,  v 


tang  (U  — u)  — — , psss  oo , R = 


dunque  all’origine  delle  coordinate  la  spirale  di  Archime- 
de tocca  l’asse  polare  : crescendo  poi  l’angolo  u,  dimi- 
nuirà indefinitamente  e la  curvatura  — ; ed  il  rag- 


gio polare  R condotto  dal  centro  di  curvatura  airorigi- 
ne  crescerà  continuamente,  ma  sarà  sempre  compreso  fra 

i valori  R =s  a j ed  R = ~ . 

Per  ottenere  1’  equazione  della  evoluta  basterà  dal 
valore  di  R2  risolvere  Tequazione  di  secondo  grado  rap- 
porto ad  — ! : ed  avremo 

r 2 +«J  ’ 


V-f.  (— — ^ 

\2-huV  \2+tt/ 


d’onde  per  il  segno 

1 


— I-H/* 


4Ra 

a2 


2 *-j-*  mj  2 

Da  questa  ultima  ricavando  il  valore  di  w,  e sostituito 
cella  formola 


tang  (U  — «) 


1 

u -f*  — 
u 
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si  otterrà  la  richiesta  equazione  polare  deirevoluta  della 
spirale  di  Archimede. 

Per  la  spirale  parabolica 

r3  «=  au 


avremo 


d’onde  per  il  raggio  di  curvatura 

(4r4  -f.  a2)  2 a (1  H-  4u3)  2 
**  = 2r(4r4  -4-  3oJ)  _ 2r  (3  -f.  4ua) 

Nello  stesso  modo  per  la  spirale  iperbolica  di  equazione 


abbiamo 


a 

u* 


ru  = a 


H t"  = — 

a 9 u 3 


2r3 


Con  questi  valori  il  raggio  di  curvatura  diviene 


r(a2  -h  r2)  2 


ovvero 


9 = 


a(  1 -V-  u3)  3 


Fra  le  spirali  sceglieremo  infine  la  logaritmica 


u 

r = ea 


d’onde 
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e perciò 

r 

p — — l/r1-t-aa=w 

a 

x 

R sen  (U  — ti)  = — , R cos  (U  — u)  = o 

a 

dunque  nella  spirale  logaritmica  il  raggio  di  curvatura 
é costantemente  eguale  alla  normale.  Dalle  ultime  due 
equazioni  che  contengono  l’evoluta  della  spirale  deduciamo 

cos  (U  — u)  = o , sen  (U  — u)  = 1 

e perciò 

R = — , r oR 
a 

L'angolo  U — u potrà  essere 


V 


ed  u =»  U — — 

2 


Prendendo  adunque  i valori  di  r,  w,  e sostituiti  nell’e- 
quazione della  spirai  logaritmica,  troveremo 


aR  = e a 

ovvero 


e ponendo  l’angolo 


U--|--aIog« 
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verrà  per  la  linea  dei  centri  di  curvatura 

U, 

* 

Rr:«« 


In  questa  equazione  la  costante  a essendo  commune  a 

u 

quella  della  curva  r = e«  si  concluderà,  che  l’evoluta 
della  spirai  logaritmica  è un’altra  spirai  logaritmica  di 
dimensioni  eguali  alla  precedente,  od  in  altri  termini  la 
spirai  logaritmica  è evoluta  di  se  stessa.  Questo  risul- 
tato è d’  accordo  con  quanto  si  trovò  per  la  medesima 
curva  alla  fine  del  parag.  1 58  dalla  considerazione  delle 
coordinate  ortogonali. 

Consideriamo  adesso  la  curva  ovale  del  Cassini,  di 
equazioue  polare 

r4  — 2 a2  r*  cos  2u  -f-  a*  = b'* 


Facendo  la  derivazione  rapporto  ad  u,  troviamo  con  fa- 
cilità 

. a*r  sen  2m 

r =• 


d^onde 


(r2  •+-  K2) 


r2  — aa  cos  2 u 
| b2r 


r 2 — a2  cos  2u 


Se  come  si  è fatto  al  parag.  175  si  chiami  r l’angolo 
acuto  compreso  fra  la  tangente  e Tasse  polare,  avremo 
le  formole 

r'  r 

sen  v = — , cos  v = 


(r2  -f-  /a)^ 


(r2  -f.  r'2)* 


le  quali  nel  nostro  caso  diverranno 


sen  v = — 


a 2 sen  2 u r 2 — a2  cos  2u 

• , cos  v — — 


b2 


b7 
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Inoltre  nello  stesso  parag.  175  per  la  perpendicolare  A 
abbassata  dall'origine  sulla  direzione  della  tangente  si  ha 


A 


r2 

( r 2 4-  r'2)* 


ove  sostituendo  i trovati  valori,  si  avrà 

r(r*  — a*  C09  2u) 


ed  eliminando  cos  2 u per  mezzo  dcU’equazione  della  cur- 
va, diverrà 

r4  — a4  -H  A4 

A = , 1 

2i»r 


Differenziando  la  proposta  espressione,  avremo 

/ 


dr  ^3r4  — A4  «4 

2Aa  \ r 2 


Da  questo  valore  possiamo  ottenere  immediatamente  il 
raggio  di  curvatura  ; in  fatti  per  ogni  curva  si  ha  in 
generale 


P 


rdr 

~dh 


e perciò 

__  2f)i  ^ 

P 3r4  — A4  -f-  a4 


Che  se  dall’equazione  della  curva  si  elimini  la  differen- 
za <j4  — A4 , risulterà  in  fine  per  il  raggio  di  curvatura 
della  curva  ovale  del  Cassini,  l’espressione 

b2r 

^ r2  4-  a2  cos  2 u 
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Di  qui  come  fa  avvertire  il  sig.  Serret  (*)  il  raggio  di 
curvatura  diverrà  infinito  in  quei  punti , ove  la  curva 
incontra  la  lemniscata  di  equazione 

r 2 -f-  a*  cos  2u  = o 


in  modo  che  i valori  communi  di  questa  lemniscata,  e 
della  curva  proposta,  faranno  conoscere  le  coordinate  po- 
lari dei  punti  d'inflessione  della  medesima.  Questi  punti 
corrispondono  ai  valori 


r4 


j 


cos  2u 


-V 


W — 
3 


Di  qui  si  vede  che  la  curva  avrà  quattro  punti  d’ in- 
flessione quando  il  rapporto  — sia  compreso  fra  1 , 

a 

c j/2  ; dunque  rimanendo  a , costante  , e variando  il 

rapporto  — fra  i limiti  1 , e j/2  , l’equazione  della 
a 

ovale  del  Cassini  rappresenterà  una  serie  di  curve  della 
medesima  specie.,  le  quali  ammetteranno  respettivamente 
quattro  punti  d’inflessione,  dei  quali  il  luogo  geometrico 
sarà  la  lemniscata  di  equazione 

r2  H-  a2  cos  2 u = o. 

Il  sig.  Serret  a diverse  altre  interessanti  ricerche  esten- 
de questi  risultati  per  tutte  quelle  curve  nelle  quali  la 
definizione  geometrica  è che  il  prodotto  delle  distanze 
di  uno  dei  suoi  punti , da  tn  punti  fissi  sia  costante. 
Liquazioni  delle  quali  dipende  la  curva  evoluta,  posso- 
no essere 

R scn  (U  — u)  = p sen  v ' 

R cos  (U  — m)  — r -=-  — > p cos  v 


(*)  Liouvilie  journal  Avril  i#43. 
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le  quali  per  la  sostiluzione  dei  valori  di  p,  seno  , cosr, 
daranno 

a2r  sen2u 
r3  a 2 cos  2 u 

2a*  r cos2m  . 
r*-f-  a3  cos2m 

Se  da  queste  espressioni,  e dalPequazione  della  curva  si 
eliminino  le  coordinate  polari  r,  m,  giungeremo  ad  un* 
equazione  fra  le  nuove  coordinate  U,  la  quale  rap- 
presenterà revoluta  della  curva  Cassiniana.  Se  si  divida 
la  prima  per  la  seconda,  e si  faccia  la  somma  dei  qua- 
drati avremo  le  formolc 


R cos  (U  — u) 


R sen  (U 


tang  (U  — m)  -=  — 


tang  2 u 
2 


a1 » r3  (sen3  2 u 4cos3  2u) 

(r3  -+-  a 2 cos  2u)3 

Noi  nel  nuovo  parag.  ci  tratterremo  sulla  .prima  di  que- 
ste formole,  la  quale  si  presenta  ancora  nella  lemnisca- 
ta di  Bernoulli. 

180.°  Prendiamo  infine  la  lemniscata  a coordinate 
polari 

r3  = a 3 cos  2u 
si  avrà  dalla  derivazione 


— r tang  2 u — — 


ri/"  1 — cos2  2u 
cos  2u 


d’onde 


\ 
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Proseguendo  la  derivazione,  abbiamo 
r"  = — 


2r  , ’ (a4^-r4) 

— r'  tang  2 u = — ì - — - 


cos2  2 u 


Con  queste  espressioni  facilmente  si  trova 


3o4 

2/2  — rr"  -4-  r2  = 3 (r*  -4-  r'a)  = — — 

per  mezzo  delle  quali  il  raggio  di  curvatura  p , ed  al- 
cune formule  del  parag.  178  diverranno 


a 1 


R scn  (U  — u)  =3  — 


p=rr 

r tang  2 u 


a sen  2 u 
3l/cos2  u 


R cos  (U 


2 a cos  2u 
3 J/  cos  2u 


L'espressione  del  raggio  di  curvatura  della  lemniscata 
è eguale  al  terzo  della  normale  alla  curva  riferita  al  suo 
asse  polare.  Riguardo  poi  all’evoluta  della  medesima  a 
coordinate  polari  converrà  eliminare  l’angolo  w,  fra  le 
due  equazioni.  Per  meglio  conoscere  i rapporti  che  pas- 
sano fra  le  coordinate  polari  R,  U,  dell'o voluta,  e l’an- 
golo «,  si  divida  la  prima  per  la  secouda,  e si  avrà 


tang  (U  — w) 


tang  2 u 

2 


Sostituendo  in  questa 


tang  U — tang  u 

tang  U — w)  = f,  t 

0 ' 1 -+-  tang  U tang  u 


tang  2 u 


2 tang  u 
1 — tang  u 
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e rid accodo  avremo 

tang3w  -4-  tang  U e=  o,  ossia  tang3!*  = — tang  U 

Tarò  la  relazione,  che  deve  sussistere  fra  i due  angoli 
il,  U.  Eleviamo  ora  al  quadrato  le  medesime  espressioni 
che  contengono  la  R,  e si  sommino,  risulterà 


R*  = — (4  •+■  tang22u) 


a2  /! 


sen22w  -4-  4 cosa2u 


cos  2d 


) 


Questa  equazione  polare  rappresenterà  l’evoluta  della  lem- 
niscata dopo  di  aver  eliminato  l’angolo  u,  per  mezzo  del- 
la condizione 

tang3u  — tang  U. 


Che  se  piuttosto  vogliasi  l’angolo  u in  funzione  della  R 
si  elimini  la  r,  ed  avremo 


R1 


t( 


4a2  cos  2u 


a 3 scn 


cos 


2 2«\ 

2ÌT  ) 


dalla  quale  per  la  sostituzione  di 

sen2  2 1 — cos2  2u 


verrà  l’equazione  di  secondo  grado 


3R2  „ 1 

cos’2u cos  2ti  -4-  = o 

a2  3 


Il  valore  dell’angolo  m,  ottenuto  dalla  risoluzione  di  que- 
sta equazione,  e sostituito  nella  equazione  di  condizione 

tang3w  -4-  tang  U-o 

somministrerà  l’evoluta  della  lemniscata. 

181.°  Potendo  forse  interessare  di  conoscere  le  formolo 
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dalle  quali  dipenda  1’equazione  deirevoluta  della  lemni- 
scata riferita  a coordinate  ortogonali,  riprendiamo  le  for- 
inole del  parag.  156,  cioè 


Y- 


y 


dx 
dy  * 


ove  y è secondo  il  consueto , l'angolo  formato  con  l’asse 
delle  ascisse  dalla  retta  tangente  la  curva  al  punto  (x,  y). 
Ora  prendendo  nella  lemniscata 


r2  = a2  cos  2u , x = r cos  u , y = r sen  u 
si  ha  egualmente 

x «=»  a cos  u l/'cos  2u  , y = a sen  u j/’cos  2 u 
e dalla  differenziazione 


a sen  3udu 
cos  2u 


a cos  3u  du 
p^cos  2w 


Inoltre  dal  parag.  176  si  deduce  per  l'angolo  y 


cot  y = — tang  3u  , e perciò  dy  = 3dw 


e per  conseguenza 

de  a sen  3u  dy  a cos  3 u 

dy  3p^cos  2u  ’ dy  ^ 3^ cos  2 u 

Con  questi  valori  verrà 


X = 


o(3  cos  u cos  2m — cos  3n) 
cos  2u 


a(sen  u cos  2ii  — sen  3u) 
cos  2 u 
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e che  si  riducono  evidentemente  ad 

2 a cos3t<  2 a sen3u 

* 3Ì7coT2Ù  * **  3 [/  cos  2u 

L’eliminazione  dell’angolo  u,  porgerà  un’equazione  fra  X 
ed  Y,  la  quale  apparterrà  all''  evoluta  della  lemniscata: 

a quest’oggetto  si  divida  X , Y per  quindi  si  estrag- 

ga  la  radice  terza,  e si  elevi  alla  potenza  seconda,  si 
troverà 

a » 

/3X\3  cos  Hi  /3Y\r  senni 

\2~a)  **  T*  \2«/  “ JL 

(cos2u)  3 (cos2u)  5 

# 

Facendo  la  somma  e la  sottrazione  verrà 


1 

i 

(cos2u)  3 


3 

(cos2u)* 


e perciò  elevando  alla  potenza  seconda  la  prima  espres~ 
sione,  si  ricaverà 


/3X\r  /3Y\r 

\2  a)  \2  a) 


Se  si  decomponga  in  due  fattori  eguali  il  denominatore 

2 a 

e si  porti  fuori  dei  due  vincoli  radicali  la  quantità 

0 
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otterremo  per  la  richiesta  equazione  dell*  evoluta  della 
lemniscata 

(J/X4  - |/Y4  )([/v  H- 


Questa  curva  incontra  V asse  delle  x ad  una  distanza 
daU’origine,  espressa  per 


L’equazione  differenziale  della  medesima  curva  la  po- 
tremo ottenere  facilmente  dalla  differenziazione  dei  va- 
lori di  X,  Y ciò  che  darà 

2 a sen  ucosu  (cos3u  — 3 sen3*  cos  u)  du 
3 • cos32u 


2 a sen  u cos  u (3  cosau  sen  u sen3u)  du 
3 \/~ cos32u  ' 


ovvero 


dX  *=  — 


2 a sen  ucos  u cos  3u  du 
3 cos32u 


dY 


2 a sen  u cos  u sen  3u  du 
3 l/"  cos32u 

• i 


di  qui  risulta  evidentemente 


dY 

« = UD8  3“ 


« * 

A questa  ultima  espressione  si  può  giungere  immedia- 
tamente coi  riflettere  che  fra  i differenziali  dx , ày  di 
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una  data  curva,  ed  i differenziali  dX,  dY  deirevoluta  si 

ha 

dY  _d* 
dX0  dy 

e siccome  per  i precedenti  valori  di  dr,  dy  nella  lem- 
niscata 

r~  =3  — tang  3u 

dy 

cosi  il  cercato  rapporto  Coinciderà  colla  tangente  dell’an- 
golo triplo  u.  Per  eliminare  ora  l’angolo  u in  funzione 
di  Y,  Y si  rifletta  che  prendendo 

X = R cos  U , Y «=  R scn  U 

si  giunge  per  mezzo  dei  due  valori  di  X.,  Y in  funzio- 
ne di  u,  all’equazione  di  già  trovata  . 

Y 

-r  = tang  U = — taùg3u 

A 

dalla  quale  ricavasi 

3 y 3 

tang  u =»  jX -j-  , tang2  u = ~ 

Ma 

(3  — tang2n  \ 

) 

1 — 3 tang2u/ 

d’onde  per  la  sostituzione 

Y — 3|^X2  Y 
tang  3u  = 3 

X — 3^Y2  X 

e perciò  l’ equazione  differenziale  dell’  evoluta  della 
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« _ aF  - y*T  \ 

\X-3KY>x/ 


ovvero 

3.  » 

/X  — 3j/Y’X)dY—  (y-3  J/X’Y) 


Aggiungiamo  in  fine  che  l’eliminazione  dell’angolo  iTnei 
due  valori  X,  Y si  può  far  dipendere  ancora  dalla  riso- 
luzione di  due  equazioni  di  terzo  grado  : infatti  dai  me- 
desimi abbiamo 


/3X\a  cos  *u  /3Y\a senV 

\2a/  2cos3u— 1 * \2  a/  1 — 2sen2ti 

ove  facendo  , . . , 

cos2u  ss»  z , . , sen1  u = 6> 


( 


i 


otterremo  le  equazioni  di  terzo  grado 


Prendendo  le  due  radici  z , ed  a reali,  e numeriche  si 

\ . 

dedurrà  l’equazione 

1 H-6)=a.1 

la  quale  rappresenterà  l’evoluta  della  lemniscata  riferita  a 
coordinate  ortogonali.  , „ 
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APPLICAZIONI  ALLA  GEOMETRIA  ANALITICA 

A TRE  DIMENSIONI 

* ► 


Ditta  tangente,  dei  piani  tangenti,  ed  in  particolare  del 
piano  osculatore,  delle  normali , del  piano  normale. 


182.°  Riferendo  i diversi  punti  di  una  curva  qua- 
lunque situata  nello  spazio  a tre  assi  coordinati,  o ret- 
tangolari, od  obliqui,  potremo  sempre  considerarla  rap- 
presentata da  due  equazioni  fra  le  tre  coordinate  a?,  y,  x. 
Ciò  posto  ritenendo  per  x , y , z le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  della  curva  , denotiamo  perAr,  Ay,  Ar, 
gli  incrementi  simultanei  attribuiti  alle  medesime  x,  y,  t 
per  passare  da  un  punto  ad  un  altro  della  curva;  se  si 
chiami  k la  corda,  o secante  condotta  dal  punto  (x>  y,  z) 
al  punto  ( x -+-  Ar,  y -h  Ay , z -t-  Ar)  è chiaro  che  fra 
gli  incrementi  Ar,  Ay,  Az,  e la  secante  k avremo  alcu- 
ne equazioni  della  forma 


a , b , c , rappresenteranno  i coseni  degli  angoli  che 
la  corda  k forma  con  i tre  assi  nell’  ipotesi  che  sieno 
ortogonali  : e nel  caso  opposto  saranno  espresse  ciascu- 
na dei  rapporti 


e della  normale  principale  ad  una  curva 
qualunque  in  un  punto  dato. 


A 


A 


C 


sen  k , y t sen  k , xz 


c — 


sen  k , xy 


sen  x , y*  * sen  y , xz 


t 


seu  z , xy 
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É molto  facile  di  stabilire  differenti  altre  equazioni  che 
possono  aver  luogo  fra  gli  incrementi  Ax,  A \jj  A z,  A, 
e quindi  anche  fra  le  funzioni  trigonometriche  a,  b,  c. 
Così  conducendo  dagli  estremi  di  Ax , Ay  , Az  tre  per- 
pendicolari sopra  la  corda  A , e chiamando  A , B,  G i 
coseni  degli  angoli  che  la  medesima  forma  con  i tre  assi 
obliqui.,  noi  avremo 

A=>AAx4-BAy4-CAz 

d’onde  immediatamente  dall’eliminazione  di  Ax,  Ay,  Az 

1 = a A ■+■  b B 4"  c C 

Di  più  se  s , fi' , fi"  sieno  i tre  angoli  rettilinei  formati 
dagli  assi  xy  , xz,  yz,  ed  abbassate  dall’estremità  della 
secante  k una  perpendicolare  sopra  ciascuno  degli  assi, 
si  avrà  ancora 

AA  » Az  4-  Ay  cos  £ 4-  Az  cos  c 

BA  Ay  4-  Ax  cos  e 4-  Az  cos  fi" 

i 

CA  =3  Az  4-  Ax  cos  i'  4-  Ay  cos  fi" 
dalle  quali  per  la  consueta  eliminazione  deduciamo 
A c=  A 4-  B COS  £ -f-  C COS  Jt 
B e=  B -+-  A COS  £-4-  c COS  fi" 

C = c 4-  A cos  fi'  4-  B COS  fi" 

Moltiplicando  ora  per  k il  valore  dello  stesso  k espres- 
so per  Ax  , Ay  , Az  , e sostituendoci  nel  secondo  mem- 
bro i valori  trovati  per  AA  , AB , AC  * si  otterrà 

Aa  = Ax*  4-  Ay*  4-  Az*  4-  2Àx  Ay  cos  e 

4*  2Ax  A g cos  t 4-  2Ay  A z cos  e" 
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Di  qui  fra  le  funzioni  trigonometriche  a,  b,  c avrà  luo- 
go Liquazione 

1 = Aa  4-  b2  4-  c*  4-  2 ab  cos£4-2ac  cose'4-2bc  cos/' 

• » 

H valore  di  k , o di  h*  non  è altro  che  la  diagonale  dei 
parallelepipedo  obliquangolo  di  lati  Ar  , Ay , As  , con- 
giunti ad  angoli  rispettivi , £ , e , . Se  per  maggior 

semplicità  pongasi 

! § = x 4-  y cos  £ -h  z cos  / . 

>7  = y 4-  x cos  £ 4-  z cos  f 
£ = Z 4-  X cos  / 4-  ycos  e"  . : 

si  avrà 

’ A?  = A*  , Ai7=  BA  , A?=  Ck 
ed  il  precedente  valore  di  k 2 si  trasformerà  in 

t 

k7  — Ax  A?  4-  Ay  Ayj  -h  Az  A? 

i ' • 

Dalla  quale  ritorna  la  relazione  di  già  trovata 

, • « # -w-  # * 

1 = a A 4“  b B 4“  c C 

Per  mezzo  di  queste  differenti  espressioni  noi  ricavere- 
mo daU’equazioni 

Ax Ay Az 

ABC 

per  le  funzioni  trigonometriche  a , b , c i valori 

• » 

Ax  Av 

A — • • ...  g , J 

\f AxA£4-AyA)j4-A5A?  * t/" AxA§4-Ay AV74 -Az£ 

» * 

Az 

AxA%  4-  AyAvj  4-  AzA£ 
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Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  allora  chiamando  ccj  fi,  7 
gli  angoli  che  la  corda  k forma  con  i medesimi,  si  avrà 


Ax  0 - Ay 

cos  ol  = - ■ ■ — - — — « cos  a e=  — — r — - 

j/AxM-AyM-Az*  r AacJ'4-At/a-4-AsJ 


A z 


COS  7 = — -r : — 

9 l/Axa  4- Aya  4- As» 


ove 


*’  = A*’ -+- Ay>  + Az* 

Tali  sono  le  diverse  forinole.,  che  sussistono  fra  le  quan- 
tità Ax  , Ay  , A*  e A. 

183.°  Supponiamo  adesso  che  il  punto 


(a;  4-  Ax,  y 4-  Ay , « 4-  Az) 

vada  accostandosi  indefinitamente  al  punto  (a?,  y,  z)  ; in 
questo  caso  la  secante  verrà  a confondersi  con  una  cer- 
ta retta , che  dicesi  tangente  alla  curva  data,  e la  tocca 
al  punto  x,  y,  z ; quindi  per  ottenere  le  funzioni  tri- 
gonometriche a,  by  c simili  alle  a,  b,  c le  quali  deter-  * 
minino  la  direzione  della  retta  tangente  rapporto  ai  tre 
assi  basterà  cercare  i limiti  verso  quali  convergono  ,i 
medesimi  valori  di  a,  b,  c per  la  supposizione  di  Ax , 
Ay,  Az,  nulli,  e si  troverà  come  già  si  è praticato  per 
le  curve  piane  ‘ , ; - 

d x 

a y dxa4-dya4-dza4-2drdycos£4-2ArArcosc,4-2dyd-cos^/ 


l/^dx34-dy*4-dza4-2da?dycosÉ4-2d£dicosÉ'4-2dydxcW/ 

. * • • 

dz 1 

l/‘dxa4-dya4-cU24-2dxdycoss4-2dj:dscòS£'4-2dydzcosi'# 
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Nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali,  b , e rappresente- 
ranno i coseni  degli  angoli *  *3,  7 che  la  tangente  for- 
ma con  gli  stessi  assi,  e le  precedenti  espressioni  si  ri- 
durranno ad 

àx  d y 

— , cos  fi  

dx2  -4-  dyM-  d*a  ‘ y dxM-  dya-+-  cUa 

dz 


cos  a = 


cos  7 


1/ dx2  dya  -+-  dza 


Di  più  chiamando  s Inarco  computato  da  nn  punto  (isso 
fino  al  punto  (jc,  y,  z),  ed  immaginando  TarcoAs  com- 
preso fra  i due  punti  (x,  y,  z)  , (x-+-Ax,  y-4-Ay,  «-+-As) 
infinitamente  vicini,  è chiaro  che  per  il  tratto  As  infi- 
nitamente piccolo  della  curva,  il  limite  del  rapporto  del- 
iba reo  A s alla  corrispondente  corda  k sarà  eguale  all’ uni- 
tà, c perciò  . . . 

* * • * * A 

r 

lesimi--  e=s 
K 


firn 


A s 

\f  AxaH-AyM-A5M-2AxAycos£-H2AxAzcos£/  -h2AyAzcoss'/ 


•i  * 


Qualunque  sia  la  variabile  indipendente,  si  potrà  sem- 
pre dedurre  per  la  cognita  definizione  dei  difTerenziali 

* » 1 » i * * 

ds=|/dxM-dyMHka-*-2<LrdycosE-f-2dx<Lrcose'-f-2dydx:cos6'' 

cosi  supponendo  y,  o z funzioni  della  x,  otterremo 

ds  = dxl/’ i ■+“  y/a-+-z/*-H2y/cos£  -+-  2/cos£'-4-2y' z'cos-" 

In  qualunque  ipotesi  le  funzioni  trigonometriche  a,  6,  c% 
diverranno 


te  . _ ày 

da’.  = da’ 


dì 
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ovvero 

a b c 1 

(Le  d y d x di 

e nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali^  si  riducono  a 

dx  dy  d* 

cos  a =3  — - , cos  /3  = j-  , cos  y ==  — 

di  ds  di 

d’onde  . 

cos  a ’ cos  /3 cos  7 1_ 

dx  dy  cb  di 

Da  tutte  queste  diverse  forinole  rimane  determinata  la 
direzione  della  tangente  rapporto  ai  tre  assi;  per  cono- 
scere poi  l’equazione  della  medesima  retta  tangente,  sic- 
no  X,  Y,  Z le  coordinate  di  un  suo  punto  qualunque, 
noi  avremo 

X — x Y— y Z — * 
a « b ' o 

dalla  quale 

X— x Y — y Z — r 

dx  dy  dx 

Tal’è  l’equazione  della  retta  tangente  una  curva  situata 
nello  spazio  , in  un  punto  dato  (x , y,  z)  per  un  qua- 
lunque sistema  di  assi,  e qualunque  sia  la  variabile  in- 
dipendente. Alla  medesima  equazione  si  può  anche  giun- 
gere osservando  che  la  curva  nello  spazio  è data  quan- 
do vengono  date  le  curve  di  projezione  nei  tre  piani , 
cosicché  prendendo  x per  variabile  indipendente  si  ab- 
bia per  le  curve  di  projezione  nei  piani  yxj  zx 

y *=  *)  , * = X(r) 

■ * 

e siccome  per  un  principio  di  geometria  la  projezione 
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della  tangente  ad  una  curva  qualunque  sopra  un  dato 
piano  coincide  con  la  tangente  alla  curva  projeltata  nel 
medesimo  piano  ; cosi  per  Pcquazioni  alia  tangente  delie 

due  proposte  curve  nei  punti  (x,  y)  ed  (x,  z)  sarà 

• • « 

,•  ■ 

X — r X — y X — x Z — z 

dx  dy  J dx  àz 

\ 

Queste  formole,  che  sussistono  qualunque  sia  la  variabi- 
le indipendente  della  quale  sieno  funzioui  le  x,y,  z con- 
ducono  immediatameute  ad 

• • • " X — x Y — y Z — z 

dx  dy  d z 

. . f 

come  già  si  era  trovato  antecedentemente. 

184.°  Un  piano  dicesi  tangente  ad  una  curva  qua- 
lunque in  un  dato  punto,  quando  passi  per  la  retta  tan- 
gente a questo  punto  ; di  qui  ne  segue  che  una  curva 
tracciata  nello  spazio  potrà  avere  in  ogni  suo  punto  un 
infinità  di  piani  tangenti;  ma  fra  questi  ve  ne  ha  uno 
che  merita  un* attenzione  particolare,  e che  suol  chia- 
marsi piano  osculatore.  La  natura  del  piano  osculatore  ad 
un  qualsiasi  punto  della  curva  verrà  definita  dalla  ri- 
cerca del  limile  verso  il  quale  converge  un  piano  che 
passi  per  tre  punti  infinitamente  vicini  della  curva , e 
che  noi  esprimeremo  simbolicamente  per 

t * 

* m ,«  , 

(*,  y.  *),  ((1  •+■  A)*,  (*  •+■  A)y , (1  -f-  A)») 

' . , .... 

((1  -4-  A)’*  , (1+  A)’y  , ( H-  A )-:)  . 

in  modo  che  questi  tre  sistemi  di  coordinate  dovranuo 
verificare  per  i coefficienti  A , B , C del  piano  le  tre 


N 


Digilized  by  Google 


44S 


equazioni 

Ax-t-By-4-Cz=A;  , A(  1 -t-A)x-t-B(1  -+-A)y-f-C(  1 -4~A )z=k 

A(1  •+-  A)*x4-  B(1  -f-  A)*y  -f-  C(1  A )az  = k 

Queste  due  ultime  simboliche  si  ridurranno  in  forza  del- 
la prima,  ad 


A Ajc  -+-BAy-4-CAr— o 

A A\r  -f-  B A*y  + C A 7z  *=  o 

dalle  quali  deduciamo  un  rapporto  fra  i tre  coefficienti 
A,  B,  C onde  il  piano  passi  per  i tre  nominati  punti  : 
il  rapporto  in  questione  è dato  evidentemente  dalle  fra- 
zioni 


A 


B 


C 


A y A 2z  — A x A ly  A z A2x  — Ax  A 3z  Ax  A2y — Ay  A-X 


Immaginiamo  ora  che  i tre  punti  concorrono  verso  il 
punto  unico  (x,  y,  z)  della  curva,  allora  il  piano  in  pro- 
posito convergerà  verso  la  direzione  di  un  piano  tan- 
gente alla  curva,  completamente  determinato  di  posizio- 
ne, e che  noi  chiameremo  piano  osculatore  alla  curva  in 
quel  punto.  Per  ottenere  questo  passaggio  basterà  divi- 
dere primieramente  i denominatori  delle  tre  frazioni  per 
a}  , ove  oc  sia  il  consueto  infinitesimo  ausiliare,  e quin- 
di cercare  i limiti  verso  i quali  convergono  le  medesi- 
me tre  frazioni  per  P annullamento  di  Ax  , Ay  , A z ; 
ora  ritenendo  che  A,  B,  G seguitano  a rappresentare  i 
limiti  verso  i quali  convergono  le  funzioni  trigonometri- 
che A,  B,  G;  sarà  dalPequazioni  . 


A.r 

dx  =»  lim  — , 
oc 


A’x 

d2x  ss  lim 

oc2 
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per  i coefficienti  A,  B,  G del  piano  osculatore 

A B C 

dy  daz — dz  d3y  dz  dax — dx  daz  dxd *y  — dy  d*x 

Se  x,  y,  z sieno  le  coordinate  del  punto  di  contatto,  ed 
X,  Y,  Z le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del  pia- 
no è evidente  che  l'equazione  generale  di  questo  piano 
sarà  della  forma 

A(X  — x)  -4-  B (Y  — y)  -f - C (Z  — z) 

dunque  l'equazione  del  piano  osculatore  la  curva  nel 
punto  (x,  y,  z)  si  riduce  ad 

(X  — x)  (dy  d *z  — dz  d*y)  -+•  (Y— y)  (dz  d*x  — dx  d*z) 

■+-  (Z  — z)  (dx  d’y  — dy  dax)  = o 

Ognun  vede  che  fra  gl’  infiniti  piani  tangenti  la  curva 
nel  puuto  (x,  y,  z)  questo  solo  è completamente  deter- 
minato : quando  la  curva  sia  piana,  il  piano  osculatore, 
ed  il  piano  della  curva  sono  coincidenti;  le  precedenti 
equazioni  sussistono  qualunque  sia  la  variabile  indipen- 
dente, e qualunque  sia  la  scelta  delle  coordinale  retti- 
linee, e si  potranno  scrivere  anche  più  brevemente  i va- 
lori di  A,  B,  C,  con 

A B C _ 

dKdS)  d2,(d£)  Kd2) 

185.°  Una  retta  dicesi  normale  alla  curva  in  un  pun- 
to (x,  y,  z),  quando  è perpendicolare  alla  retta  tangen- 
te nel  punto  di  contatto.  Ora  é chiaro  che  per  uno  stes- 
so punto  di  curva  a doppia  curvatura  si  potrà  condur- 
re un  numero  infinito  di  rette  perpendicolari,  o normali, 
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le  quali  sono  tutte  comprese  in  un  piano  che  passa  per- 
pendicolarmente per  lo  stesso  punto  (x,  y,  r);  per  que- 
sto motivo  il  piano  in  questione  dicesi  piano  normale : la 
sua  equazione  sarà  della  forma 

A4  (X  — #)*+•  Bj  (Y  — y)  -+-  Ci  (Z  — z)  =o 

e la  determinazione  dei  coefficienti  dipende  dalla  condi- 
zione analitica,  che  d'esso  sia  perpendicolare  alla  retta 
tangente 

X— x Y— y Z—z 

dx  dy  cU 

Ora  per  quanto  si  sa  dalla  geometria  analitica  i coeffi- 
cienti Ai,  Bx  , Cx  dovranno  soddisfare  adequazione  co- 
mune 

Ai = B, 

dx  «+-  dy  cos  s -+-  d«  cose'  dy  -+-  dx  cos  e 4-  dz  cos  e" 


3 c, 

dz  dx  cos  { -+-  dy  cos  t*  • 

quali  in  forza  dei  valori  §,  £ stabiliti  al  parag.  182 

diverranno  * 

Aj  Bf  C, 

31*5®  ^d? 

d’onde  l’equazione  cercata  del  piano  normale 

(X  -x)  dg-i-(Y  — y)  d>2  -+-  (Z  — z)  d?  ^ o. 
Quando  gli  assi  sieno  ortogonali  si  avrà  semplicemente 

(X  — x)  dx  -h  (Y  — y)dy-f-  (Z  — z)  dz  = o 

* • 

Si  moltiplichino  adesso  le  respettive  differenze  delle  coor- 
dinate per  d| , dvj , d? , e si  conduca  dall’origine  delle 


448 

coordinate  un  raggio  vettore  p al  punto  (r,  y,  z),  avremo 

ya-f-  za  -4-  2xy  cos  g •+■  2xz  cos  ^ -4-  2yz  cos  s" 

quindi  differenziando,  e dividendo  per  2,  l’equazione  del 
piano  normale  si  trasformerà  in 

Xd5-*-Yd>2  + Zd?  = pdp 

Che  se  all'opposto  si  sostituiscano  i valori  di  d§,  d 17,  d£, 
e si  raccolgano  i respettivi  coefficienti  di  dx,  dy , dz  , 
e si  faccia  per  brevità 

X, °X  + Y cos  8 -t- Z cos  c' 

Y,  = Y -+*  X cos  e 4-  Z cos 

Z,  = Z -4-  X cos  { -+■  Y cos  e" 

troveremo  per  l’equazione  trasformata 

(X,  -?)  dx  «+■  (Y , — >7)  dy  -4-  (Z,  — f)  dz  =0 

Le  nuove  differenze 

X,-?,  Y,  — v)  , Z.-C 

si  riducono  alle  differenze 

X — x,  Y — y,  Z — z 

nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali. 

186.°  Fra  l’indicato  numero  di  normali  alla  curva 
in  un  punto  dato,  e tutte  comprese  nel  piano  normale 
ve  ne  ha  una  particolare  che  potremo  chiamare  normale 
‘principale,  e verrà  data  dall’intersezione  del  piano  oscu- 
latore con  il  piano  normale  : Tequazioni  di  questa  ret- 
ta si  trovano  nella  coesistenza  delle  due  per  i medesimi 
valori  di  X,  Y,  Z 

( X-x)(dyd3z-dzd2y)-4-(Y-y)(d  rdJz-d:d2x)-+-(Z-z)(dxd2y-dyd:lx) 
(X — x)  dgH-  (V — y)  d>j  -+-  (Z — z)  d£  = o 
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dalle  quali  eliminando  successivamente  le  tre  differen- 
ze  X — x , Y — y , Z — z , si  trova 

X — x 

df(dz  d2.r  — dx  d2s)  — * dvj  (dr  d'y  — dy  d2x) 

= Y-_y , 

dc*(dx  d2y  — dy  d2x)  — d£  (dy  d2z  — d z day) 

Z — * 

d>j(dy  d 3z  — d z d2y)  — d§  (dz  d2x  — àx  d*s) 

Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni,  e riflettendo  che 
per  il  differenziale  dell’arco 

ds2  = àx  d§  -+-  dy  d>?  -t-  àz  d£ 

si  avrà  da  una  nuova  differenziazione 

ds  d2s  =3  dx  d2§  -H  dy  d2>j  -4-  àz  d2f 

mentre 

dx  d2?  •+-  dy  d2>j  •+•  ds  da£  =»  d§  d2x  -f-  d>j  d2y  -+■  d£  d2z 

Con  queste  sostitueioni.,  Inequazioni  della  normale  prin- 
cipale dopo  brevi  riduzioni  diverranno 

X —x  _ Y — y Z — z 

dsd2x  — dx  d2s  ds  d2y  — dy  d2s  dsd2z  — ds  das 

le  quali  sussistono  in  qualunque  sistema  di  coordinate 
rettilinee^  c qualunque  sia  la  scelta  della  variabile  in- 
dipendente. Sicno  ora  o, , b ,,  cx  i coefficienti  del  valor 
comune  delle  tre  ultime  frazioni  per  ottenere  l’espres- 
sioni  X — x , Y — y,  Z — z ; si  avrà  per  la  medesi- 
ma equazione  della  normale  principale 

X — x Y — y Z — * 

di  bi  c, 

29 
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a»  , b i,  c,  sono  fanzioui  trigonometriche  dell’ inclina- 
zione della  normale  principale  con  gli  assi  coordinati  , 
e divengono  i coseni  degli  angoli  X,  fx,  v che  la  mede- 
sima normale  forma  con  gli  assi,  quando  questi  sieno  or- 
togonali^ ed  in  qualunque  ipotesi  si  trova 


ax  bi c» 

ds  d*r  — d x d*s  di  d*y  — dy  d2i  di  d2z  — d z das 

Queste  equazioni  si  renderanno  più  semplici,  se  le  va- 
riabili x,  y,z  si  considerino  funzioni  dell’arco  s preso 
come  variabile  indipendente,  quindi  preso  di  costante  , 
otterremo 


«I 

bx 

cx 

d2x 

d’y 

= daz 

Cd  in  qualunque  ipotesi 

si  potrà  scrivere 

fli 

bx 

cx 

dx 

d — 

d z 
d — 

di 

di 

di 

D’altronde  le  frazioni 

% 

dx 

dy 

dz 

di’ 

di’ 

d $ 

rappresentano  le  funzioni  trigonometriche  a,  ò,  c,  del- 
rinclinazioni  della  tangente  con  i tre  assi,  e perciò  fra 
le  sue  funzioni  a,  b , c,  a, , bx  , ct  avranno  luogo  l’c- 
quazioni 

ax  bx  Cj^ 

da  d£  de 

Per  ottenere  un  valore  comune  di  queste  tre  frazioni 
basterà  avvertire  che  le  funzioni  ax  , bt  , c,  verificano 
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l’equazione 

1 =*fl|1  + ija+CiJ*H2fliijCos  £H-2fljCIcos6/4-2i|Ci cosi 

/ 

cosicché  fatto  per  brevità 

d$=  j/"  daM-dàM-dca-4-2dadàcos£4-2dadcco8£'-t-2dàdccos«'' 
si  otterrà 

<tj  b\  c i 1 

da  dà  de  d$ 

d’onde 

da  dà  de 

*.«=£,  c,=  - 

Quando  gli  assi  sieno  ortogonali,  allora  chiamando  X,  fz,  v 
gli  angoli  che  la  normale  principale  forma  con  i mede- 
simi, si  avrà 

a,  = cos  X , àj  e=  cos  fz  , c = cos  v 
e per  conseguenza 

cos  X cos  [JL  cos  v 

ds  d*r  — dx  da$  ds  d 2y  — di/  d*s  ds  d 2z  — d z d2s 

Osservando  poi  che 

(did2j:  — d.zdas)a-f-  (djd»y  — dyda*)M-  (didaz  — d*da#)a 
ss  <baf(da;r)a  -H  (day)a  (d2*)*  — (d2*)2) 
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si  otterranno  immediatamente  i valori 


cos  X 


ds  dax  — djr  das 

d s ^(d ax)a  4-  (day)a  4-  (daz)a  — (da*)a 


ds  d2y  — dy  das 

COS  IX  tss 

d s (dax)a  -4-  (day)a  -4-  (daz)a  — (das)a 


ds  d2z  — d z das 

COS  V «=3 — — . „ — 

ds  t/"(dax)a  H-  (dsy)a  4-  (daz)a  — (das)a 

Queste  forraole  sono  incluse  come  caso  particolari  ne- 
gli antecedenti  valori  di  ax  , bx  , c,  . 

187.°  Per  il  punto  di  contatto  (a?,  y,  z)  si  conduca 
una  retta  perpendicolare  al  piano  osculatore  sarà  per- 
pendicolare insieme  alla  tangente  ed  alla  normale  prin- 
cipale; ed  in  altri  termini  se  di  questa  retta  sia  l’equa- 
zione 

X' — x Y'  — y Z'-z 

a “ b'  ~~  ~c' 

dovrà  esser  perpendicolare  alle  due 

X— x _ Y—-y  Z — z 

a b c 

X—x  _ Y— y _ Z—z 

di  Ci 

Ora  la  condizione  perchè  la  prima  retta  sia  perpendico- 
lare a queste  due  risiede  nella  verificazione  delle  due 
equazioni 

aa  -4-  bit  4*  cc  4-  (ab'  4-  ab)  cos  £ 


4-  (co'  -4-  ac')  cos  e'  4-  [be'  4-  cò')  cos  e"x=  o 
a'oi  4“  4-  c'cj  4-  (a  4"  axbf)  cos  £ 

4-  (c'ax  4-  a'c,)  cos  / 4-  (6'c,  4-  cbx)  cos  {'  = o 
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nelle  quali  il  primo  membro  rappresentando  il  coseno 
delPangolo  di  due  rette,  sarà  questo  nullo  se  sia  retto. 
Raccogliendo  i coefficienti  di  a,  à,  c,  c chiamando  L,  M,  N 
gli  angoli  che  questa  retta  perpeudicolare  al  piano  oscu- 
latore nel  punto  forma  con  i tre  assi  coordinati  x,  y,  Zj 
si  ricaverà  per  quanto  è stato  di  già  stabilito  al  para- 
grafo 182 

cos  L = a -4-  b' cos  e -4-  c'cos  e' 
cos  M = b'  -4-  a'cos  £ + c' cos  e" 
cos  N ■=  c -4-  o’cos  t -4-  6'cos  e" 

quindi  le  precedenti  equazioni  si  trasformeranno  in 
a cos  L -4-  b cos  M -4-  c cos  N = o 

t 

o,  cos  L •+*  bt  cos  M -4-  Ci  cos  N = o 

Le  funzioni  trigonometriche  a,  £,  c sono  proporzionali 
respetlivamente  ai  differenziali  dx,  dy,  dz,  come  d’  al- 
tronde a i , bl9  Cj  sono  proporzionali  a,  d$d3x — d/d*s,... 
dunque  per  la  determinazione  degli  angoli  L,  M,  N avre- 
mo le  due  equazioni 

cos  L dx  -f-  cos  M dy  -4-  cos  Ndz=o 
cos  L d2x  ■+■  cos  M d2y  -4-  cos  N dJz=  o 

dalle  quali  per  l’eliminazione 

cos  L cos  M cos  N 

dy  d2z  — dz  day  ~~  dz  d2x  — dx  d2z  “ dx  d*y  — dy  d3x 

Ognun  vede  che  i coefficienti  cos  L , cos  M|,  cos  N de- 
terminati da  queste  formole  non  differiscono  dai  coeffi- 
cienti del  piano  osculatore,  od  in  altri  termini  il  piano 
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rappresentato  dall’equazione 

(X  — x)  cos  L 4-  (Y  — y)  cos  M 4-  (Z  — x)  cos  N = o 

coincide  con  il  piano  osculatore  della  curva.  Quando  gli 
assi  sieno  ortogonali,  fra  i coseni  degli  angoli  Lj  M,  N, 
si  ba  la  relazione 

cosaL  4-  cosaM  4-  cosaN  « 1 

ma  nel  caso  opposto  avrà  luogo  un’altra  condizione  che 
mi  si  rende  qui  inutile  di  richiamare  : quindi  per  gli 
assi  ortogonali  il  valor  comune  delle  tre  frazioni  sim- 
metriche sarà  evidentemente 


cos  L 


cos  M 


cos  N 


dy  d2z  — dz  day  d z d*x  — dr  d 2z  dx  d*y  — dy  dax 


l/^(dydaz — dzday)a4-(dzdax — dxdaz)a4-(drday — dydax)2 


ds  j/*(dax)a  4*  (day)a  4-  (da*)a  — (dai)a 
dalle  quali  si  ottiene 


cos  L = db 


dy  daz  — dz  day 


cos  M=  zt 


cos  N 


ds  l/*(d *x)a  4-  (day)a4-  (d*z)2  — (das)» 
dz  d*x  — dr  ds* 

d«  l^(dax)a  4-  (day)a  4-  (da*)a  — (das)* 
dx  day  — dy  d2x 

di  (dax)a  4-  (day)a  4-  (da*)a  — (d2i)a 


Queste  forinole  si  renderanno  più  semplici  per  la  sup- 
posizione di  di  costante  o di  das  «=;  o*  Scegliendo  una 
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delle  coordinate  per  esempio  la  x , per  variabile  indi- 
pendente iu  modo  da  fare 

dy  — y'dx , dJy  = y"dx2  , dz  = z'dx  , d *z  = z'dx2 
allora  per  gli  angoli  L,  M,  N,  si  ha 

cos  L cos  M cos  N 

y'z"  — z'y"  — ""  y" 

i 

^ V y"2  ■+■  ■+■  (yV'  - z'yy 

Sarà  bene  qui  di  osservare  che  cos  L , cos  M , cos  N 
rappresenteranno  ancora  i coseni  degli  angoli  che  il  pia- 
no osculatore  della  curva  forma  con  i tre  piani  ortogo- 
nali yz  , xz  , xy  ; contuttociò  in  qualunque  sistema  di 
coordinate  rettilinee  l’equazione  del  piano  osculatore  sarà 

(yV'  — z'y")  (X- *)-*"(¥-  y)-by"(Z-*)«o 

Da  tutto  l’esposto  sopra  le  curve  tracciate  nello  spazio, 
ne  segue  che  l’equazioni  della  tangente,  del  piano  oscu- 
latore, e della  normale  principale  rimangono  invariabili 
di  forma  facendo  uso  delle  coordinate  od  ortogonali,  od 
oblique. 

188.°  Immaginando  la  curva  situata  nello  spazio  pro- 
veniente dall’  intersezione  di  due  superficie  curve  di 
equazioni 

u = o , v = o 
avremo  dalla  differenziazione 

DxM  dx  -+-  Dy«  dy  -f-  D,u  dz  = o 
Dxi>  dx  ■+•  Dyc  dy  -H  Dsv  dz  = o 
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nelle  quali  fatto  per  brevità 

P = DyU  DtV  Dyt  D,u 

Q = Df«  Dxt>  — Ds» 

H = DxU  Dy»  — DxtJ  Dyu 
si  ricava  dall’eliminazione 

dx  dy  dz 

T = Q * F 

Se  le  nuove  funzioni  P,  Q,  R,  si  derivino  respettiva- 
mente  rapporto  ad  x,  ad  y,  e a z , daranno  luogo  all’ 
equazione  comune 

DXP  -f-  DyQ  -4-  D,R  ==  o 

/ 

Nella  nota  equazione  della  retta  tangente  i differenziali 
dx,  dy,  dz  sono  proporzionali  alle  consuete  funzioni  tri- 
gonometriche o,  ò,  c,  e perciò  otterremo  ancora 

a b c 

f = q"^  ìt 

Il  comun  valore  di  queste  frazioni  si  ha  per  conosciuta 
relazione 

1 =3  o2  -+-  b3  -f-  ca-4-  2 ab  cos  e -4-  2 ac  cos  { -4-  2 be  cos 
per  cui  facendo  per  semplicità 

Sa  a Pa  -4-  QM-RM-2PQ  cos  s -4-2PR  cos  g'-4-2QR  cos  C 
si  trova 

a b e 1 

F==q':*F==:±:^ 

d’onde 
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Nella  stessa  guisa  osservando  che  i differenziali  dx,  d y_,  de 
sono  egualmente  proporzionali  alle  differenze  X — x , 

Y — y , Z — z , avremo  dall’equazioni  differenziali  delle 
due  superfìcie  curve 

(X  — x)  Dxu  -4-  (Y  — y)  Dyu  -H  (Z  — z)  Da«  «=  o 

(X  — a:)  Dxv  -4-  (Y  — y)  Dyv  -4-  (Z  — z)  Dst>  = o 

» 

Di  qui  ne  viene  che  per  ottenere  l’equazione  della  retta 
tangente  una  curva  tracciata  nello  spazio,  basterà  nella 
sua  equazione  differenziali  sostituire  le  differenze  X — r, 

Y — y,  Z — z,  ai  differenziali  dar,  à;/j  dz.  Volendo  che  u 
si  riduca  ad  una  funzione  di  due  sole  variabili  x,  y > 
allora  u = o sarà  la  projezione  della  curva  sul  piano 
delle  x,  y ; come  la  nuova  equazione 

(X  — x ) DjtM  -4-  (Y  — y)  Dyw 

rappresenta  la  tangente  della  projezione,  ed  insieme  la 
projezione  della  tangente  : questa  sola  osservazione  ci  fa 
immediatamente  concludere  che  la  projezione  della  tan- 
gente ad  una  curva  qualunque  sopra  un  piano  dato  si 
confonde  sempre  con  la  tangente  della  curva  projellala 
sul  medesimo  piano,  come  si  era  osservato  al  parag.  183. 

1 89.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  consi- 
deriamo l’ellissi  proveniente  dall’  intersezione  del  cilin- 
dro circolare  di  equazione 

x2  -4-  y1  -f-  2 xy  cose  = ra 

c del  piauo 

Ax  *4~  By  -4-  C z = K 

Liquazioni  differenziali  di  questa  curva  saranno  , 

(x  -4-  y cos  e)  dx  -4-  (y  -4-  x cos  g)  dy  =a  o 

A dx  -4-  B dy  -4-  C dz  = o 
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Di  qui  per  un'osservazione  fatta  nell'antecedente  parag. 
liquazioni  della  tangente  saranno 

(a:  -4-  y cos  s)  (X  — x)  -4-  (y  -4-  x cos  t)  (Y  — y)  = o 
A (X  — x)  + B (Y  — y)  +C  (Z  — z)  =0 

e che  si  riducono  ad 


Xx  Yy  -4-  (Xy  -h  Yx)  cos  e = r» 

AX  -t-  BY  -f*  CZ  = K 

Queste  due  equazioni  rappresentano  la  tangente  al  cir- 
colo base  del  cilindro  nel  piano  delle  x,  y,  ed  il  piano 
stesso  della  curva;  come  d’altronde  é evidente.  Di  più  i 
differenziali  dx,,  dy,  ds  essendo  proporzionali  alle  fun- 
zioni trigonometriche  a , b , c le  quali  determinano  la 
direzione  della  tangente,  si  avrà  ancora 

(x  -4-  y cos  é)  a -h  (y  x cos  e)  b = o 

Ao  + B6  «t»  Ce  = o 

dalle  quali 

ab  c 


y-+-xcos€  — (x-Hycoss)  B.  A 

^-(x+ycos  e)  — — (y  x cos  t) 

Nel  caso  degli  assi  ortogonali  le  precedenti  formole  da- 
rauno  per  l’inclinazione  della  retta  tangente 


cos  a 


y — 


cos  /3 
x 


cos  y 


Bx  — Ay 


quindi  il  valor  comune 

cos  y 


cosa 

y 


cos  /3 
— x 


Bx  — Ay 


c 


Br— Ayy 
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Sotto  questa  condizione  si  avrà  pure  per  i differenziali 
d r,  dy,  dz 

dx  dy  dz 

y — x Bar  — Ay 

C 

e perciò  l’equazione  del  piano  normale  diverrà 

C (Xy  — xY)  -4-  (Z  — z)  (Ba:  — Ay)  = o 

Ripresa  1’  ipotesi  degli  assi  obliqui  si  prosegua  la  dif- 
ferenziazione, e derivazione  col  supporre  dx  costante , 
si  avrà 

x -+*  y cos  e + (y  •+■  # cos  e)  y'  =»  ° 

1 *4-  y' cos  £ 4-  (y  -+•  x cos  g)  y''-4-  (y'  -f-  cos  {)/=so 

A -f-  By  -4-  Cz'  = o 
B/'-f-C  z";=o 

d'onde  troveremo  per  le  derivate 


( r -h  y cos  s) 
y ■+-  x cos  g 


B(x  -t-  y cos  s)  — A (y  -+-  x cos  e) 
C(y  + x cos  c) 


r*  sen*  s 
(y  -H  a;  cos  g)3  * 


B rascna£ 

C (y  -4-  x cos  g)3 


Se  questi  valori  si  sostituiscano  nell’  ultima  equazione 
del  parag.  187  dopo  tutte  le  riduzioni  si  trova  per  l’e- 
quazione del  piano  osculatore 

A(X  — a;)  -4-  B (Y  — y)  -4-  C (Z  — z) 

il  quale  coincide  con  il  piano  della  curva,  come  d’aU 
tronde  dovea  essere. 

190.°  Consideriamo  per  un’altro  esempio,  un J Elica 
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descritta  sulla  superficie  di  un’cilindro  retto  a base  cir- 
colare in  modo  da  formare  sempre  un  angolo  costante 
con  la  generatrice  del  cilindro  : quando  Tasse  del  cilin- 
dro , che  noi  potremo  anche  chiamare  asse  dell' elica  si 
confonda  con  Tasse  delle  z_,  allora  la  base  del  cilindro, 
che  sarà  un  circolo  di  un  determinato  raggio  R , de- 
scritto nel  piano  delle  x y avrà  per  equazione 

x2  -+“  yJ  «=  R* 

Chiamando  adesso  p un  angolo  variabile  che  il  raggio  R 
forma  con  Tasse  delle  x , è evidente  che  per  costruire 
un  Elica  basterà  portare  nel  senso  della  generatrice  del 
cilindro  , che  coinciderà  con  T asse  delle  z , una  lun- 
ghezza proporzionale  all’arco  R p , in  modo  che  la  terza 
coordinata  z sia  in  un  rapporto  costante  con  lo  stesso 
arco,  in  questo  modo  l’equazioni  dell’Elica  saranno  com- 
prese nelle  formoie 

x = R cos  p , y ==  R sen  p , z = aRp 

a rappresenta  una  data  costante , la  quale  si  potrà  de- 
terminare da  un  valore  particolare  di  p , che  sarà  po- 
sitivo, o negativo  secondo  che  il  raggio  R avrà  un  mo- 
vimento diretto,  o retrogrado  con  T asse  delle  ascisse  : 
supponendo  adunque , che  la  z si  trasformi  nella  lun- 
ghezza costante  h quando  sia  p = 360  = 2n  ; sotto  que- 
sta condizione  sarà 

h 

h = 2rcaR  , ovvero  a = — - 

2ttR 


Per  conoscere  le  projezioni  dell’elica  nei  piani  x js,  y z, 
basterà  eliminare  Tangolo  p nei  due  valori  x , y , vale 
a diro 

. x = R cos  ( ~ 

\al\ 
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ovvero 

/2  n z\  /2nz\ 

x = R cos  { — 1 y = R sen  1 —j-~  J 

Le  curve  rappresentate  dalle  precedenti  due  equazioni 
sono  incluse  nelle  curve  che  si  chiamano  dei  seni  , c 
coseni;  Taltezza  h corrispondente  all'  intera  periferia  è 
ciò  che  dicesi  passo  dell’e/tca;  infine  osservando  che  dai 
tre  valori  delle  y,  z si  ricava 


avremo 


2 n z 

T 


y 


x 


ossia 


z = aR  are  tang 


ovvero 

h 

z===2narc  lang 

Questa  equazione  appartiene  alla  superficie  Elicoide  ge- 
nerata dal  moto  orizzontale  del  raggio  R che  trovasi 
fisso  con  le  due  estremità  sull’asse  del  cilindro,  e sull’ 
elica  : viceversa  immaginando  che  la  superficie  Elicoide 
rappresentata  dalla  precedente  equazione  venga  ad  in- 
contrare un  cilindro  di  equazione 


x2  -+-y2  — R* 


allora  l’intersezione  di  queste  due  superficie  produrrà  due 
eliche  delle  quali  i punti  corrispondenti  sono  situati  ad 
egual  distanza  dall’  asse  delle  z ; quindi  la  coesistenza 
delle  due  ultime  equazioni  rappresenta  due  curve  eliche, 
una  delle  quali  si  confonde  con  quella  che  abbiamo  fino 
ad  ora  considerato. 
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191.°  Differenziando  i valori  delle  tre  coordinate 
ar,  y,  z espresse  per  l’angolo  p,  si  avrà 

dr  = — Rsenpdp,  dy=Rcospdp,  dr  = aRdp 

ed  il  differenziale  dell’arco  s , darà  con  gran  facilità 

d«  = R dp  [f\  a2 

e per  conseguenza  gli  angoli  a,  ^3,  y,  che  la  tangente  ad 
un  punto  (x , y j z)  dell’elica  forma  con  gli  assi  delle 
coordinate,  saranno  espressi  per  le  forinole  di  già  tro- 
vate al  parag.  183,  con 

cos  oc  cos  /3  cos  y 1 

— R senp  R cos  p oR  R^  1 -+•  o* 

ossia 


cosa  ==p 


(Al+a1  ^ ^1  + aJ 


cosy  =s  dr 


1^1 


l’angolo  y che  la  curva  forma  con  l’asse  delle  z si  man- 
tiene costantemente  lo  stesso  come  deve  essere,  quante 
volte  l’asse  delle  z coincida  con  la  generatrice  del  ci- 
lindro : nello  stesso  modo  l’equazione  del  piano  normale 
come  si  è trovato  al  parag.  185  diverrà  nel  nostro  caso 


cos  p — (X 


— H Z z 


o 


Supposto  ora  di  costante,  e proseguendo  la  differenzia- 
zione, abbiamo  primieramente 


d3s  = Rd2p  -t-  a*  = o , cioè  d*p  *=  o 

Sotto  quest’  ipotesi , una  nuova  differenziazione  delle 
Xj  y,  z darà 

à2x  ss  — R cos  p dp2 , d2y  = — R sen  p d p2  % d2z  = o 
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Di  qui  i coseni  degli  angoli  X,  /x,  v che  la  normale  prin- 
cipale alla  curva  nel  punto  ( x , y,  z ) contiene  con  i tre 
assi,  per  le  forinole  stabilite  al  parag.  186  daranno 


cos  X 


— cosp 


COS  l x cos  V 

— sen  p o 


=t=  1 


quindi 


cos  X = ± cos  p , cos  p.  = rt  sen  p , cos  v = o 

dalle  quali  si  deduce  che  l’angolo  formato  dalla  normale 
principale  con  la  generatrice  del  cilindro  è retto,  od  in 
altri  termini  la  normale  principale  è parallela  alla  base 
del  cilindro,  e si  confonderà  con  la  generatrice  della  su- 
perfìcie Elicoide.  Infine  come  già  si  è veduto  al  para- 
grafo 187  i coseni  degli  angoli  L,  M,  N formati  da 
una  perpendicolare  al  piano  osculatore  con  i tre  assi 
coordinati.,  dipenderanno  per  la  elica  dalle  forinole, 


cos  L 


a sen  p 


cos  M 
— a cos  p 


<=  cos  N 


ovvero  per  il  loro  valor  comune 


cosL 


cos  M 


sen  p — cos  p 


c siccome  si  ha 


cos  N 
1 
a 


1^1 


cos  7 = 


|/"1  -ha2  ’ 


tang  7 = 


cosi  anche 


cos  L 


cos  M 


cos  N 


sen  p — cos  p tang  7 


z±3  cos  7 
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e quindi 

cosL=d=senpcos  7,  cosM=rpcospcos  7,  cosN=rtsen  7 

Ognun  vede  che  gli  angoli  p , 7 sono  le  coordinate  po- 
lari di  un  punto  di  questa  retta  innalzata  perpendico- 
larmente al  piano  osculatore  ; di  più  i coefficienti  del 
piano  osculatore  sono  proporzionali  ai  coseni  degli  an- 
goli L,  M,  N,  e perciò  la  sua  equazione  sarà  evidente- 
mente 

(X — x ) sen  p — (Y  — y)  cos  p -+•  (Z  — z)  tang  7=0 
ovvero 

a ^(X  — x)  sen  p — (Y  — y)  cos  p ^ -f-  Z — z = o 

Molte  altre  formolo  relative  airelica  si  troveranno,  quan- 
do parleremo  in  particolare  dei  raggi  di  curvatura  di 
una  linea  situata  nello  spazio,  e vedremo  delle  proprietà 
rimarcabili  delle  quali  gode  questa  curva. 


Dei  piani  tangenti > e delle  normali 
alle  superficie  curve. 


192.°  Riferendo  i diversi  punti  di  una  superficie 
curva  a tre  assi  o rettangolari  od  obliqui,  sicno  secondo 
il  consueto  x,  y,  z le  tre  coordinate  di  un  punto  qua- 
lunque, e rappresentiamo  per 

u = o 

la  sua  equazione,  nella  quale  u sarà  una  funzione  data 
delle  tre  variabili  x,  y,  *,  e differenziandola  avremo 

Dx«  dx  -h  Dru~dy  -H  Dxu  dz  = o 
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In  ambedue  l’cquazioni,  finita  l’una,  e differenziale  Tal- 
tra  si  potrà  considerare  una  qualunque  z funzione  delle 
due  indipendenti  x , y.  Immaginiamo  adesso  che  per  un 
puntò  dato  (, x , y , z)  si  faccia  passare  una  curva  trac- 
ciata nella  medesima  superficie;  in  questo  caso  una  sola 
delle  tre  coordinate  x , y , z rimarrà  indipendente  in 
modo  che  la  projezione  di  questa  curva  nel  piano  x,  y 
potrà  avere  per  equazione  finita 

f(x,  y)  = o 

e per  equazione  differenziale 

f,(x,  y)  dx  -4-//(x,  y)  Ay  = o 

ed  eliminando  il  dy  con  1’  equazione  differenziale  della 
superficie , si  otterrà  per  la  projezione  della  curva  nel 
piano  x z 


( 


'//(•*.  y)  D xw  — //(  t,  y)  Dy« 


//{*»  y) 


) 


dx  -H  D.U  dz  era  o 


Ciò  posto  per  il  punto  (x,  y,  z)  conduciamo  una  retta 
tangente  alla  curva  tracciata  sulla  superficie  , e sieno 
X,  Y,  Z le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  me- 
desima, si  ricaverà  per  le  sue  equazioni 

« 

fx(x,  y)  (X  — x)  y)  (Y  — y)  = o 


( 


//(*>  y)  —//(*>  y)  D,« 


//(*.  y) 


J (X — i)-t-D,u(Z — *)=o 


Eliminando  fra  queste  due,  le  funzioni  fx(x , y)if7'(%j  y\ 
Tequazione  risultante  sarà  il  luogo  geometrico  di  tutte 
le  tangenti  condotte  per  il  punto  (x,  y,  z ) a curve  qua- 
lunque delincate  sulla  superficie  curva.  Questa  elimina- 
zione ci  conduce  all’  equazione  di  primo  grado  fra  le 

30 
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variabili  X,  Y,  Z,  cioè 

(X  — x)  Dxu  -4-  (Y  — y)  Dyu  -+-  (Z  — z)  D.w  =a  o 

V 

la  quale  apparterrà  evidentemente  ad  un  piano , che  si 
chiamerà  piano  tangente  della  supcrlicie  in  un  punto  dato 
(x , y , z).  Tal’  è il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tan- 
genti alle  curve  tracciale  sulle  superficie , e che  pas- 
sano per  il  punto  di  contatto.  Dall’  equazione  differen- 
ziale della  superficie  si  passerà  a quella  del  piano  tan- 
gente col  Sostituire  le  differenze  X — :r,  Y — y,  Z — z iu 
vece  dei  differenziali  d*r,  dy,  d z.  11  piano  tangente  avrà 
comune  un  sol  punto  ( x , y , z)  colle  superficie  con- 
vesse in  tutte  le  loro  parti;  ma  in  generale  si  potrà  dire 
che  il  piano  tangente  taglierà  la  superficie  secondo  una 
linea,  la  quale  passerà  per  il  punto  di  contatto , e non 
cesserà  di  contenere  tutte  le  tangenti  alle  curve  trac- 
ciate in  questo  punto  sulla  superficie.  Questa  linea  di 
intersezione  separerà  tutte  le  linee  le  quali  trovansi  de- 
scritte sulla  superficie  al  di  sopra,  e al  di  sotto  del  piano 
tangente  : aggiungiamo  di  più  che  tutte  le  precedenti 
considerazioni  suppongono  che  i punti,  pei  quali  passino 
tutte  le  rette  tangenti  non  sieno  punti  singolari  ; men- 
tre allora  il  luogo  geometrico  delle  medesime  sarà  in 
generale  una  superficie  differente  dal  piano. 

193.°  Una-  retta  la  quale  si  elevi  perpendicolarmente 
dal  punto  di  contatto  al  piano  tangente,  è ciò  che  dicesi 
normale  alla  superficie  per  il  punto  dato.  Se  rappresen- 
tiamo per 


X — x _ Y — y __  Z— z 
di  bx  cx 

le  sue  equazioni , la  condizione  onde  questa  retta  sia 
perpendicolare  al  piano  tangente  sarà  come  nei  parag.  1 85 
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Dxu  Dyu 

at  4-  6xcos  s 4-  cxcos  c bt  4-  «icos  £ 4-  CjCOS  fi'7 

* 

D.» 

cx  4-  axcos  c'4-  Axcos  c" 

Da  queste  equazioni  devono  ricavarsi  i valori  delle  fun- 
zioni trigonometriche  at , ài , le  quali  porgeranno  le 
inolinazioni  della  normale  alla  superficie  con  i tre  assi 
coordinati.  Quando  le  coordinate  fossero  ortogonali,  al- 
lora Ot  , b 1 , Ci  si  ridurranno  ai  coseni  degli  angoli 
X , /jl  , v che  la  normale  forma  con  gli  assi  delle  x e 
d<*lle  y , delle  z , e si  avrebbe  facilmente  per  il  valor 
comune 

J!f!L  = ± 1/ (D*«)’  •+■  (D,u)2  •+■  (Dsu) 

COS  A COS  fJL  COS  V r 

e facendo  per  brevità 

R ■=  |X (Dxu)2  •+•  (D,«)*  -+■  (D.u)2 

si  trova 

D xu  Dyu  D.m 

COS  X = -p-  , cos  p.  = — -p-  , cos  v ir  =»  -p- 

Il  segno  4- , o — si  adoprcrà  secondo  che  la  normale 
sarà  prolungato  in  un  senso,  od  in  un  altro  a partir  dal 
punto  (x,  y,  z)j  e perciò  l’equazioni  della  normale  ncl- 
P ipotesi  degli  assi  ortogonali  saranno  comprese  nelle 
formole 

X— .r  Y — y Z — z 
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In  qualunque  sistema  di  assi  i denominatori  delle  de- 
rivate parziali  D*m  , Dy« , Dxu , saranno  i coseni  degli 
angoli  X,  [J.j  v che  la  normale  forma  con  i tre  assi  obliqui 
in  modo  che  chiamando  R il  valor  comune  delle  tre 
frazioni  in  proposito,  si  avranno  per  la  determinazione 
delle  funzioni  trigonometriche  a,  , bx , cx  le  equazioni 


d\  ■+*  éiCOS  £ -t-  CjCOS  { 


Dxm 

ir 


bt  «+»  é^cos  g -4-  c, cos  z"~ 


Drw 

IT 


ct  atcos  e'  •+•  A, cos  £"= 


Dxm 


II  valor  comune  R sarà  indipendente  dalle  akJ  bt  , ct 
c conterrà  solamente  le  derivate  parziali  della  u , e le 
funzioni  trigonometriche  degli  angoli  degli  assi  , e dei 
piani.  Eseguendo  1’  eliminazione  otterremo  i valori  di 
a ,,  bx  j cx  dai  quali  si  conosceranno  1’  equazioni  della 
retta  normale. 

194.°  Le  precedenti  equazioni  del  piano  tangente, 
e della  normale  possono  prendere  differenti  altre  formo 
dipendenti  dalla  particolar  forma  dell’  equazione  della 
superficie.  Cosi  se  u = o dia 


J\x,  y)  — z = o 


allora  è evidente  che 


D*u  =/x'(x,  y) , Dru  =//(*,  y) , D,«  = — 1 
quindi  ponendo 

p ■=/*'(*»  y)  = Dx* , q =■//(*, y)  = D ,z 

sarà  non  solo 

d z ss  pdx  H-  qdy 


\ 
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ma  ben  anche  per  l’equazione  del  piano  tangente 

Z — < z = p (X — x)  —4—  q (Y  — y) 

e per  l’inclinazione  della  normale  nciripotesi  degli  assi 
ortogonali  avremo 


V 

cos  X 


7 

cos  pi 


— 1 

COS  V 


z=ì  rt  4/"  1 *4-  p2  “4“  ?a 


d’onde 


cos  X = 


— , cos  pi  ■=  r+z  — ; 

1^1  -4-  p3  -4-  q 2 1/  1 -+-  p2  -4*  q * 


COS  V 


1 

l/"1  -4-paH-?* 


e per  conseguenza  1’  equazioni  della  normale  sono  com- 
prese nelle  formolo 

X — x Y — y Z — z 

P ~~  7 = — 1 

ovvero 


X — x -+•  p (Z  — z)  = o,  Y — y -4-  7 (Z  — z)  = o 

l’angolo  v formato  dalla  normale  con  Tasse  delle  z sarà 
egualè  all’angolo  formato  dal  piano  tangente  con  il  pia- 
no xy,  ed  il  suo  valore  sarà  dato  dalla  forinola 


cos  v = rb 


R 


ovvero  cos  v 


1 

1/  1-t-pa  H-5f* 


I/angolo  v si  suol  chiamare  l’iVicltnaztone  del  pùmo  /an- 
gente  j ovvero  l’mc/inazione  della  superficie  in  questo  punto. 
Infine  supponiamo  che  denotando  v,  o,  w ....  funzioni 
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date  delle  variabili  x>  y,  z l'equa z ione  della  superficie 
sia 

u v 4**  w 4“ ....  = c 
avremo  per  l’equazione  del  piano  tangente 

-t—  Dx®  4-  Dx'v-4-...)  X4-  (Dj.w»+*DyV— l— Dyw  4**«)  Y 

4-  (D*w  4-  Dtv  -4-Drtv  4-...)  Z—x  Dxu-f-y  D yu-\-z  D3u4-... 

4-a,Dxt>4-yDyv4-zDztM-...  4-;rDxH'4-y  Dy%v4-zD,%v-4-... 

Quando  u , v , w ...  fossero  funzioni  omogenee  del  gra- 
do m,  m — 1 , m — 2 . . . allora  dal  teorema  sulle  fun- 

• * * 

zioni  omogenee.,  si  ricaverà  per  il  piano  tangente  la  su- 
perficie del  grado  m 

(D.ra  4-  Dxv  4-  Dxw  4-—)  X 4-  (DytH-Dyv4-Dyiv  4-...)Y 
4-(D.«4-D;.?M-D.w...)Z  = m«  4-  (m — 1)  v 4-  (m — 2)w  ... 

la  quale  in  forza  deirequazione  della  superfìcie  diverrà 

(Dxw  4-  Dx»  4-  DxW  4-...)  X4-  (Dy«4-  Dy«  4-  Dyv?4-...)Y 
4-  (D.u  4-  D.t?  4-  D.w  4-...  )Z  — me  — v — 2w  .... 

Se  volessimo  considerare  variabili  le  x,  y,  z in  quest’ 
ultima  forinola,  allora  in  vece  di  rappresentare  il  piano 
tangente,  rappresenterà  l’equazione  di  un’altra  superficie 
del  grado  m — 1 la  quale  racchiude  il  punto  di  con- 
tatto della  prima  con  il  piano  tangente  condotto  per  il 
punto  ( X,  Y,  Z ). 

195.°  Prima  di  venire  a speciali  applicazioni  ana- 
lizziamo brevemente  la  posizione  del  piano  tangente  nei 
punti  di  quelle  superfìcie  le  quali  vengono  generate  dal 
moto  di  una  retta,  c si  sogliono  chiamare  superficie  ri- 
gate ; tali  sono  le  superficie  coniche,  cilindriche,  e fiper- 
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boloide  da  una  falda;  contuttociò  le  superficie  rigate  si 
dividono  in  superfìcie  gobbe , e superfìcie  sviluppabili ; nelle 
superficie  gobbe  due  posizioni  consecutive  della  genera- 
trice rettilinea  non  si  trovano  nel  medesimo  piauo;  in 
questo  caso  i piani  tangenti  ai  diversi  punti  delia  me* 
desima  generatrice  rettilinea  passano  tutti  per  questa 
retta  , ma  sono  distinti  gli  uni  dagli  altri  , e ciascuno 
toccherà  la  superficie  in  un  sol  punto  : all'opposto  nelle 
superficie  sviluppabili,  nelle  quali  due  posizioni  conse- 
cutive della  retta  generatrice  sono  in  un  medesimo  pia- 
no la  superficie  in  questione  verrà  toccata  dal  piano  tan- 
gente lungo  ciascuna  generatrice  : di  più  V intersezione 
consecutiva  di  due  generatrici  situate  in  uno  stesso  piano 
formerà  una  curva  alla  quale  è tangente  ciascuna  gene- 
ratrice , questa  si  chiamerà  curva  di  regresso  della  su- 
perficie sviluppabile.  Così  nelle  superficie  cilindriche,  la 
linea  di  regresso  è interamente  alt*  infinito  come  nelle 
superficie  coniche  si  ridurrà  al  solo  vertice  : aggiungia- 
mo ancora  che  il  vertice  della  superficie  conica  è un 
punto  per  il  quale  può  passare  un  numero  infinito  di 
piani  tangenti,  ed  oltre  delle  particolarità  simili  a quelle 
che  presentano  i punti  singolari  delle  curve  piane  ; in 
questo  caso  i coseni  degli  angoli  che  la  normale  alla 
superficie  forma  con  i tre  assi  diverranno  indeterminati , 
e l’equazione  del  piano  tangente  diverrà  od  identica,  od 
eguale  ad  una  costante  arbitraria.  Veniamo  ora  ad 
esporre  successivamente  alcune  applicazioni. 

196.°  Consideriamo  primieramente  una  superficie 
del  second’ ordine  rappresentata  dall’equazione  generale 

Ax2  «4-  By2  -+-  C z2  H-  2D yz  -+-  2Ezx  -4-  2Txy 

4-  2Gx  4"  2H y 4*  21  z = K 

Trasponendo  la  costante  K nel  primo  membro,  e facendo 

u = A#2-4-B?/3-f-  Gz2-+- 2Dyz  -f-  2E xz  -4-  2Exy 

4-  2Gx  4*  2Hy  -4—  21  z — K 
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l'equazione  della  superficie  si  ridurrà  ad 


u = o 

t 

Supponendo  che  il  punto  di  contatto  del  piano  tangente 
colla  superficie  sia  (x,  y,  z),  e che  X,  Y,  Z rappresen- 
tino le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del  piano  , 
avremo  dalle  derivazioni  parziali 

D.xu  s=  2 (Ax  4*  E z -J"  F y -f*  G) 

Dyu  =3  2 (By  — H D z «+•  Fx  -f-  H) 

D.w  = 2 (Cz  4-  Dy  4-  Ex  4- 1) 

quali  valori  sostituiti  nell’equazione  generale  del  piano 
tangente,  ottenuta  al  parag.  192  c dividendo  per  2,  verrà 

(X—  x)(  Ax4-Ez4-F  y 4-  G)  4-  (Y— — y ) (By  4-  Dz  4-  Fx-f*  H) 
4-  (Z  — z)  (Cz  4-  Dy  4-  Ex  4-  I)  = o 

Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni,  e riflettendo  alla 
equazione  della  superficie,  avremo  con  facilità 


AXx  4-  BYy  4-  CZz  4— 


Quest’espressione  ci  dice  che  per  passare  dall’equazione 
delle  superficie  del  second'ordine  all’equazione  del  loro 
piano  tangente  basterà  ai  quadrati  x2 , y2  s z2  sostituire 
i rettangoli  Xx , Yy , Zz , ed  ai  prodotti  yz  ....  la 


f 


la  semisomma  dei  prodotti 


Y*  4-  Z y 

2 
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come  alle  x ,... 


la  semisomma  delle  X + a:,  . . . Se  ora  da  un  punto 
dato  (X,  Y,  Z)  fuori  della  superficie  del  secoad’  ordine 
si  Yoglia  condurre  un  piano  tangente  alla  medesima  su- 
perficie, basterà  per  la  risoluzione  della  questione  com- 
binare rullima  trovata  equazione  del  piano  tangente  con 
requazionc  m = o della  superficie;  in  questo  modo  fa- 
cendo per  brevità 


ed  insieme 


(AX2  4-  BY2  4-  CZ2  4-  2DYZ  4-  2EXZ 

Ki  = ) 

\ 4-  2FXY  4-  2GX  4-  2HY  4-  2IZ 

V 4 

si  ricaverà  Inequazione 

A?2  4- B>32  4-  C?2  4-  2Dvj?  4-  2E§?  4-  2F§u 
4-  2G5  4-  2Hyj  4-  21?  = K, 


la  quale  appartiene  ad  una  nuova  superficie  del  secondo 
ordine,  e determinerà  i punti  di  contatto  con  la  prima 
dalla  loro  mutua  intersezione,  e per  conseguenza  da  un 
punto  dato  si  potranno  condurre  differenti  piani  tangenti 
ad  una  superficie  del  second^ordine  : osserviamo  inoltre 
che  Inequazione  del  piano  tangente  essendo  di  forma  li- 
neare sia  riguardo  alle  X,  Y,  Z sia  alle  x , y , z , nè 
verrà  che  supposte  costanti  le  X,  Y,  Z,  e variabili  le 
x,  y , z seguiterà  l’equazion  suddetta  a rappresentare  un 
piano,  il  quale  conterrà  tutti  i punti  di  contatto  ; dun- 
que se  da  un  punto  fisso  (X  , Y , Z)  si  conducano  dei 
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piaui  tangenti  a differenti  punti  di  una  superfìcie  del  se- 
condo ordine  , la  curva  di  contatto  sarà  situata  in  un 
sol  piano  : questa  proprietà  delle  superfìcie  del  secondo 
ordine  si  potea  dedurre  ancora  da  un  osservazione,  che 
abbiamo  fatto  alla  fine  del  parag.  194. 

197.°  Facciamo  adesso  nell’ equazione  delle  super- 
ficie del  second’ordine 


1 


e si  chiami  V ciò  che  diviene  la  v per  la  sostituzione 
delle  X,  Y,  Z invece  delle  x,  y,  Zj  l’equazione  del  piano 
tangente  ordinata  rispetto  alle  X,  Y,  Z darà 

XDo.v  + YDyt?  •+•  ZD,d  =s  K — — (Gx  «4-  Ily  ■+•  b) 
ed  ordinata  rapporto  alle  x,  y,  z,  diverrà 
x DxY  y DyV  «+•  z DzV  = K — (GX  -f-  HY  -t-  IZ) 

Come  già  abbiamo  avvertito , se  in  questa  ultima  for- 
inola prendiamo  le  x,  y,  z variabili,  e le  X,  Y,  Z co- 
stanti, allora  l’equazione  rappresenterà  il  piano  della  cur- 
va di  contatto  della  superficie  con  la  superfìcie  di  un 
cono  circoscritto  , del  quale  il  vertice  coincide  con  il 
punto  (X,  Y,  Z)  ; questo  piano  dicesi  piano  polare  della 
superfìcie  corrispondente  al  polo  (X,  Y,  Z)  ; conduciamo 
dall’origine  delle  coordinate  una  retta  p al  polo  (X,Y,Z), 
e facciamo 

X = apj  Y—Pfj  Z=yp 
l’equazione  del  piano  tangente  diverrà 


a Dxo  -+-  /3  Dyv  -f-  y Dat> 


K — ( Gx  -+-  Hy  -4-  \z  ) 


Se  in  questa  formola  si  supponga  p = db  co  , il  polo 
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(X,  Y,  Z)  sarà  situato  ad  una  distanza  infinita  daU'ori- 
ginc,  ed  il  cono  circoscritto  si  trasformerà  in  un  cilin- 
dro circoscritto,  del  quale  la  curva  di  contatto  sarà  un 
piano  di  equazione 

a Dxt>  •+■  /3  Dyu  -+-  y D,v  = o 
e la  generatrice  sarà  parallela  alla  retta  di  equazione  ; 

X Y 1L_ 

« — ~~  y 

Diverse  proprietà  interessanti  dei  piani  delle  curve  di 
contatto  verranno  enumerate,  quando  parleremo  dei  coni, 
e cilindri  circoscritti  alle  superficie;  ed  in  particolare  a 
quelle  del  second’ordine;  ci  basterà  per  ora  notare  che  se 
la  generatrice  del  cilindro  circoscritto  diviene  successiva- 
mente parallela  ai  tre  assi  coordinati  delle  x,  y,  z , i tre 
piani  delle  curve  di  contatto  avranno  respettivamente 
per  equazioni 

Dxu  = o , Djt)  = o , D,u  = o 

La  coesistenza  di  questi  tre  piani  diametrali  determinerà 
ancora  il  centro  della  superficie  ; quando  di  questo  ne 
sia  dotato.  Per  l’equazioni  poi  della  retta  normale  avre- 
mo come  dal  parag.  193 

X — x Y — y l — ■ z 

Ax-t-Ez+Fy+G  By-t-Dz+Fj+H  Cz4-Dy-+-Ex+-I 

ed  insieme  per  i coseni  degli  angoli  che  la  medesima 
forma  con  i tre  assi  coordinati  sarà 

cos  X • cos  /ut.  cos  v 

Ax-HEzH-Fy*+-G  By-t-Ds-t-Fx-f-H  C*-t-Dy-*-Ex4-I 

ove  per  gli  assi  ortogonali  si  verifica 

COSaX  H-  COSa/JL  cos7v  = 1 
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e sarà  facile  di  poterne  determinare  gli  effettivi  valori 
per  ciascuna  superficie  in  particolare  di  quelle  del  se- 
cond'ordinc  : è importante  poi  di  osservare  che  le  tro- 
vate equazioni  della  retta  normale  sussistono  soltanto 
nel  caso  degli  assi  ortogonali. 

198.°  Biducendosi  la  superficie  del  secondo  ordine 
ad  un  ellissoide  di  equazione 


avremo  per  l’equazione  del  piano  tangente  nel  punto 
[jc  , y , z)  della  superficie,  ed  in  qualunque  sistema  di 
assi  obliqui,  e diametrali 

X*  Yy  Z z 

— H — -+-  — =1 
a1  b 2 ca 

Supponendo  dato  il  punto  (X,  Y,  Z)  fuori  della  super- 
ficie del  quale  si  voglia  condurre  un  piano  tangente,  baste- 
rà per  risolvere  la  questione,  combinare  Tequazioni  della 
superficie,  e del  piano,  quindi  fatto  per  brevità 


ed  insieme 


±{*+11+  ~Y 

2 \a>  b*  c*  J 
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* *7a  C* 

— -4-  = 1 

ot}  fi*  y* 


la  quale  appartiene  ad  una  nuova  ellissoide  di  semiassi 
a,  fi,  y,  e Tintersezione  di  questa  con  la  data  determi- 
nerà i diversi  punti  di  contatto;  l’equazioni  della  nor- 
male nel  caso  degli  assi  ortogonali  diverranno 

ua(X — x ) b*( Y — y)  c*(Z — j z) 

x y z 

ciascuna  delle  tre  equazioni  appartiene  alla  projezione 
della  normale  nei  tre  piani  ortogonali , e principali , e 
coincideranno  con  le  rette  normali  delle  tre  sezioni  prin- 
cipali ai  corrispondenti  punti  (.r,  y,  z)  ; se  fra  i semiassi 
sia  a>b>c , noi  potremo  avere  le  tre  equazioni  se- 
parate 

X Y 


(*=*)■  ><*=&' 


1 


c 

Z 


» C^y  •(*=*)* 

Quando  l’ellissoide  sia  di  rivoluzione  attorno  uno  degli 
assi,  che  per  fissare  le  idee  sceglieremo  quello  delle  x , 
allora  dovrà  essere  b = c , e l’ultima  equazione  si  ri- 
durrà ad 


Y z — Zy  = o 
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la  quale  appartiene  ad  una  retta  che  passa  per  Torigi- 
ne  , e che  in  questo  caso  coincide  con  il  centro  della 
sezione  nel  piano  delle  y s.  L’inclinazione  della  norma- 
le ai  tre  assi  ortogonali  sarà  inclusa  nell'cquazioni 

«3cos  A b2 cos  \X  c2 cos  v 

x ~~  y z 


dalle  quali  ricaveremo  con  facilità  per  il  valor  comune 


cos  A cos  [X  cosv  1 

* y z \/x% 

a3  c 2 V a*  A4  c4 

D’altronde  la  perpendicolare  A abbassata  dal  centro  del- 
l’ellissoide sulla  direzione  del  piano  tangente  sarà 


A = 


V ^ + 44 

e per  conseguenza 

. hx 

ky 

cos  A = — , 

a 2 

COSfX  = jr 

c4 


COS  V 


hz 

c2 


Infine  per  sapere  se  il  piano  tangente  traversi  la  super- 
ficie dell’ellissoide,  basterà  di  esaminare  se  più  sistemi 
di  valori  delle  X,  Y,  Z verificano  le  tre  equazioni 

x2  y 2 z2  Xr  Y y Z s 

Ck2  ^ b2  c2  ’ a2  bÀ  c2 

X2  Ya  Z2 

h ; \ = 1 

a2  b2  c 2 


V 
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/«*  y>  | z’\/X>  | Y»  | ZA  /Xx  Yy  Zz\  • __ 

\aa  A1  ca/\oa  óa  ca  / \aa  óa  ca/ 


dalle  quali  si  ricava  con  facilità 


quest’equazione  non  può  esser  soddisfatta  che  per  i va- 
lori unici 

X = x , Y = y , Z =a  * 


e perciò  il  piano  tangente  non  traversa  la  superficie  del- 
l'ellissoide, ma  avrà  un  sol  punto  di  contatto. 

199.°  Neiriperboloide  da  una  falda  rappresentata 
dall’equazione 


abbiamo  per  il  piano  tangente  la  superficie  nel  punto 
(•*’>  *) 

Xx  Yy  Z s 


Quando  si  supponga  noto  il  punto  esterno  (X,  Y,  Z)  dal 
quale  debba  condursi  un  piano  tangente  alla  superficie, 
converrà  per  conoscere  i punti  di  contatti  combinare  le 
due  ultime  equazioni  in  modo,  che  fatto  per  brevità 


come  anche 
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risalterà 

?• 

— »t“  yr  “■*“  — = 1 

- a2  /3a  y2 

é 

la  quale  appartiene  ad  un'altra  iperboloide  di  una  falda, 
e di  semiassi  principali  a,  /3,  7 determinati  dalla  prece- 
dente condizione.  V intersecazione  di  questa  superficie 
con  la  data  farà  conoscere  i punti  di  contatto.  Liqua- 
zioni della  normale  al  punto  (x,  y,  z)  saranno 

q»(X  — x ) b2(  Y — y)  c»(Z  — z) 

x y — z 

le  quali  daranno  separatamente  per  le  projezioni  nei  tre 
piani  ortogonali 


Qui  pure  quando  a = ó,  la  projezione  della  normale 
passa  per  il  centro  della  sezione  principale  con  il  piano 
delle  x y ; i coseni  degli  angoli  X,  /x,  v si  troveranno 
determinati  nell’equazioni 

oac os  X à3cos  [x  c2 cos  v 

X y — z 
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d’onde 

. hx  h y 

cosi  = — , cos  u.  = — , cos  V «= 
a1  ■ b 1 


hz 

e7 


h , indica  secondo  il  consueto  la  perpendicolare  abbas- 
sata dal  centro  della  superficie  sulla  direzione  del  piano 
tangente.  Qui  pure  per  sapere  se  il  piano  tangente  tra- 
verserà la  superficie,  dovremo  cercare  quei  sistemi  di 
valori  di  X , Y , Z , pei  quali  si  verifichi  simultanea- 
mente 


x 2 v* 

h 

a*.  b2 


Xx  Yy  A Z* 

H = 1 H 

a2  b*  c2 


si  ricaverà 


X2  Y2  J Za 

et  1 — J—  

a2  b2  c2 


ovvero 


quindi  le  due  equazioni 

Yz — Xy  Z — z Yx — Xy 

ab  c 9 ab 


31 
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le  quali  riunite  a quella  del  piano,  otterremo  fra  le  coor- 
dinate X,  Y,  Z due  sistemi  di  equazioni , che  rappre- 
sentano due  rette  tracciate  sulla  superficie,  in  modo  da 
racchiudere  il  punto  (#,  y,  z),  il  quale  se  diviene  mo- 
bile , ciascuna  delle  due  rette  si  muoverà  , e genererà 
l’iperboloide  da  una  falda  : tutte  le  generatrici  di  que- 
sta superficie  incontrano  il  piano  delle  x , y j come  si 
scorge  dalle  ultime  due  forinole  per  la  supposizione  di 
Z = z,  quindi  supposto  il  punto  nello  stesso  piano  delle 
xy  , si  avranno  i due  sistemi  di  formolo 

Yx  — Xy  _Z  JXr  Y y 

ab  c ’ a>  + b> 

Yx  — Xy  Z Xx  # Yy  t 

Tb  “ 7 ’ H b*~  ~ 

e dalle  prime  due  si  trova 

_ a.!/  rm  bX  _ 

X — — — Z *4- x , Y = — Z 4-y 
6 c ac 

e dalle  ultime 

„ av„  „ _ 

Xea-—  Z+x,  Y = — — Z 4-  y 
bc  ac 

Alla  medesima  conclusione  saremmo  giunti  combinando 
l’equazione  della  superficie  con  l’equazione  di  una  retta., 
ed  analizzando  le  condizioni , perché  tutta  intera  fosse 
aderente  alla  superficie. 

200.°  Prendendo  l’equazione 


la  quale  rappresenta  la  superficie  delHperboloide  da  due 
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Xx  Yy  Zs 

a 2 b 2 c2 
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Qui  ancora,  supponendo  noto  il  punto  (X,  Y , Z)  ed  in- 
cognito il  punto,  od  i punti  (x , y , z)  ai  quali  debba 
condursi  il  piano  tangente  dal  punto  esterno  (X,  Y,  Z) 
si  combineranno  le  due  equazioni  della  superficie,  e del 
piano  tangente.,  in  modo  che  supposto 


2«  _ 2^  _ _ /X_  Ya  ^ ZA  i 

a b c \oa  b2  c2  / 

w troverà 

, >3a  4 

o1  *t'/S7~F  = — 

la  quale  appartiene  ad  un’altra  iperboloide  da  due  fai* 
de,  e l’intersecazioni  di  questa  con  la  data  determinerà 
i punti  di  contatto.  Inequazioni  alla  retta  normale  sono 
comprese  nelle  mèdesime  formole  che  per  l’iperboloide 
da  una  falda  : facendo  in  fine  la  consueta  combinazione 
delie  tre  equazioni 

<r^  y* _ i Xr  Yy  ^ Z * 

«*  b2  e2  * a2  b2  ca 


X*  Y*^  Z* 
a2  + b2  “ c2 


conosceremo  se  il  piano  tangente  traverserà  la  superficie, 
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ed  otterremo  primieramente 


dalla  quale 


quindi 


quali  valori  di  Z , c di  X sostituiti  nell’  equazione  del 
piano  tangente  ricaveremo 


Y 


y 


e perciò 


Y 


= y> 


4 


dunque  unico  è il  punto  di  contatto  dell’iperboloide  da 
due  falde  con  il  piano  tangente,  il  quale  non  traverserà 
la  superficie. 

20 1 ,°  Per  il  paraboloide  ellittico  rappresentato  dal- 
l’equazione 


avremo  dalla  differenziazione 

xàx  yày  d z 

J*  =3  

a2  6*  c 
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quindi  per  l’equazione  del  piano  tangente 

(X  — x)  X (Y  — y)  y (1  — z) 

__ — + — — - — ; 

e che  si  ridurrà 

/ 

Xx  Yt/  Z -4"  * 

1 

oa  b 2 e 


Supponendo  in  queste  forinole,  che  sieno  cognite  le  coor- 
dinate X,  Y,  Z del  punto  fuori  della  superficie,  dal  quale 
si  conduca  il  piano  tangente,  avremo  per  la  determina- 
zione dei  punti  di  contatto  un’equazione  ad  un’altro  pa- 
raboloide della  medesima  forma  che  il  primo,  e la  quale 
si  trova  da  una  combinazione  dell’  equazioni  della  su- 
perficie, e del  piano  tangente,  in  modo  che  eseguita  una 
sottrazione  otterremo  con  facilità 


e ponendo  per  brevità 


x — 


X 

~2 


n,  *-Z  = 2£ 


verrà  per  la  richiesta  equazione 

S3  2?  X’  Ya 

— -4—  — ss  — «4*  

a 2 b 2 c 4 a2  4 b2 

Tasse  di  questa  superficie  si  trova  determinato  dalle  due 
condizioni 

§ = 0,  >7  = 0 


486 

ovvero 


x 


X 
2 * 


y~T 


ed  il  vertice  da 


2?  X» 

— H 

e 4a* 


Y3 
4 6* 


d’onde  per  Fordinata  z di  questo  vertice 

„ c /X»  Ya\ 

2 = Z ( + - ) 

4 \aa  ó2/ 

L’  equazioni  della  normale  al  punto  (x , y , 2)  saranno 
per  le  consuete  formolo  del  parag.  193 


aa(X  - *)  6a(Y  - y) 


— c (Z  - — z) 


Per  avere  un  valor  comune  di  queste  tre  frazioni,  ba- 
sterà moltiplicare  respettivamente  i numeratori , e de- 
nominatori per  x,  y,  2z,  ed  otterremo 

X — x Y — y Z — z oc(\ — x)-4-y(Y — y)-f-2z(Z — z) 


x 

oa 


6* 


X2 

a 2 


11 

b2 


2z 


E siccome  il  denominatore  ultimo  si  annulla,  ed  i pri- 
mi membri  non  hanno  valor  infinito,  così  sussisteranno 
le  equazioni 


aa(X  -*)  b2(Y  — y) 


, x(X — x)-f-y(Y—  y)-|-2z(Z — z)= 


Quest’ultima  appartiene  ad  un  piano  tangente  un’  ellis- 
soide di  rivoluzione  nel  punto  (jt,  t/,  z)  , e della  quale 


l’equazione  sarà 
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2 za  = C 

e per  conseguenza  la  normale  al  paraboloide  ellittico 
sarà  compresa  in  questo  piano.  I coseni  degli  angoli  che 
la  normale  forma  con  i tre  assi  ortogonali  saranno  de- 
terminati dalTequazioni 


COS  X COS  fi  COS  V 

1 

•T  y — i 

A1  c 

3 l/xl+y± 

V ji  (( 

quindi  osservando  che  la  perpendicolare  h abbassata  dal- 
1’  origine  sulla  direzione  del  piano  tangente  si  esprime 
per 


si  avrà 

. he  x he  y h 

cos  A , cos  a = , cos  v ==»  — — 

aa  z r 6*  z x 

Infine  è molto  facile  di  persuadersi  che  il  piano  tangente 
non  traversa  la  superficie  del  paraboloide  ellittico  ; in- 
fatti cercando  i valori  di  X , Y , Z che  oltre  alle  due 
equazioni 

x*  y 1 2 z Xx  Yy  Z«4-z 

a*  b*  c ’ c 

debbano  anche  soddisfare  ad 

X»  Y*  2Z 

aa  àa  c 


Digitized  by  Google 


488 
si  avrà 


e che  si  ridurrà  ad 

+ (rr1)  = 0 

alla  qaalc  si  soddisfa  per  il  valore  unico 

X=x,  Y=y 

ciò  che  porta  anche  Z = z. 

202.°  Prendiamo  in  ultimo  per  le  superficie  del  se- 
cond’ordine  priva  di  centro  V iperboloide  iperbolico  di 
equazione 

x2  . ya  2z 

a*  c 

si  troverà  per  l’equazione  del  piano  tangente 

\x  Yy  Z H—  z 

a2  b2  c 

Qui  pure  sottraendo  queste  due  equazioni,  e compiendo 
i quadrati  imperfetti  e facendo  secondo  il  consueto* 

* « * < • ! ' « « 

x — y = y — y~Vj  * — z==2? 

» « , ♦ 

ricaveremo 

2?  X»  Y1  ■ ■ 

àa  c 4aa  4Aa 

i < . • 

la  quale  appartiene  ad  uiraltro  paraboloide  iperbolico 
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delia  medesima  forma  che  il  primo , e servirà  a risol- 
vere il  problema  inverso,  vale  a dire;  da  un  punto  da- 
to (X,  Y,  Z)  condurre  un  piano  tangente  alla  superficie; 
l’equazioni  delibasse  della  nuova  superficie,  sono 


5 = o,  >7  = 0, 


ovvero  x = — - , y = -r- 

2 y 2 


ed  il  vertice  è situato  in  un  punto  di  quell’asse,  corri- 
spondente all’ordinata  z determinata  dalla  equazione 


2? 

c 


X’ 

4aa 


Ya 

4óa 


— o 


ossia 


z — Z 


c /X*  Ya\ 

4 Va*  b*  ) 


Liquazioni  della  normale  sono  comprese  nelle  forinole 
o'(X-x)  . />2(Y  — y) 


a?(X  — x)  4-  y (Y  — y)  -4-  2z  (Z  — t)  = o 

L’ultima  di  queste  equazioni  appartiene  ad  uu  piano  tan- 
gente un’ellissoide  di  rivoluzione  al  punto  (r,  y,  z)  col 
centro  nell’origine  delle  coordinate.,  e di  equazione 

xa  -t-  ya  -4-  2sa  — C 

i 

e per  conseguenza  la  normale  al  paraboloide  iperbolico 
sarà  compresa  in  questo  piano.  Assoggettando  poi  le 
X,  Y,  Z a verificare  le  due  equazioni 


Xa  Ya  21  Xx  Yy  1 + z 


6a 


c 
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otterremo  le  linee  che  passando  per  il  punto  ( x,  y,  z ) 
sono  comuni  alle  superficie  , ed  al  piano  tangente , ed 
avremo  dall’eliminazione  delle  z , Z per  mezzo  dell’equa- 
zione della  superficie 


d'onde 

fr-y-C-fV 

ovvero 

X-jp  Y — y X~x (Y  — y) 

a b ’ a b 

Riunendo  a queste  due  l’equazione  del  piano  tangente 
si  avrà  il  sistema  di  due  rette  tracciate  nel  paraboloide 
iperbolico.,  e che  racchiudono  il  punto  (r,  y,  z),  quale 
divenendo  mobile  ciascuna  delle  due  rette  genererà  la 
superficie  del  paraboloide  iperbolico  , e si  muoverà  io 
modo  che  la  sua  projezionc  sul  piano  delle  x y resti  pa- 
rallela ad  una  di  quelle  rette  secondo  la  quale  il  piano 
delle  x y taglia  la  superficie. 

203.°  Inequazioni  di  già  stabilite  al  parag.  1 93  on- 
de una  retta  sia  normale  ad  una  superficie  curva  in  un 
dato  punto,  ci  portano  con  gran  facilità  a stabilire  dell’e- 
quazioni  simili,  onde  una  retta  dicasi  un’osa  della  su- 
perficie. Le  proprietà  dell’  asse  sono  di  esser  perpendi- 
colare alla  superficie  curva,  e di  passare  per  il  centro 
unico  della  medesima,  quando  di  questo  ne  sia  dotata. 
Ciò  posto  sia 

u = o j od  anche  u = C 

l’equazione  della  superficie,  x , y , z le  tre  coordinate 
rettilinee,  oye  l’asse  incontra  la  superficie,  ed  a,  (2j  7 
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)e  coordinate  del  centro,  ed  R la  distanza  fra  il  centro 
ed  il  punto  (r,  y,  z);  inequazioni  detrasse  potranno  es- 
sere della  forma 


x—a  _ y — j3_  R 

a 6 c 

la  lunghezza  R dell’asse  si  esprimerà  per 

R =*  ( (x—  *)*H-  (y — (2— y)2-+-2  (r— a)(y — /3)coss 

-1-2  ( x — a)  (z — 7)  cos  e'— 1-2  (y — /5)  (s — 7)  cos  s"^* 

D’altronde  le  condizioni  onde  una  retta  R sia  normale 
alla  superficie  in  un  determinato  punto  sono  come  dal 
medesimo  parag.  193 


Dxm  Dvm 

a -1-  b cos  s -1-  c cos  s'  h -4-  a cos  e -f-  c cos  e" 

D.m 

c + a cos  c'-h  A cos  c" 

quindi  eliminando  a,  £,  c per  mezzo  dei  precedenti  va- 
lori, si  trova 


Dxu  Dyu 

x-a-*-(y-/3)cosc^(c-7)coss/  y-fi-+-{x-z)cQ$i-+-(z-y)cos*" 

Dr» 

z-7-4-(a-a)cos£' -+-  (y-jS  (coss" 

Tali  sono  le  condizioni  analitiche,  onde  una  retta  dicasi 
asse  di  una  superficie  curva  dotata  di  un  centro  unico. 
Se  per  brevità  si  rappresentino  per  X,  Y,  Z i denomi- 
uatori  di  Dxm  , Dyu  , Dxu , c si  moltiplichino  raspolli- 
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yamentc  i numeratori  e denominatori  per  x — a , y— -fi, 
z— -y,  si  otterrà  con  facilità  il  valor  comune 

Dxu  Dvu  Dsu  (x-a)  D.tw-h  (j-p)Dyu-b(z-y)  D,u 
~T““  Y *7  Z R» 

Supponendo  inoltre  che  u sia  una  funzione  omogenea  del 
grado  m delle  tre  variabili  x,  y,  z allora  dal  teorema 
sulle  funzioni  omogenee 

xDjtU  -f-  yDrw  zD,u  ssa  mC 

e le  precedenti  formolo  si  ridurranno  ad 

Dxu  Dyn  Dj/  mC — («D.rM-t-^DyU-hyD.w) 

~X_===~1T  ==~zr==z  R* 

« 

Queste  differenti  formolo  trovano  delle  interessanti  ap- 
plicazioni. 

204.°  Supponiamo  che  ««C  si  riduca  all’equa- 
zione di  una  superficie  del  second’ordine  dotata  di  cen- 
tro, e che  noi  rappresenteremo  per 

A jc2  "f«  B ya  -}-  Cz2  -f*  2Dyz  — t—  2Ej cz  -4- 

-4“  2Gx  — j-  2Hy  «4—  2Iz  = K 

avremo  primieramente 

D*«  = 2 (Ax  -f-  Ez  + Fy  -+•  G) 

Dru  = 2 (By  +Dz-+-  Fx  -f-  H) 

DjM  s=  2 (Cz  -4”  Dy  Ex  — t—  I) 

quindi  se  per  brevità  si  chiami  v , ciò  che  diviene  la 
u 

funzione  — - per  la  sostituzione  di  a,  /3,  y in  luogo  di 
x,  y,  zì  le  antipenultime  formole  dell'antecedente  parag. 
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A x +Er  + Fy  + G By  -f-  D:  + Fa?  + H 

x-a-\-(y-(2)cosc-h(z-y)cose  y-jS-i-(x-a)cosgH-(z-y)co8l'/ 

0 z 4-  Dy  “4-  Ej?  I 

z — 7 *4-  [x  — oc)  cos  e'-+-  (y  — /S)  cos  e" 

K — (rDav  -4-  4-  zDyfl)  — (Ga  4-  H/3  4- 17) 

r=  — 

Se  le  coordinate  a,  /3,  7 appartengono  al  centro,  si  ve- 
rificheranno le  condizioni 

Dau=o,  = o j DyV=o 

ossia 

Aa  4-  E7  4~  F/3-f-  G = o , -4-  + Fa  -4-  H = o 

C7  4-  D/3  4-  Ea  4- 1 = o 

dalle  quali  prendendo  i valori  di  G,  I e sostituiti 
nei  numeratori  delle  tre  frazioni.,  e fatto  per  brevità 

S = K — (Ga  4-  H/3  4- 17) 

si  ricaverà 

A(x  — oc)  4-  E (z  — 7)  4-  F (y  — / 3) 
x — a 4-  (y  — /3)  cos  s 4-  (z  — 7)  cos  e' 

B (y  — /3)  4-  D (z  — 7)  4-  F (x  — a) 

r — : ■ 

y — /3  4-  (*  — a)  cos  £ 4-  (z  — 7)  cos  e" 

G (z  — 7)  4-  D (y  — /3)  4-  E (x  — a)  S 

x — 7 4-  (x  — a)  cos  e'  4-  (y  — /S)  cos  z"  R3 
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Le  coordinate  a,  (3j  7 del  centro  daranno  per  via  del- 
Feliminazione 

_ _ (Ds  — BC)  G 4-  (CF  — DE)  H 4-  (BE  — FD)  I 
“ ABC  -+-  2DEF  — (AD1  -+■  BE’  -+-  CF1) 

(E1  — CA)  H H-  (CF  — DE)  G -+•  (AD  — EF)  1 
ABC  2DEF  — (AD»  -t-  BE’  -t-CF1) 

(F1  — AB)  I -t-  (BE  — FD)  G ■+■  (AD  — EF)  H 
7 = ABC  •+■  2DEF  — (AD1  -+-  BE1  ■+■  CF1) 

Di  più  se  nel  secondo  membro  della  § si  sostituiscono 
i valori  della  G,  H,  I,  questa  diverrà 

S = K -h  Aa3  -4-  B/33  -4-  C73  4-  2 (D/37  4-  E ay  4-  Fa/3) 

ove  sostituiti  i trovati  valori  di  a.j  fi,  7 c ponendo  per 
brevità 

U = ABC  •+■  2DEF  — (AD 3 4-  BE3  4-  CF3) 
si  trasformerà  in 


t (BC  — D2)  G3  4-  (CA  — » E3)  H3  4-  (AB  — F3)!3 


-2C 


(AD  — EB)  HI  -t-  (BE  — FD)  Gl  -f(CF  — DE)  G 

0 


Per  ottenere  poi  l'equazione  risultante  prodotta  dall’ eli 
minazione  di  x — a,  y — /3,  z — 7,  si  faccia 


ed  insieme 


D'~p  cos  £ — D , 


E'~p  cos  € — E , F's=p  cos  i — F 
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noi  avremo  le  tre  equazioni 

(p — A)  x -f-  F'y  -f-  E'z  =a  Oj  (p— B)  y-t-T'x+D'z  = o 
{p  — C)  z -f-  E x I Yy  s=  o 

Il  valore  di  p,  che  si  deduce  dall’eliminazione  di  que- 
ste  tre  equazioni  si  può  anche  ottenere  sotto  altre  for- 
inole dalFeguaglianza  delle  tre  frazioni  ad  -7-  ; infatti 

Ra 

richiamando  l’equazioni  dell’asse  nel  parag.  antecedente 
verrà 

p = A a2  B62  Cc2  -t-  2DAc  -+-  2Eac  -+-  2F  ab 

Infine  eliminando  le  x , y , z risulterà  1’  equazione  di 
terzo  grado 

{p- A)  (p-B)  (p-C)  — (p-A)  (pcose-D)2 — (p-B)  (pcose'-E)* 
— (p-€) (pcos6//-F)a-t-2 (pcose-D) (pcos  g'-E)  (pcos  g"-F)=o 

Eseguendo  tutte  le  indicate  moltiplicazioni  , e facendo 
per  i coefficienti  delle  potenze  p3  9 p2  , p. 

L =*  1 — cos2  e — cos2e/  — cos2  fi"  2cos  e cos  fi'  cos  fi" 

M = A seu28-f-B  sen2£'-*-C sen2  ev-f-  2D  (cos  e' cos  fi" — cos  fi) 
2E  (cos  e cos  fi"  — cose')  2F  (cose  cose' — cose") 
N =3  AB— D2-hAC — Ea-+-BC  — F2 — 2(AD — EFjcose 
— 2 (BE  — DF)  cos  e'  — 2 (CF  — DE)  cos  «" 

verrà 

Lp3  — Mp2  -t-Np  — U = 0 

Tal’è  l’equazione  dalla  quale  dipende  la  determinazione 
degli  assi  principali  di  una  superficie  del  second’ordine 
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dotata  di  centro  : alla  medesima  era  giunto  fin  dal  481 1 
il  sig.  Binct  in  due  Memorie  inserite  nel  16  Gah.  del 
giornale  della  scuola  politecnica,  ed  in  seguito  si  trova 
anche  in  una  Memoria  del  sig.  Jacobi  nel  voi.  2.°  del 
giornale  del  sig.  Creile.  Non  essendo  qui  il  momento  di 
fermarci  sulla  discussione  di  questa  equazione  ci  basterà 
asserire  che  le  sue  radici  sono  reali,  ed  una  almeno  di- 
versa da  zero.  Sostituendo  poi  il  valore  di  p dato  per  R 
troveremo  l’equazione  di  sesto  grado 

UR6  — NSR4  MS  - R3  — LS3  « o 

della  quale  le  tre  radici  Ra  porgeranno  i valori  dei  qua- 
drati dei  semiassi  principali  di  una  superfìcie  di  secondo 
ordine  dotata  di  centro. 

205.°  Per  mostrare  una  qualche  applicazione  sieno 
a , b , c i tre  semiassi  principali  di  un  ellissoide  , ed 
a , b' , c f tre  semidiametri  obliqui  e conjugati,  l’equa- 
zione della  superfìcie  con  l’origine  al  centro,  c riferita 
a questi  tre  ultimi,  sarà 


x2 


e perciò 


A =-s,  B 


i-,  C = -i>  K=1,  D=E=F=o 

b 2 c 2 


G =s  H *=  I = o ; quindi 


M = 


b'2  c'2  sena£  -f-  a'2  c2  sen3  e'  -f-  a2  b'2  sen3 

~'Tò~2 


N » 


-4-  b'3  -+-  c2 

72  b'2  c'2 


S= 1 , u = 


1 

■ a'2  b'2  c'2 


Digitized  by  Google 


497 

Con  questi  valori  l’equazione  di  sesto  grado  diviene 


R6 — (a2^6'2^'a)R4H-(ò/ac'ascn2£-4-a/2c'asen2£/-i-a';!£'3sen?g")Ra 
— d3b'2c a(1 — cos2£ — cos2c' — cos2£"-t-2cos  z cos  £'cos  £v)=o 


Le  tre  radici  R 2 sono  eguali  respettivamente  ai  tre  qua- 
drati a3  t b2  , c2  dei  semiassi  principali  della  superficie, 
e per  conseguenza 


a2  -4-  b'2  H-c/a  = aa  -h  b2  4-  c3 

a2b3-j-a2c2^-b2cz=r=a',b/2  sen?£  '•+-a'2c'2scfìad-i-b'*d28en9z 
a3b3c2=d3b'3c* (1-cos2£-cos2  £-cosas"-4-2cos  £ cos  c'cos  z') 


Queste  equazioni  ci  porgono  Tenunciato  di  tre  belle  pro- 
prietà dell’ellissoide,  e che  noi  per  brevità  tralasciamo 
di  fare.  Aggiungeremo  ancora  che  l’equazione  di  terzo 
grado  relativa  a p , o di  sesto  grado  relativa  ad  R ser- 
ve ad  indicare  certe  proprietà  delle  superficie  del  se- 
condo ordine.  Cosi  supponendo  che  l ‘ellissoide  con  l’ori- 
gine  al  centro  sia  riferita  a tre  assi  ortogonali  qualun- 
que, avremo  per  la  sua  equazione 


A.x3  -+~  Bya  4"  Cza  —H  2Dy z -4-  2biz  •+•  2Fxy  ==  K. 
In  questo  caso 

cos  £ = O , COS  Z*  = O , COS  £ ' = O 

per  cui 

L =»  1 , M = A •+■  R *+*  C 
N = AB  — Da  h-  AC  — E2  -t-  BC  — Fa 

e per  l’equazione  di  terzo  grado  risulterà 

• / 

p 3 — Mp2  -f-  — U = o 

32 


a 


Digitized  by  Google 


498 

le  radici  sono  come  già  abbiamo  osservato  di  sopra 

K K K 


quindi  per  le  note  proprietà  fra  i coefficienti  dcll’equa- 
zioni,  e radici 


— = ABC  2DEF  — (AD1  •+•  BE'  ■+■  CF») 

a2  b2  c2 


Se  ora  dal  centro  delinei lissoide  si  conducano  tre  raggi 
vettori  /,  r",  r"  ai  punti  ove  la  superfìcie  viene  incon- 
trata dagli  assi  delle  x,  delle  y,  e delle  z si  avrà 


K 

r"'a 


quindi  la  prima  delle  tre  forinole  porgerà 


Questa  equazione  ci  dice,  che  se  dal  centro  deircllissoide 
si  conducano  tre  raggi  qualunque  perpendicolari  fra  di 
loro  a tre  punti  della  superficie,  la  somma  dei  quadrati 
delfunità  divisa  per  i rispettivi  raggi  mantiene  costan- 
temente uno  stesso  valore,  il  quale  si  riduce  alla  somma 
dei  quadrali  dell'unità  divisa  per  i tre  semiassi  princi- 
pali. Tutte  queste  differenti  proprietà  deir  ellissoide  si 
verificano  per  convenienti  modificazioni  nelle  due  iper- 
boloidi. 
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Sopra  le  due  Curvature  di  una  curva  tracciata 
nello  spazio.  Raggio > e Centro  di  Curvatura ; 
Circolo  osculatore j e posizione  del  Centro. 


206.°  Consideriamo  una  curva  qualunque  riferita  a 
tre  assi  ortogonali,  od  obliqui  : sieno  x , y,  z cd  x-t-Ax, 
y -+•  A y,  2+  Az  le  coordinate  di  due  punti  inlinitamente 
vicini  dell’arco  As  infinitesimo;  conduciamo  agli  estremi 
dell’arco  le  rette  tangenti  ed  i piani  osculatori  : l’angolo 
delle  due  rette  tangenti  si  chiama  angolo  di  contingenza , 
e l’angolo  dei  piani  osculatori  si  chiamerà  angolo  di  fles- 
sione; questo  ultimo  si  annulla  quante  volte  la  curva  sia 
interamente  situata  in  un  piano.  Si  chiami  a l’angolo  di 
contingenza,  ed  Q l'angolo  di  flessione,  le  due  quantità 

a , & convergeranno  verso  lo  zero  per  valori  nulli  de- 

« 

gli  incrementi  Ar  , Ay  , A z , A» , ma  i limiti  dei  rap- 
porti 

As  ’ A s 

convergeranno  verso  quantità  finite  differenti  da  zero  ; 
quando  la  curva  è piana,  il  primo  limite  rappresenta  la 
curvatura,  ed  il  secondo  si  riduce  a zero , quindi  è che 
nel  caso  generale  i medesimi  due  limiti  si  chiameranno 
prema,  e seewida  curvatura  della  curva  proposta.  Quella 
curva  che  non  è compresa  tutta  in  un  piano  presenta 
le  due  curvature , si  chiama  eterea  a doppia  curvatura. 
Sieno  j9,  ed  R i raggi  dei  circoli  ai  quali  appartengono 
queste  due  curvature,  si  avrà 


Si  conducano  ora  per  i punti  estremi  ( x , y , z) 
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( x -+-  A r,  y -+-  Ay,  x -H  Az)  due  piani  normali  alla  cur- 
va, è chiaro  che  la  corda  e deir  arco  A«  compreso  fra 
i due  indicati  punti  sarà  prossimamente  perpendicolare 
ai  due  piani  normali  , ed  il  limite  verso  il  quale  con- 
verge la  più  corta  distanza  r del  punto  (r,  y,  z ) dalla 
linea  d'intersezione  dei  due  piani  normali  coinciderà  con 
il  raggio  p.  Immaginiamo  un  piano , che  racchiuda  la 
distanza  r,  e che  sia  perpendicolare  ai  due  piani  nor- 
mali , la  corda  c dell’  arco  A s formerà  un  piccolissimo 
angolo  « con  la  sna  proiezione  sopra  questo  piano»  e si 
esprimerà  per 

. c cos  i 

Nel  triangolo  formato  dalla  lunghezza  r,  e dalla  proje- 
zione  c cos  i,  l’angolo  opposto  ad  r è prossimamente  retto, 
e l’angolo  opposto  al  lato  c cos  » sarà  eguale  all^angolo 
dei  piani  normali,  ossia  all’angolo  &>  delle  due  tangenti 
condotte  per  l’eslremità  dell’arco  Af  ed  avremo  col  chia- 
mare i un  numero  infinitamente  piccolo 


sen 


(-H 


sen 
e cos 


a=_scna  / AA  / u\ 
si  w cos  t \ c / \ A $ ) 


d’onde  ai  limiti  per  = o = * = A s = c .... 


— ^ — =iim(^*±:  — \ ==  — 
limr  \ A s)  p 


ovvero 


= lim  r 


É facile  adesso  accertarsi  che  il  raggio  p è nella  dire- 
zione della  normale  principale;  ed  infatti  il  piano  oscu- 
latore condotto  per  il  punto  (x  , y j z)  sarà  prossima- 
mente perpendicolare  ai  piani  normali  condotti  per 
l’estremità  dell  arco  A s,  ed  alla  loro  comune  intersezione^ 
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e perciò  la  più  piccola  lunghezza  condotta  dal  punto 
(x,  y,  z)  alla  linea  d’intersezione  dei  due  piani  normali 
si  confonderà  prossimamente  con  la  normale  compresa 
nel  piano  osculatore  , ossia  con  la  normale  principale  ; 
dunque  per  ottenere  il  raggio  p si  cercherà  l’  interse- 
zione della  normale  principale,  e di  un  piano  normale 
infinitamente  piccolo;  la  retta  compresa  fra  questo  punto 
d’intersezione,  ed  il  punto  (x,  y,  z)  si  chiama  il  raggio 
di  curvatura  della  curva  proposta  j come  si  dirà  centro 
di  curvatura  1’  indicato  punto  d’ incontro  : ed  insieme 
circolo  osculatore  della  curva,  od  anche  circolo  di  curva- 
tura1  il  circolo  descritto  con  questo  raggio;  il  medesimo 
tocca  la  curva  alla  propria  curvatura.  Infine  avvertendo 
che  la  retta  tangente  nel  punto  (x , y , z)  comune  alla 
curva  ed  al  circolo  osculatore,  e la  normale  principale 
sono  situate  nel  piano  osculatore,  ne  verrà  che  il  piano 
del  circolo  osculatore  trovasi  nel  piano  osculatore  stesso 
della  curva. 

207.°  [/espressione  del  raggio  p di  curvatura,  o del 
circolo  osculatore  può  subire  alcune  trasformazioni,  che 
è ben  di  conoscere.  Infatti  se  si  ponga  per  brevità 

a -f-  Aa  = ci  , b -t-  ùsb  = b' , c Ac  = </ 
avremo  per  l’angolo  co  delle  due  rette  tangenti 

X — x Y — y Z — z 

a b c 


X—  (x  -t-  Ax)  Y — — (j|  Ay)  Z — (z  -f-  A z) 

a b c 

la  formola 

cos  co = a « ■+•  bb'-ì-  cc'-f-  (aò'-i-  ab)  cos  t «+-  (ac'-f-  ac ) cos  / 

(bc  c i)  cos  s 
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quindi  ritenendo  le  due  condizioni 
1 = «*  -f.  4*  -4-  c*  -4-  2o4  cos  6 -H  2oc  cos  e'  *+-  24c  cos  é" 
1 =d  a 2 -t-  4'*-*-  cf*«+»2a'4'  cos  £-f-  2oVcos  s'-f-  24'c'cos  e" 
e formando  dalla  somma  di  queste  la  differenza 


2(1  — cos  w)  = 4sena  | g> 
risulterà  con  gran  facilità 

4 sen*  J a = Aaa  -H  A4*  *4-  Ac*  -4-  2Aa  A b cos  e 

-4-  2 A o Ac  cos  e'  -f-  2 A4  Ac  cos  e" 

* 

Dividendo  ora  il  prìmole  secondo  membro  per  Ai2,  si 
avrà  ancora 


Passando  ai  limiti,  ed  estraendo  la  radice  seconda,  avre- 
mo per  il  raggio  della  prima  curvatura 


P 


d s 


doa-4-d4a-HlcM-2dad4cosH-2dadccosÉ'-4-2d4dccoss'/ 


Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  a,  4,  c rappresentano  i 
coseni  degli  angoli  oc,  /3,  y che  la  retta  tangente  forma 
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t 


Nella  stessa  guisa  se  L,  M,  N sieno  i tre  angoli  che 
una  retta  perpendicolare  al  piano  osculatore  forma  con 
i tre  assi  ortogonali,  otterremo  per  Fangolo  £2  dei  due 
piani  osculatori  infinitamente  vicini 


4 sena  i £2  = (A  cos  L)a  ■+-  (A  cos  M)a  -t-  (A  cos  N)> 


quindi  per  il  raggio  della  seconda  curvatura , come  si 
ha  da  una  forinola  del  parag.  206  verrà 


[/(d  cos  L)a  (d  cos  M)a  -t-  (d  cos  N)a 


Questa  formola  sarà  suscettibile  di  diverse  trasforma- 
zioni simili  a quelle  che  noi  verremo  ad  indicare  per  il 
raggio  p della  prima  curvatura. 

208.°  Ripresa  l’ ipotesi  degli  assi  obliqui  si  sosti- 
tuiscano nell1  espressione  del  raggio  p di  curvatura  , i 
valori 

da:  , dy  d z 

a =*  - , b = ~ , c a»  — — 

d s d s d s 

ed  eseguendo  tutte  le  differenziazioni  indicate,  e ponendo 
come  già  si  è fatto  al  parag.  182  non  solo 

§ c=  x y cos  £ «+•  z cos  ^ 

Tf]  ssa  y -f-  x COS  £ •+-  Z COS  (' 

£ c=a  z -f-  x cos  é y cos  £* 


504 

ma  ben  anche  , 


a css  di  dax  — da:  dai  , • » = di  day  — d y da# 

c=  di  daz  — dx  dai 


ed  insieme 

A cs  di  da§  — d§  dai , B=  di  d *yj  — d>j  dai 

C = di  d>?  — d£  dai , 


si  avrà 


• ds3 

^ /i  Ah-bB  + cC 


Fra  i coefficienti  A,  B,  G , ed  a , b , c sussistono  le 
medesime  relazioni  che  fra  le  coordinate  x , y , z j ed 
? , * , ? cioè 


A «=  a ■+»  b cos  é -f-  c cos  e' 
B = B -f-  A COS  £ -4-  C cos  t' 
0 :=  c + i COS  i "4“  b cos 


Che  se  si  sostituiscano  tutti  i valori  delle  sei  quantità 
A , B , C , ed  a , b , c , si  troverà 


di2 

^ “ [ffrx  d2?-4-d2y  d2>j  4-  d2z  da?  — (dai)a 

Prendendo  T’arco  i per  variabile  indipendente  si  ridur- 
rà ad 

ds 2 

^ [/ ' d2J?  d2§  -v-  d2y  d3>?  -f-  daz  d2? 

Nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali,  i coefficienti  A,  B,  C 
divengono  respeltivamentc  eguali  ad  a,  b,  c come  accade 
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per  le  § , vj , £ eguali  ad  i,  y,  z e per  conseguenza 

— d*3 

^ -H  Ba  -H  c2 

Pongasi  ora 

U — dy  d2z  — d z day  , • V = dz  dax  — dx  d2z 

• / 
W = dx  d2y  — dy  d2x 

ed  osservando  che 

UM-V2-f-Wa==  ds3^  (d2x)2  -4-  (d2y)2  -h  (d2z)2  — (das)a  ^ 
come  succede  per  a’  + >'  + c>  si  avrà  egualmente 

„ _ ds3 
9 ~ j/U’-t-V'-t-W» 

» 

Qui  pure  volendo  prendere  s per  variabile  indipendente, 
otterremo 

dsa 

^ ~ l/  (d ax)a  -+-  (d2y)a  -f-  (d2z)2 

Che  se  una  delle  coordinate  x sia  presa  per  variabile 
indipendente,  allora  dalle  funzioni  derivate 

y.  dx  dr*  y dx’  dx 


troveremo 


y'dx3  = dx  d2y  — dy  d2x  « W 


/'dx3  ~ dx  d2z  — dz  d2x  — — V 


(z'y  ' — yV'Jdx3  =?  dz  d2y  — dy  d2z  = — U 
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d’onde 


? 


3 

(1+^4-  z'*y 

(y"’  *+■  *"»  ■+■  (/»"  — yVO*  \* 


Tali  sono  le  differenti  espressioni  del  raggio  di  curva- 
tura. Supponiamo  adesso  che  uno  dei  piani  coordinati 
x , y sia  parallelo  al  piano  osculatore;  si  verilìcherà 
d:«=o  j d2z  c=  o,  e perciò 

3 


? 


(1  •+•  ^)* 

* n 

y 


Quest’espressione  appartiene  al  raggio  di  curvatura  della 
proiezione  della  curva  nel  piano  osculatore  : questa  sola 
circostanza  di  trasformazione  di  piani  coordinati  permette 
di  poter  stabilire,  che  i raggi  di  curvatura  di  una  curva 
tracciata  nello  spazio,  e della  sua  proiezione  nel  piano 
osculatore  ottengono  un  medesimo  valore. 

209°.  Veniamo  ora  brevemente  ad  indicare  alcune  tra- 
sformazioni che  può  ricevere  l’espressione  del  raggio  R 
di  flessione;  siccome  già  si  è fatto  al  parag.  1 87  L,  M,  N 
sieno  gli  angoli  formati  con  i tre  assi  ortogonali  da 
una  retta  elevata  perpendicolarmente  al  piano  osculatore 
della  curva  nel  punto  (x,  y,  z);  avremo  per  il  loro  valore 
assoluto 


cos  L 


U 

ISU2  -+-  V»  w* 


cos  M 


V 

ISU*  •+*  VJ  4-  W* 


cos  N = 


W 

\/  U2rfr-  Va  *4^  Wa 
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il  raggio  di  flessione  sarà  definito  dalla  forinola 

ds 


R = 


d£ 


ove 


AE  = l/(d  cos  L)2  -4-  (d  cos  M)2  4-*  (d  cos  N)2 

Venendo  adunque  alla  differenziazione  dei  tre  coseni,  sarà 
(U2  4-  V2  4-  W2)  dU— U (UdU  4-  VdV  4-  WdW) 


d cos  L 


dcosM 


(U2  4- V2  4-  W2)^ 

(U2  4-  V2  4-  W2)  dV— V (UdU  4-  VdV  4-  WdW) 

5 

(U2  4-  V2  4-  W 2)* 


^ rrf  N (U2  4-  V24-  W2)  dW— W (UdU  4-  VdV  4-WdW) 

3 

(Ua  4“  V2  4-  W2)7 

Elevando  al  quadrato,  e sommando,  otterremo 


d£a  (UM-VM-W2)  (dU24-dV24-dW2) — (UdU4-V dV4-WdW)2 

(U2  4-  V2  4-  W2)2 

la  quale  si  potrà  anche  rappresentare  per 

(UdV — VdU)2  4-  (VdW  — WdV)2  4-  (WdU — UdW)2 

(U2  4-  V2  4-  W2)2 

La  differenziazione  diretta  di  U,  V,  W,  porge 
dU  =3  dy  d 3z  — dz  d3y  , dV  = dz  d3*—  óx  d3z 
dW  = dx  d3y  — dy  d3x 
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d’onde 

UdV  — VdU  = dz  (Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3t) 

VdW  — WdV  = dx  (Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3z) 

WdU  — UdW  = dy  (Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3z) 

Facendo  la  somma  dei  quadrati,  e sostituiti  nel  secon- 
do membro  del  valore  di  d F2,  verrà 

’ ,F,  (Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3z)2 
(U2  4-  V2  4-  W2)2 

ed  estraendo  la  radice  quadrata 

di  (Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3z) 
dE~  Ù2  4-  V*  4-  W2 


Questa  forinola  è dovuta  a Latterei ; quindi  il  raggio  di 
flessione  si  trasformerà  iu 

(U2  4-  V2  4-  W2) 

“ Ud3x  4-  Vd3y  4-  Wd3z 

Che  se  di  più  si  sostituiscano  nel  denominatore  i valori 
di  U,  V,  W espressi  dai  coseni  degli  angoli  L,  M,  N, 
sarà  * 

(U2  4-  V2  4-  W2)* 

cos  Ld3z  4-  cos  Md3y  4-  cos  Nd3z 

nella  quale  introducendovi  il  raggio  di  curvatura  p de- 
terminato dalla  formola 


d 1» 

(U1  H-  V1  -t-  W1)* 
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d s* 

p (cos  Ld3a?  -4-  cos  Md3y  -4-cos  Nd3*) 


od  anche  più  brevemente 

1 

^ p(jc'"cos  L •+*  /"cos  M-f-  «'"cos  N ) 

In  questa  forinola  x"  , y'"  , z"'  sono  le  funzioni  deri- 
vate terze  da  x,  y,  z,  considerate  come  funzioni  dell’ar- 
co  8.  Infine  avvertendo  che 


coyL  cos  M cos  N 1 

U V W (U*  V>  h-  W1)^ 

U cos  L -t-  V cos  M -4-  W cos  N 

==  Ua  •+•  V3  ■+■  w* 

risulterà  facilmente 

(U’H-V’-f-  W’)*  =.  U cos  L -t-  V cos  M H-  VV  cos  N 
c quindi 

^ U cos  L -4-  V cos  M W cos  N 
cos  L d3.r  •+-  cos  M d3y  cos  N d 3z 

Tali  sono  le  differenti  forme  che  può  assumere  l’espres- 
sione del  raggio  R di  flessione.  \ 

210.°  La  posizione  del  centro  di  curvatura  si  po- 
trà avere  dai  valori  delle  tre  coordinate  X,  Y,  Z dei 
medesimo  centro,  ed  otterremo  primieramente 

(X — x)2  -4-  (Y — y)3  -4-  (Z — s)3  -4-  2 (X — x)  (Y — y)  cos  £ 
-H  2 (X— x)  (Z — z ) cos  £/  —t—  2 (Y — y)  (Z — z)  cos  se»  pa 


4 
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quindi  dovendo  essere  il  centro  di  curvatura,  ed  il  rag- 
gio p nella  direzione  della  normale  principale  sussiste- 
ranno l’equazioni  come  dal  parag.  186 

X — x Y — y Z — s 

d*  d2x  — Ax  d*s  ds  day  — dy  d2s  di  das  — dz  das 

delle  quali  il  valore  comune  sarà 

? 

^aA  + bB  + cC 


e per  conseguenza 


X — x = p2 


(di  d7x  — da:  dai) 
ds3 


v-y 

l — x 


(di  d2y  — dy  d3«) 
^ di3 

^ (di  d2*  — d z dai) 

pl  di3 


le  quali  avranno  luogo  in  qualunque  sistema  di  coordi- 
nate rettilinee.  Quando  l’equazioni  della  normale  prin- 
cipale, e del  raggio  di  curvatura  si  presentino  sotto  la 
forma 

Y—y  Z— , 
ai  ct 


si  ricaverà  per  le  funzioni  trigonometriche  at , bx , c, 

(di  d2x  — dx  dai) 


ci  = p 


di3 

(di  day  — dy  dai) 

d? 

(di  daz  — dz  dai) 
di3 
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Con  questi  valori  si  conoscerà  Tinclinazione  del  raggio 
di  curvatura  con  i tre  assi  coordinati  : quando  d*  sia 
costante,  le  precedenti  espressioni  diverranno 


X— j 


d2x 


ed 


«i 


d2x 


Le  funzioni  trigonometriche  ax  j bl  , cx  si  riducono  ai 
coseni  degli  angoli  X , [i , v che  il  raggio  di  curvatura 
forma  con  i tre  assi  nell’ipotesi  che  sieno  ortogonali. 

211.°  Per  avere  poi  quelle  espressioni  le  quali  si 
prestino  ad  una  più  facile  applicazione , riprendiamo 
Tipotesi  degli  assi  ortogonali,  e sostituendo  il  valore  di 
p dato  per  le  quantità,  U , V , W come  si  è fatto  nel 
parag.  208  si  troverà  con  facilità 


X — x = 


V dz  — W dy 
U3-*-  W3 


(dx:3  dy3  -+•  dz2) 


Wdx— U dz 


U2  -f-  Va  \V3 


r (dvC3  -f-  dy* 


z—'= 

e quindi  per  Hnclinazione  ai  tre  assi 


dsa) 

dz2) 


come  si  era  trovato  per  le  a,  , bx , c, . . . Assumendo 
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la  x per  variabile  indipendente  come  già  si  è fatto  nel- 
l'antecedente parag.  208  le  differenze  X — a?,  diverranno 


X — x = — 


yy 


! H 

z z 


t t />  n i\~  . //, 

(yz  — y z )2  -f-z  3 


s-('  -*-yJ  •+-  *'*) 


Y 


(1 


„//  • //  //  f\  . _// 

y{y*  — ?<)  + * 


(/*"  — y'V); 


(1 


t 

212.°  Le  differenze  X — r,  Y — y,  Z — z in  un  sistema  di 
assi  rettilinei,  sono  evidentemente  legate  dall’equazione 


(X— *)’  -4-  (Y — y)2  4-  (Z — z)a  4-  2 (X— oc)  (Y— y)  cos  £ 

* 

2 (X — x)  (Z — z)  cos  e'  -f-  2 (Y — y)  (Z — z)  cos  s"  = 


la  quale,  richiamando  i valori  di  Xt  , Yx  , Zx  di  già  sta- 
biliti al  parag.  1 85,  ed  i valori  di  5*  >?»  ? si  trasfor- 
merà in 


(X — x)  (X, — ?)4-(Y — y)  (Y, — >j)  4-  (Z~z)  (Z 
Le  nuove  differenze 

Xx  — - § , Y,~>J  , z,  — 5 

si  riducono  alle  consuete  differenze 

X — x,  Y — y , Z — *. 

per  la  supposizione  degli  assi  ortogonali.  Che  se  i valori 
delle  differenze  medesime  X — x,  Y — y,  Z — z 
espresse  per  dx  , dy , dz  ed  ottenute  nell’  antecedente 
parag.  si  moltiplichino  respcttivamente  per  de; , d>? , d£ , 
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ed  anche  per  d ’?  , d9>? , dJ£  » e si  faccia  in  seguito  la 
somma,  otterremo 

4 

(X  — x)  d§  -H  (Y  — y)  drj  -4-  (Z  — z)  d?  = o 

(X-*)d’5+-(Y-y)  d^-H(Z—  z)  da? 

— da;  d?  — dy  d>?  — di  d$  = o 

ove  per  il  differenziale  d s dell’arco  si  ha  evidentemente 

d#a  = d r dq  -H  dy  d>j  -+-  di  d£ 

La  prima  delle  due  ultime  equazioni  appartiene  al  piano 
normale,  e perciò  da  questa,  e dal  valore  di  p si  cou- 
clude  che  il  raggio  di  curvatura,  come  d’altronde  é chiaro, 
trovasi  nel  piano  normale:  aggiungiamo  poi  che  le  mede- 
sime equazioni  si  ottengono  ancora  da  una  successiva  dif- 
ferenziazione del  valore  di  0%  considerando  le  coordinate 
X,  Y,  Z del  centro  ed  il  raggio  0 come  costanti  ; se  dunque 
sia  cognito  il  raggio  di  curvatura  p , le  tre  equazioni  nelle 
quali  trovansi  le  differenze  X — x j Y — y,  Z — 1 sa- 
ranno sufficienti  a determinare  la  grandezza,  e la  posi- 
zione del  circolo  osculatore.  Nell’ipotesi  degli  assi  orto- 
gonali noi  avremo  le  tre  equazioni 

% 

(X  — x)a  -h  (Y  — y)a  -4-  (Z  — i)a  =*  pa 

(X  — x)  dx  -H  (Y  — y)  dy  -H  (Z  — 1)  di  = o 

(X — ;c)da.zH-  (Y — y)day  -+-  (Z  — i)dai — d ra — dya — dza = o 

21 3.°  Il  circolo  osculatore,  il  raggio , e centro  di 
curvatura  godono  di  diverse  proprietà  che  è utile  di  co- 
noscere; così  sarà  facile  di  persuadersi,  che  il  centro  di 
curvatura  coincide  con  il  punto  d’intersezione  del  piano 
osculatore  con  due  piani  normali  consecutivi:  infatti  ri- 
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5l4 

presa  l’equazione  del  piano  uorinale 

(X  — x)  d|  4-  (V  —y)  dr)  -t-  (Z  — ;)  d£  « o 

si  passerà  alT  equazione  del  piano  normale  consecutivo 
col  differenziare  questa  nella  supposizione  di  X , Y , Z 
costanti,  ciò  che  porterà  ad  una  equazione  di  già  trovata 

(X — x ) d2|  -+-  (Y — y)  da>?  ■+-  (Z —z)  d?£  — d$a  = o 
Riunendo  alle  precedenti  requazione  del  piano  osculatore 

(X — x ) (d y d 7z  — d*  day)  -4-  (Y— y)  (ds  dax  — dr  d3*) 

H-  (Z  — z)  (dx  day  — dy  d3x)  =*  o 

ed  eseguendo  l’eliminazione  successiva  delle  tre  diffe- 
renze X — x,  Y — y,  Z — 5 si  troveranno  queste  coin- 
cidere con  quelle  di  sopra  stabilite.  A questa  proprietà 
ne  aggiungeremo  due  altre,  le  quali  riguardano  in  par- 
ticolare il  raggio  di  curvatura,  e che  per  maggior  bre- 
vità verremo  a sviluppare  nella  supposizione  degli  assi 
ortogonali. 

Riilettendo  che  un  circolo  ò completamente  indivi- 
duato, quando  si  conosca  la  posizione  di  tre  punti  per 
i quali  deve  passare,  sarà  facile  il  prevedere,  che  il  cir- 
colo osculatore  una  curva  in  un  dato  punto  uon  sarà 
diverso  dai  limite  verso  il  quale  converge  il  circolo 
secante  la  medesima  curva  in  tre  punti  infinitamente 
vicini;  questi  medesimi  punti  servendo  di  limite  al  piano 
che  si  chiama  osculatore,  ne  verrà  che  il  circolo  oscu- 
latore sarà  situato  nel  piano  osculatore;  inoltre  non  esi- 
stendo nel  piano  osculatore,  che  una  normale  unica  alla 
curva,  e questa  principale,  dedurremo  perciò,  come  già 
si  è veduto.,  che  il  raggio  di  curvatura  p è nella  dire- 
zione della  normale  principale.  L'equazione  del  circolo 
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truccante  la  curva  nei  punti  (j?,  y,  z) 

{pc  •+-  Aar,  j/  4-  Ay,  z -+•  Az) 

^ (1  ■+•  A )ax  , (1-+-A)2y,  (1  H- A)2^  ^ , e la  grandez- 

za del  raggio  p , dipenderanno  dai  valori  delle  coordi- 
nate X,  Y,  Z determinate  dalla  coesistenza  delle  formole 

(X—  x)*h-(Y  — y)a-h(Z  — z)a  = />* 

^X  — 4-  (y  — (y4-Ay))a  4-  (z  — (z-f-Az))2  =*  p* 


-+-  (Y  — (1-+-A)*y)*  -+-  (z  — (H-A)>*y  =p* 


Facendo  i sviluppi  si  ridurranno  ad 

• • 

(X  — *)•  (Y  — y)1  -+-  (Z  — zy  = 

2(X — .r)  Ax-f-2(Y — y)Ay-t-2(Z — ì)Aj— Ai1— Ay2— Ai3=o 
2(X  — *)  A*x  2 (Y  — y)  A2y  -+-  2 (Z  — x)  A2x 
— 2(àx*  Az2)  — 4 (ArA,x-4-AyA1y-+-  Az  A2z) 

— ((Aas)a  4-  (Aay)a  4-  (Aaz)a  ^ » o 

L’eliminazione  ci  fornisce  i valori  delle  X , Y Z nel 
caso  anche  che  i tre  punti  della  curva  coincidano  in  un 
punto  unico  ( r,  y,  z),  quindi  se  tx  sia  la  base  degli  in- 
finitesimi^ dovremo  dividere  la  seconda  per  a,  e la  ter- 
za per  a2  , ed  osservando  che  nel  limite 


d.z 


d2x 


A2x 

a= 


si  otterranno  tre  equazioni  coincidenti  alle  ultime  di  già 
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trovate  nel  parag.  212.  Queste  tre  equazioni  serviranno 
a determinare  le  coordinate  del  centro  Y,  Z in  fun- 
zione  del  raggio  : alle  quali  però  aggiungendoci  l’equa- 
zioni  della  normale  principale 

X — x Y — y Z — z 

às  d2x  — dx  das  ds  d2y  — dy  d2*  d s d *z  — d z dat 

avremo  in  (ine  i valori  delle  quattro  incognite  X,  Y,  Z,  p 
dalle  quali  la  posizione,  e la  grandezza  del  circolo  verrà 
completamente  determinata. 

21 4.°  Veniamo  in  fine  a far  vedere,  come  il  raggio 
di  curvatura  possa  dipendere  dal  valore  di  un  certo  li- 
mite di  già  determinato  per  le  curve  piane.  A partir  dal 
punto  (x , y , z)  si  porti  una  lunghezza  « infinitamente 
piccola  sulla  tangente  , e sulla  curva  ; è evidente  che 
nell’ipotesi  degli  assi  ortogonali,  le  coordinate  dell’estre-' 

no  della  « sulla  direzione  della  tangente  saranno 

\ 

x -h  t cos  « ^ y -t-  « cos  fi  , % -H  » cos  y 

e chiamandole  respettivamente  x , y\  x , si  ridurran- 
no ad 


dr 


x 


d j 


dy 


ti  * y + 


ds 


x — i— 1 


dr 

37 


Considerando  poi  le  coordinate  x,  y,  t funzioni  dell’ar- 
co t preso  qnal  variabile  indipendente  j avremo  per  le 
coordinate  dell’estremo  t nella  direzione  della  curva 

= <p(s-hi) , y -hAy  = ^(H-0 , «=  %(*+*) 

Sviluppando  i secondi  membri  per  le  note  serie  , e 
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chiamando  I,  I , I"  i resti  dopo  il  terzo  termine  sarà 


x -+•  Ax 


. dx 
* + i-ir 

d s 


t*  / d*x 
~2 


-+-I 


) 


y 


*a  / d2y 
2 \ di2 


x -f-  Az 


dz 

di 


Sia  ora  k la  retta  che  unisce  i punti  ( x , y' , x) 

(x  -+-  Ax  , ‘ y -+-  Ay  , z -f-  Az  ),  otterremo  con  facilità 


L’inclinazione  di  questa  retta  con  gli  assi  ortogonali  sarà 
determinata  da  tre  angoli  X,  fi,  v,  che  avranno  per  co- 
seni 


*a  / d*x 

. T\  a?” 

cos  X — 


COS  fi 


COS  V = 


e che  saranno  incluse  nelle  tre  frazioni  simmetriche 
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Facendo  ora  convergere  k verso  il  limite  zero,  conver- 
geranno verso  il  medesimo  limite  la  »,  e le  I,  1'  l" , 
e perciò 


lim 


2 k 


ed  insieme 


1 


) 


COS  X COS  [X  cos  v 1 

d'x  d 2y  daz  ""r  l^(d’x)3  (d2y)a  (d2z)* 

Queste  ultime  equazioni  determinano  evidentemente  Fin— 
clinazione  della  normale  principale,  e la  prima  forinola 
si  riduce  al  raggio  di  curvatura  p.  Quindi  è facile  il 
dedurre  che  convergendo  la  i verso  lo  zero,  la  retta  k 
che  unisce  i due  punti  in  proposito  presi  sulla  tangente, 
e sulla  curva  convergerà  verso  la  direzione  della  nor- 
male principale , sulla  quale  il  raggio  di  curvatura  9Ì 
trova  espresso  per  il  limite  , 


Questa  proprietà  era  stata  di  già  osservata  per  le  curve 
piane. 

215.®  Se  come  già  abbiamo  fatto  nel  parag.  190  la 
curva  si  riduca  ad  un  Elica  di  equazione 

x=aRcosp,  y = R sen  p , * = a R p 

avremo 


da?  c=  — R sen  p dp  , dy  = Rcos  p dp , di  = a R dp 
d’onde 


d$  ==  R dp  l/*1  -+.  a2 
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Supponendo  ora  ds  costante,  sarà  simultaneamente 
das  = o , dap  = o j d2z  — o 

e perciò 

d2j?  =*  — R cosp  d p* , day  « — R sen  p dp* 

Con  questi  valori  la  penultima  espressione  del  raggio  di 
curvatura  p del  parag.  208  diverrà 

p = R(1  a2) 

Per  l’inclinazione  delia  curva  y della  curva  all’asse  delle 
z si  trova 


d’onde 


cos  y = 


a 

l/'i  -H  a2 


R 

scn2y 


Cioè  il  raggio  di  Curvatura  in  un  punto  qualunque  del- 
l’Elica è sempre  costante  : questa  proprietà  rimarcabile 
fa  riguardare  l’Elica  rispetto  alle  curve  a doppia  cur- 
vatura, come  il  circolo  alle  curve  piane.  Non  solo  il 
raggio  p della  prima  curvatura  è costante  nell’Elica,  ma 
ben  anche  il  raggio  Rr  della  seconda  curvatura,  e che 
potremo  chiamare  raggio  di  flessione.  Infatti  ritenendo 
che  L,  M,  N sieno  gli  angoli  che  una  retta  perpendico- 
lare al  piano  osculatore  fa  con  i tre  assi  ortogonali 
avremo  per  quanto  si  è trovato  verso  la  fine  del  para- 
grafo 191  per  l’Elica 

cosL— senp  cos  y , cosM<=.* — cos  p cos  y , cosN=  sen  y 
quindi 

d cos  L=cosp  cosy  dp,  d cos  M= senp  cosy,  d cos  N = o 
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« perciò  Tultima  forinola  del  parag.  207  porgerà  per  il 
raggio  di  flessione 

R,  ==  — ? = 2 R cosec  2y  = 

sen  7 cos  y .a 

e che  per  il  valore  del  raggio  di  Curvatura  p si  ridurrà  ad 

« 

Rx  = 0 tan  7 = — 

Cioè  il  raggio  di  flessione  dell’Elica  è eguale  al  prodotto 
del  raggio  di  curvatura  per  la  tangente  trigonometrica 
d^inclinazione  formata  dalla  retta  toccante  la  curva  con 
la  generatrice  del  cilindro.  Questo  valor  costante  del 
raggio  di  flessione  fa  enunciare  una  proposizione  gene- 
rale per  tutte  quelle  curve,  le  quali  sieno  in  un  contatto 
di  secondo  ordine  con  una  Elica  nei  respettivi  loro  punti: 
infatti  chiamando  h il  passo  dell’Elica  , e n il  rapporto 
della  circonferenza  al  diametro,  noi  avremo  per  il  raggio 
di  flessione 

R - ? 

' a 2n  R a A 

Supponendo  che  una  curva  tracciata  nello  spazio  abbia 
comune  con  una  data  Elica  il  raggio  p del  circolo  oscu- 
latore in  un  suo  punto  , si  potrà  allora  determinare  il 
raggio  R del  cilindro  sul  quale  deve  essere  descritta  , 
ed  il  passo  h : sotto  queste  condizioni  potremo  dire  che 
in  una  curva  qualunque  il  raggio  di  flessione  è una  quar- 
ta proporzionale  geometrica  dopo  la  circonferenza  27rR, 
il  raggio  di  curvatura  p,  ed  il  passo  h dell’Elica,  che 
tocca  la  curva  in  un  dato  punto  alla  propria  curvatura. 
Questo  risultato  coincide  con  quanto  dice  il  sig.  Olivier 
io  una  Memoria  di  Geometria  descrittiva  inserita  nel 
24  Cab.  del  giornale  della  scuola  politecnica. 
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Sul  luogo  geometrico  dei  centri  di  curvatura  di  una  curva 

* • 4 
daia.  Sopra  le  sviluppate  di  una  curva  qualunque, 

e sulle  superficie  che  è il  luogo  di  queste  sviluppate . 

4 * • 

Centro  di  Curvatura  sferica . . 


216  ° Determinata  la  posizione  dei  centro  di  cur- 
vatura per  mezzo  delle  tre  coordinate  X , Y , Z come 
già  si  è fatto  nel  parag.  211  , Teniamo  a conoscere  la 
natura  della  linea  formata  dai  respettivi  centri  di  tutti 
i punti  della  curva  data.  Ritenendo  che  x , y , z sieno 
le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  curva  data, 
è evidente  che  al  variare  di  queste,  varieranno  ancora 
le  coordinale  X , Y , Z del  centro  di  curvatura , cioè 
immaginando  che  il  punto  ( x , y,  z)  si  muova  in  un  modo 
continuo  sulla  curva  data.,  il  centro  (X,  Y,  Z)  descri- 
verà una  nuova  curva,  la  quale  rappresenterà  il  luogo 
geometrico  dei  respeltivi  ceutri  di  curvatura,  e per  con- 
seguenza una  variazione  delle  X,  Y,  Z includerà  ancora 
una  variazione  nel  raggio  p. 

Ciò  posto  per  conoscere  le  differenti  proprietà  della 
linea  dei  centri  riprendiamo  le  formolo 

(X — x )*  (Y — y)3  H-  (Z — *)»  -4-  2 (X— jr)  (Y — y)  cos  € 

2 (X — x)  (Z — z)  cos  tt  -4-  2 (Y — y)  (Z — z)  cos  t"  =■  p* 

(X—  x)  dS-t-(Y  — y)  d>7  H—  (Z  — z)  d?  = o 

la  seconda  delle  quali  appartiene  al  piano  normale  ; e 
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Differenziandole  completamente  si  avrà 

• 

(X— *)  (dX— dx)  -I-  (Y — y)  (dY— dy)  -4-  (Z— z)  (dZ— dz) 
-4-  ((X—*)  (dY— dy)-t-(Y— y)«'(dX— dx))  cos  £ 

*+-  ((X— x)  (dZ— dz)  + (Z— z)  (dX — dx)^  cos  e' 

4-  ((Y-y)  (dZ-dz)  + (Z — z)  (dY-dy))  cos  ('  ~ p do 

(X  — x)  d2?  -4-  (Y  — y)  d2>7  -4-  (Z  — z)  d2? 
-f-(dX~d.r)  d?  (dY  — dy)  d>j -t- (dZ  — dz)  d?  = o 

La  prima  di  queste  equazioni  in  forza  dell7  equazione 
stessa  del  piano  normale,  e la  seconda  per  una  delle  for- 
inole stabilite  al  parag.  212  si  ridurranno  ad 

(X— x)  dX  ■+-  ((Y  — y)  dX  -t-  (X  — x)  dY^  cos  e 

+ (Y — y)  dY  -4“  |(Z  — z)  dX  4"  (X  — z)  dZ ^ cos  E 

-4-  (Z— z)  dZ  -4-  ({Y  — y)  dZ  -4-  (Z  — z)  dY^cos  E"=pdp 

dX  d5-+.dY  d>7  — f—  dZ  d?  = o 

Da  quest’  ultima  formola  deduciamo  che  la  retta  tan- 
gente alla  curva  data  nel  punto  {x,  y,  z),  e la  tangente 
alla  linea  dei  centri  nel  punto  (X,  Yj  Z)  s^incontrano  ad 
angolo  retto  ; infatti  è noto  che  ritenendo  per  s Tarco 
compreso  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto  (#,  y,  z)j  co- 
me chiamando  S l’arco  della  linea  dei  centri  compreso 
egualmente  fra  un  punto  fisso  ed  il  punto  (X,  Y.,  Z)  si 
avrà  per  la  determinazione  dell’  angolo  m delle  due 
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tangenti  le  curve  nei  punti  (x,  y,  z)  (X,  Y,  Z) 

dx  dX  dy  dY  dz  dZ 
C0Sm,=  d*  dS^ds  dS^di  dS 


/dx  dY  dy  dX\ 

\T,is  -*T,  d-s)COS£ 


/dx  dZ  dz  dX\  /dy  dZ 

VdsdS^  d s d S/  VdsdS 


ds  dY\ 
dì  iIs)C0S£ 


ove  facendo  la  sostituzione  dei  noti  valori  di  £,  >7,  £, 
si  ridurrà  ad 


dX  d?  dY  dvj  dZ  d? 

cos  tn  = — ■ - — JcT  + jcT 
dS  ds  d S dò-  dS  d$ 


Quest'espressione  si  riduce  a zero  egualmente  che  i!  nu- 
meratore per  m=90.  La  nuova  retta  tangente  alla  linea 
dei  centri  nel  punto  (X,  Y,  Z)  sarà  compresa  nel  piano 
normale,  formando  con  il  raggio  di  curvatura  un  certo 
angolo  del  quale  ne  determineremo  la  sua  espressione 
analitica.  L’inclinazioni  del  raggio  di  curvatura  con  i tre 
assi  coordinati,  sono  date  dalle  funzioni  trigonometriche 
ai  J , Ci  . . . cioè 

X —a:  Y — y Z — z 

«I  «=  ’ » Ox= , C 1 «= 

? ? ? 

come  per  le  inclinazioni  della  tangente  alla  linea  dei 
centri,  avremo  le  funzioni  trigonometriche  a',  b\  c per 
le  quali  sussiste 


V 

dZ 

dS 
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e perciò  per  il  coseno  dell’angolo  9 in  questione  si  avrà 

cos  9 = cì\Ol  + b lb/  *4”  c,c  •+•  (fli b ■+•  o ^iì  cos  t 

H-  [axc'  acx)  cos  t'  (bxc'  -+•  6'r ,)  cos  i" 

Facendo  la  sostituzione  degli  indicali  valori  si  troverà 
in  forza  il  valore  di  pàp  la  nuova  espressione 


Cioè  il  rapporto  del  differenziale  del  raggio  di  curva- 
tura ai  differenziale  dell’  arco  della  linea  dei  centri  è 
eguale  al  coseno  dell’angolo  che  fra  di  loro  contengono 
la  normale  principale,  e la  tangente  alla  linea  dei  cen- 
tri. Nelle  curve  piane  dp  = dzdS,  e questo  rapporto 
si  ridurrà  a,  z±z  1 , ma  nelle  curve  a doppia  curvatura 
ottiene  in  generale  un  valore  differente  dall’unità.  Que- 
sta differenza,  che  esiste  fra  la  linea  dei  centri  di  una 
curva  piana,  e di  una  curva  a doppia  curvatura,  fa  si 
che  l’indicata  linea  non  potrà  essere  una  evoluta  della 
curva  proposta,  come  accade  nelle  curve  piane. 

21 7.°  In  una  Elica  delle  più  volte  riferite  equazio- 
ni, troveremo  per  le  formole  stabilite  al  parag.  21 1 

X — zc= — R (1-f-o2)  cos  p , Y — — R (H-a2)  sen  p 

Z — z = o 

ossia 

X — — Ra*  cos  p , Y = — R a*  sen  p , Z = a R p 

Queste  equazioni  rappresentano  evidentemente  una  nuova 
Elica  nella  quale  il  raggio  R’  del  cilindro  sarà 

R'  = — Ra* 
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e facendo  a » — — , diverranno 

a 

X =•  R'  cos  p , Y = H'  sen  p , Z = a,  R'  p 
Eliminando  l'angolo  p,  si  otterrà 


la  quale  appartiene  ad  una  superficie  Elicoide  che  com- 
prende la  nuova  Elica  ed  è tracciata  in  un  cilindro  retto 
che  ha  per  base  nel  piano  delle  xy  un  circolo  di  rag- 
gio aaR.  Questa  conseguenza  si  potea  ancora  dedurre 
dalPosservare  che  il  raggio  di  curvatura 

\ p ==  R(1  a3) 

é parallelo  al  piano  delle  xy , e trovasi  nella  direzione 
della  generatrice  dell’Elicoide,  e perciò  a partir  dall’asse 
del  cilindro  converrà  portar  nella  direzione  della  gene- 
ratrice una  lunghezza  p — R a’R. 

218.°  La  teoria  delle  evolventi,  e delle  evolute  delle 
curve  a doppia  curvatura  si  stabilisce  in  un  modo  si- 
mile a quello  di  già  praticato  per  le  curve  piane.  Se  un 
filo  inestensibile  di  una  lunghezza  data  sia  fisso  per  una 
delle  sue  estremità  in  un  punto  di  una  data  curva , e 
che  questo  filo  applicato  da  principio  sulla  tangente  con- 
dotta alla  curva  per  il  punto  di  cui  si  tratta,  venga  a 
muoversi  rimanendo  sempre  teso,  in  modo  che  una  parte 
si  rotoli  sull’arco  racchiuso  fra  il  punto  fisso,  ed  il  punto 
variabile  (a:,  y,  z).  L’altra  parte  che  rimarrà  retta  e toc- 
cherà la  curva  al  punto  ( x , y , x ) terminerà  con 
un  punto  mobile.,  che  verrà  a descrivere  una  nuova  cur- 
va. Questa  seconda  curva  si  chiamerà  una  evolvente  della 
prima,  come  la  prima  si  dirà  una  evoluta  della  seconda. 
Se  si  chiamino  X,  Y,  Z le  coordinate  di  un  punto 
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delia  evolvente,  che  corrisponde  ad  un  punto  (r,  y , s ) 
della  evoluta,  cd  r la  distanza  fra  i due  punti,  avremo 

X — x Y — y Z — z r 

da;  dy  dz  # d$ 

Il  segno  -t-  avrà  luogo  quando  la  distanza  r sarà  com- 
putata dal  punto  (x , y , z)  della  evoluta  sopra  la  tan- 
gente prolungata  nella  medesima  direzione  dell'arco  s 
ed  il  segno  — si  dovrà  prendere  per  il  caso  opposto. 
Chiamando  c una  data  costante,  si  avrà  per  il  primo  caso 

r-f-s  = c , dr=  — ds 


e per  il  secondo 

r — $ — c j dr  — ds  jp 

e perciò  in  ambedue  l’ipotesi  sussisterà 


X — x Y — y Z — z 

dx 


dz 


r 

Tr 


dalle  quali 

X — x = — , Y — y = , Z — 2= — - 

u.,S  W 


. u4i  H L<  2 
é!v<  . y 


e differenziando  si  ricaverà  con  facilità 


' J(l)  ■ dI-~  d(r,)  • dz— ' d(|f) 

Siccome  poi  dalla  forinola 

dr>  t=  di3  = da:3  -+-  dya  dz3  -+-  2dx  d y cos  s 

-f-  2dx  dz  cos  t'  •+•  2d y dz  cos  s 


» 
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_ dx  dz  , 
£ + 2 — — cos  z 
arar 


n dy  dz  „ 

+ 2~  - COS  £ =1 
dr  dr 

> » 

ben  anche  dalla  derivazione 

da:  /dx\ 

dr  \dr/ 

*e*i 

£>+£  *<&)-■  ■ 

+ (eJ| 

&)-£ *©)-'■• 

+ e 4(e))“ 

ed  anche  per  i noti  valori  delle  yj  ì £ in  funzione 
delle  .r,  y,  z , si  avrà 


d>j 

dr 


Così  se  i valori  di  dX,  dY,  dZ  si  moltiplichino  respet- 
tivamentc  per  d£  , d>7 , d?  e si  sommino,  otterremo 

d§  dX  h-  drj  dY  -+-  d?  dZ  = o 

Da  cpiesta  formola  ricaviamo,  che  le  tangenti  condotte 
per  i punti  (X,  Y,  Z),  (x,  y,  z ) alla  evoluta,  ed  alla 
evolvente  s’incontrano  ad  angolo  retto,  e perciò  la  tan- 
gente alla  curva  evoluta  è sempre  perpendicolare  alla 
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curva  evolvente.  Per  ottenere  V equazioni  della  curva 
evolvente,  quando  sia  nota  la  curva  evoluta  , converrà 
nella  forinola 


X — x Y — y ^ Z— z _ _r_ 

dx  dy  dz  dr 

sostituire  i valori  delle  x,  y,  z in  funzione  deirarco  #, 
quindi  sostituire  c s in  luogo  della  r,  ed  infine  eli- 
minare l’arco  s fra  le  stesse  forinole  ; ' in  questa  guisa 
risulteranno  due  equazioni  fra  le  tre  incognite  X,  Y,  Z, 
le  quali  apparterranno  alla  curva  evolvente. 

219.°  Dallo  svolgimento  di  una  data  curva  non  si 
può  ottenere  che  una  sola,  e nuova  curva;  ma  all’oppo- 
sto una  curva  qualunque  può  provenire  dallo  svolgi- 
mento d’infinite  curve,  od  in  altri  termini  lo  svolgimen- 
to di  più  curve  potrebbe  produrre  la  medesima  curva. 
Ciò  posto  supponendo  cognita  la  curva  evolvente,  o vo- 
lendosi la  evoluta  di  questa  , chiameremo  x , y , z le 
coordinate  di  un  punto  della  evolvente , corrispondente 
ad  un  punto  (X,  Y,  Z)  della  evoluta,  e riterremo  r per 
denotare  la  distanza  fra  i due  punti.  Sotto  queste  deno- 
minazioni l’ultima  forinola  dell’antecedente  parag.  diverrà 

x — X y — Y z — Z r 

~dX  "dY"^  HZ  ^ dr 

dalle  quali 

dX  = (X-r)  ^ , dY  = (Y-y)  ^ , dZ=(Z-,)^ 
Per  la  distanza  r,  si  avrà 

(X— x)*  4-  (Y — y)>  -4-  (Z — *)*  -4-  2(X — x)  (Y — y)  cos  t 
•+*  2 (X— z)  (Z — z)  cos  t •+■  2(Y— y)  (Z—z)  cos  e"=ra 
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la  quale  differenziata,  ed  avvertendo  che  dai  valori  di 
dX,  dY,  dZ  si  ricava 

(X.-0  dXH-(Y,  — u)dY-4.(Z,"-0dZc=rdr 

così  verificherà 

(X  — x)  d£  -+■  (Y  — y)  dì?  -4-  (Z  — z)  df  = o 

Le  X,  , Y,  , Zx  hanno  il  noto  significato  con  le  X,  Y,  Z 
come  dal  parag.  135.  Proseguendo  la  differenziazione,  si 
ha  primieramente 

(X  — x)  d?g  (Y  — y)  d hi  -4-(Z-z)  da? 

4-  (dX  — dx)  d?  -4-  (dY  — dy)  di?  -f-  (dZ  — dz)  d^  = o 
quindi  avvertendo  alle  due  formole 

dX  d?  -+-  dY  d>?  dZ  d?  = o 
dsa  = d.r  d§  -4-  dy  d>3  -4-  dz  d5 

verrà 

(X  — x)  da?  -4-  (Y  — y)  da>}  -4-  (Z  — z)  da£  d«* 

Per  una  nuova  differenziazione  considerando  P arco  # 
come  variabile  indipendente  si  trova - 

(X  — x)  d 3?  -H  (Y  — y)  d'r>  •+•  (Z  — z)  d3? 

4-  (dX  — dx)  d2?  -4-  (dY— dy)  da»  -4-  (dZ  — dz)  da?  = o 

Sostituendoci  ora  i valori  di  dX,  dY,  dZ  ed  osservando 
che  per  Tindipcndenza  della  variabile  s 

dx  da§  -4-  dy  da>j  -4-  dz  da£  = o 

si  trasformerà  in 

(X — x ) d (r  da£)  -4-  (Y  — y)  d (r  da>j)  -4-  (Z— z)  d (r  da£)=o 
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e perciò  simultaneamente  al  valore  di  r*  risulteranno 
le  tre  equazioni 

(X  — x)  d?  ■+•  (Y  — y)  dq  -4-  (Z  — z)  d£  = o 
(X  — a?)  d2?  •+•  (Y  — y)  d2>?  -f-(Z-z)  d2£  = di* 

(X  — x)  d (rd2?)  -H  (Y  — y)  d (rd2>j)  -*-(Z — z)  d(rd2?)=o 

Se  per  brevità  si  ponga 

a = d (r  dJ?)  , * = d (r  d2>?)  , c = d (r  d2f) 
cd  insieme 

A = c d>7  — b d£,  B = a d?  — c d5  , C ==  b d?  — a d>j 

avremo  dall’eliminazione  delle  differenze  X—Xj  Y — y , 

Z — z fra  la  prima,  e la  terza,  unitamente  alla  seconda 

X — x Y — y Z — s ds2 

A B C A d2§  -+■  B d2»}  C d*f 

Inoltre  dalle  medesime  equazioni  ricaviamo 

X — x Y — y Z — z 

a = ~TT  883  cT 

+ : 

|X A2-+-B2-*-C2-l-2AB  cos  £ -+•  2AC  cos  e'  -t-  2BC  cos  s" 

Rovesciando  ora  queste  due  ultime  frazioni,  elevando  al 
quadrato,  e ponendo  per  brevità 

t 

A,  = d2>j  d3?  — d 2?  d3u 

B,  = d2?  d3?  — d2§  d3? 

Ci  = d’5  d3>j  — d2>j  d3! 
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si  troverà 

A3  -t*  B3  4-  C3  4-  2AB  cos  s 4-  2AC  cos  e' -4-  2BC  cos  «" 

~ 

= (A,  d?  4-  B,  d>j  4-  Ci  d?)3 


Se  si  eseguiscano  tutti  i sviluppi  indicati  dopo  la  sosti- 
tuzione dei  valori  di  a,  b,  c si  giungerà  ad  un7  equa- 
zione differenziale  del  primo  ordine  non  lineare  fra  le 
due  variabili  r,  s,  delle  quali  s sia  l’indipendente.  Per 
semplificare  le  operazioni  analitiche  supponiamo  gli  assi 
ortogonali,  ciò  che  porta 

? = x,  yj  = y , ?*= =»* 


e facciasi  per  le  derivate 


af 


dx  . - d2x 

av  ~d^  ’ 


d3a? 

U * 


otterremo 

(*"•  4-  y">  4-  z"1)  -^-4-  (x"x"'+/y''+z'V")  r ^ 
4-  4-  sT*  4-  4-  H"  4-  * V')»)  r> 

= /i(yVwy>/(iVWY>/(iy-,'r))’r< 

Da  questa  equazione  risulta,  che  r è una  funzione  dell’ 
arco  s,  e sarà  un’equazione  differenziale  del  primo  or- 
dine fra  r,  ed  $,  alla  quale  si  può  soddisfare  sostituen- 
do invece  della  r un’infinità  di  funzioni  della  s,  corri- 
spondenti ai  diversi  valori  di  una  costante  arbitraria. 
Supponiamo  per  fissar  le  idee  clic  sia  determinata  una 
di  queste  funzioni  delia  s , alta  a rappresentare  un  va- 
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lore  della  r,  allora  eliminando  Parco  s fra  le  tre  equazioni 
. (X  — x)1  4-  (Y  — y)a  + (Z  — . 

(X  — x)  d r -f-  (Y  — y)  dy  4-  (Z  — z)  dz  = o 

(X  — x)  d2x  4-  (Y  — y)  d *y  4-  (Z  — z)  d’z  = dj* 

» « 

otterremo  un'evoluta  della  curva,  alla  quale  appartengono 
le  coordinate  r,  y,  z;  di  qui  ne  segue  che  la  medesima 
curva  avrà  un  infinità  di  evolute  per  tutti  i differenti 
valori  della  r,  corrispondenti  ai  diversi  valori  della  co- 
stante arbitraria;  infine  eliminando  1’  arco  $ fra  le  due 
ultime  equazioni  si  ricaverà  fra  le  X,  Y,  Z un'equa- 
zione la  quale  rappresenterà  una  superficie  curva,  luogo 
di  tutte  le  evolute. 

320.°  Per  scuoprire  la  natura  di  questa  superficie 
riprendiamo  le  due  equazioni 

(X  — x)  dx  4-  (Y  — y)  dy  4-  (Z  — z)  dz  = o 

(X  — x)  d^x  4-  (Y  — y)  d ay  4-  (Z  — z)  d 7z  = ds* 

che  rappresentano  la  superficie  in  questione;  ed  osser- 
veremo che  la  prima  di  queste  equazioni  appartiene  al 
piano  normale,  condotto  per  il  pùnto  (x,  y,  z)  alla  curva 
proposta,  e la  seconda  appartiene  al  piano  normale  con- 
secutivo, e perciò  l’intersezione  di  questi  due  piani  sarà 
una  retta  che  trovasi  situata  tutta  intera  nella  superfi- 
cie, e per  conseguenza  ai  differenti  valori  dell' arco  s 
corrisponderà  un’  infinità  di  rette  tutte  comprese  nella 
superficie,  dunque  la  superficie  è di  quelle  che  si  chia- 
mano superficie  rigale.  Per  sapere  poi  se  questa  superfi- 
cie' sia  sviluppabile  converrà  esaminare  le  proprietà 
della  linea,  la  quale  si  genera  dall’intersezione  di  tre  pia- 
ni normali  consecutivi;  differenziando  infatti  {'equazione 

(X  — x)  d7§4-  (Y  -4-  y)  d’>?  4-  (Z  — z)  d = d 
la  quale  sussiste  in  qualunque  sistema  di  assi  rettilinei 
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avremo  le  tre  equazioni 

(X  — x)  d§  4-  (Y  — y)  àvj  4-  (Z  — z)  d£  *=  o 

(X  — x)  da§  4-  (Y  — y)  da»j  4*  (Z  — z)  da£  — dsa  — o 

(X  — x)  d35  h-  (Y  - y)  d3>j  4-  (Z  — z)  d3£— 3ds  das=o 

dalle  quali  si  determina  ii  punto  (X,  Y,  Z)  intersezione 
di  tre  piani  normali  consecutivi;  eliminando  poi  le  x,  y,  z 
considerate  o come  funzioni  dell’  arco  .s , o come  fun- 
zioni di  un'altra  variabile  otterremo  due  equazioni  fra 
le  tre  variabili  X,  Y , Z , le  quali  rappresenteranno  la 
linea  prodotta  dall’  intersezione  successiva  di  tre  piani 
normali  consecutivi.  Il  punto  (X , Y , Z)  relativamente 
ad  un  punto  (x , y,  z)  della  curva  proposta  è ciò  che 
chiamasi  in  particolare  Centro  di  curvatura  sferica , e del 
quale  ne  parleremo  in  appresso.  É facile  adesso  il  pro- 
vare che  la  superficie  rigata  in  proposito  risulta  dal  luo-» 
go  geometrico  di  tutte  le  tangenti  la  curva  nei  diversi 
punti  (X,  Y,  Z),  ossia  questa  superficie  è sviluppabile 
avente  per  linea  di  regresso  la  curva  prodotta  dall’inter- 
sezione successiva  di  tre  piani  normali  consecutivi;  pren- 
diamo pertanto  tre  punti  infinitamente  vicini,  e conse- 
cutivi ad  (X,  Y,  Z )j  ovvero  differenziando  le  prime  due 
delle  ultime  equazioni  considerando  sì  le  x,  y,  z come 
le  X,  Y,  Z variabili,  otterremo 

(dX  — dx)  d|  4-  (dY  — d7)  drj  4-  (dZ  — d z)  d? 

4-  (X  — x)  dJ5  + (Y  — y)  d 'vi  4-  (Z  — z)  daC  = o 
(dX— dx)  d*5  4-  (dY—dy)  da>?  4-  (dZ  — d z)  d’?-2ds  d’s 

4-  (X  — x)  d3?  4-  (Y  — y)  4-  (Z  — z)  d3£  = o ’ 

le  quali  per  le  tre  ultime  antecedenti  si  ridurranno  ad 

dX  d?  4- dY  dvj  4- dZ  d£  <=  o 

dX  da?  4-  dY  d2ij  4-  dZ  da?  = o 
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Differenziando  di  nuovo  la  prima  di  queste  equazioni 
sarà 

d2X  d|-*-d2Y  d>7-4-*daZ  d?-4-dX  d’^-4-dY  d^-4-dZ  d’£=o 

quindi  si  otterranno  le  tre  equazioni  simultanee 

dX  d?  4-  dY  di?  4-  dZ  d?  c=  o 

dX  d2?  -+•  dY  d2ìj  -t-  dZ  d*£  = o 

d2X  d?  -4-  d2Y  dij  -H  d*Z  d?  c=  o 

Dalla  prima,  c dall’ultima  deduciamo  per  Tcliminazione 

d§  d>7  d? 

dY  d2Z  — dZ  daY  dZ  d2X  — dX  d2Z~dX  d2Y— dY  d2X 

Con  questi  valori  ai  quali  devono  soddisfare  i differen- 
ziali d£,  dq,  d£,  l’equazione  del  piano  normale 

(X  — x)  d§  -+-(Y  - y)  dr>  (Z  — z)  d£  *=  o 

si  trasformerà  in 

(X— x)  (dY  d2Z  — dZ  d2Y)-+-  (Y — y ) (dZ  d2X  — dX  d2Z) 

-h  (Z  — z)  (dX  d2Y  — dY  d2X)  = o 

Questa  equazione  rappresenta  un  piano  osculatore  con- 
dotto per  il  punto  (X  , Y , Z)  della  curva , o ciò  che 
torna  Io  stesso  il  piano  normale  nel  punto  (z,  y,  z)  alla 
linea  proposta  coincide  con  il  piano  osculatore  la  curva 
nel  punto  (X,  Y,  Z),  quindi  ciascun  piano  normale  alla 
curva  tocca  la  superfìcie  rigata  in  tutti  i punti  della  ge- 
neratrice per  cui  passa,  ovvero  le  generatrici  di  questa 
superficie  coincideranno  con  le  rette  tangenti  alla  curva 
formata  dalla  successiva  intersezione  di  tre  piani  nor- 
mali consecutivi  : od  in  altri  termini  la  superficie  in 
questione  ò il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tangenti  alla 
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curva  indicata,  dunque  la  superficie  é del  genere  delle 
sviluppabili,  della  quale  la  sua  linea  di  regresso  è de- 
terminata dairintersezione  di  tre  piani  normali  consecu- 
tivi alla  linea  in  proposito. 

221.°  Oltre  le  stabilite  relazioni  fra  i differenziali 
di  primo  ordine  d§  , drj , dC  , ed  i differenziali  del  se- 
condo ordine  d2X.,  d2Y , d2Z  , se  ne  deduce  un’altra, 

la  quale  proviene  dalla  combinazione  della  prima,  e della 
seconda.  Si  sostituiscano  i noti  valori  di  >j,  £ in  fun- 
zione di  x,  y,  z nella  prima,  e nella  seconda,  e racco- 
gliendo i termini  moltiplicati  per  dx , dy , dz  e per 
dax , d3y  , d 2z  , sarà  col  richiamare  il  significato  di 
X, , Y, , Z, 

dX,  dx  -f-  dY,  dy  -+■  dZt  dz  = o 

dX*  d2x  -4-  dY,  d2y  -f-  dZ,  d2z  = o 

dalle  quali  si  ricava 


dX, dYx dZ, 

dy  d2z  — dz  d2y  dz  d2x  — dx  d2z  dx  day  — dy  d2x 

Inoltre  1’  equazione  del  piano  normale  la  linea  di  re- 
gresso nel  punto  X,  Y,  Z ò 

(X  — x)  dX,  -f-  (Y  — y)  dX,  -H  (Z  — z)  dZ, 

d’onde  per  la  sostituzione  di  dX,  dY^  dZ , otterremo 

(X — x)  (dy  d2z  — dz  d2y)  -4-  (Y  — y)  (dz  d2x  — dx  daz) 

-+-‘(Z  — z)  (dx  d2y  — dy  d2x)  = 0 

Da  questa  equazione  deduciamo  che  il  piano  normale  la 
linea  di  regresso  è parallela  al  piano  osculatore  la  linea 
data  nel  punto  (x , y , z) , mentre  in  generale  il  piano 
osculatore  incontrerà  la  linea  di  regresso  in  un  punto 
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diverso  da  X,  Y,  Z;  quantunque  in  qualche  caso  parti- 
colare possa  succedere  che  il  piano  osculatore  dell’una 
coincida  con  il  piano  normale  dell’altra  c viceversa;  in 
tutti  i casi  però  l'angolo  di  contingenza  dell’una  è eguale 
all’angolo  di  flessione  dell’  altra  , e viceversa.  È facile 
inoltre  di  calcolare  la  distanza  P del  punto  (x  j y , z) 
della  curva  proposta  dal  piano  normale  alla  linea  di  re- 
gresso nel  punto  (X,  Y,  Z),  e che  si  ridurrà  a trovare 
la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  (x,  y , z)  sulla  di- 
rezione del  piano  normale  alla  linea  di  regresso  nel  punto 
(X,  Yj  Z).  Difatti  chiamando  (X',  Y' , Z')  le  coordi- 
nate di  un  punto  qualunque  di  questo  piano  normale, 
sarà  la  sua  equazione  nel  sistema  degli  assi  ortogonali 

(X'  --  XYAX  -H  (Y'  — Y)  dY  (Z#  — Z)  dZ  = o 

la  quale  si  potrà  scrivere  sotto  la  forma 

X'dX  -f-  Y'dY  Z'dZ  — (XdX  -+-  YdY-f-  ZdZ)  = o ' 

quindi  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto  (x , y , z) 
su  questo  piano  sarà 

sdX  -fr-  ydY  zd Z — (XdX  4-  YdY  -4-  ZdZ) 

**  J/' dX2  -h  dY3  4-  dZa 

Infine  chiamando  a, , /Si  , y,  gli  angoli  che  la  retta  tan- 
gente la  linea  di  regresso  nel  punto  (Xj  Y,  Z)  formano 
gli  assi,  avremo 

P e=  (x — X)  cos  at  -H  (y — Y)  cos  /3,  -+»  (x — Z)  cos  y, 

Noi  qui  faremo  un’osservazione  importante  : le  due  pri- 
me equazioni  simultanee  del  parag.  220  le  quali  rap- 
presentano la  superficie  sviluppabile  sono  verificate  an- 
cora dalle  coordinate  X , Y , Z del  centro  del  circolo 
osculatore  la  curva  nel  punto  (x , y , z) , e per  conse- 
guenza la  Zinca  dei  centri  dei  circoli  osculatori  trovasi 
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nella  superfìcie  sviluppabile  : noi  vedremo  che  in  alcnne 
circostanze  la  linea  dei  centri  di  curvatura  si  confonde 
con  la  linea  di  regresso  della  superficie  sviluppabile. 

222.°  Riprendiamo  ora  le  tre  equazioni 

(X  — x)  dx  -4-  (Y  — y)  dy  -4-  (Z  — z)  dz  <=  o 

(X  — x)  d2j : -H  (Y  — y)  d2y  -4-  (Z  — z)  d2z  — d$2  = o 

(X— x)  d3.r  -+-  (Y — y)  d3y  «+•  (Z — z ) d3z  — 3ds  d2s  = o 

le  quali  determinano  un  punto  qualunque  della  linea  di 
regresso;  fesprcssioni  X — Xj  Y — y,  Z — z,  saranno 
le  differenze  delle  coordinate  di  un  punto  di  una  super- 
fìcie sferica  col  centro  nel  punto  (X,  Y,  Z),  e che  avrà 
quattro  punti  comuni  infinitamente  vicini  con  la  linea 
proposta  , quindi  ne  viene  che  il  punto  (X , Y , Z)  si 
chiama  Centro  di  Curvatura  sferica  rapporto  al  punto 
(x,  y,  z)  e perciò  ricavando  per  via  dell’eliminazione  i 
valori  delle  tre  differenze  delle  coordinate,  sarà 

ds2(dz  d3y  — dy  d3z)  -4-  3ds  d2s  (dy  d2z  — dz  d2y) 

jL  1 — - - T ^ 

dx(d2yd3z-d2zd3y)-4-dy(d3xd2z-d2xd3z)-4-dz(d2xd3y-d2yd3x) 

d$2(d.r  d3z  — dz  d3x)  -f-  3ds  d2$  (dz  dax  «—  dx  d2z) 

^ dx(d2yd3z-dazd3y)-Hly(d3xdaz-daxd3z)-|-dz(daxd3y-d2yd3.Z) 

ds4(dy  d3o?  — do:  d3y)  -4-  3ds  d2$  (dx  d2y  — dy  fax) 
dx(d2yd3z-d2zd3y)-4-dy(d\rd2z-d2xd3z)-Hl*(d2xd3y-d2yd3x) 

Il  raggio  R0  della  sfera  osculatrice,  è dato  evidentemente 
dalla  formola 

R„  = ((X-  x)> ■+•  (Y  — y)>  + (Z  — *)>)• 

Per  trovare  qualcuna  dciresprcssioni  di  questo  raggio; 
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supponiamo  per  maggior  semplicità  che  Parco  s,  sia  la 
variabile  indipendente,  ed  insieme  pongasi 


S=dx(d2yd3z — d2zd3y)4-dy(d2»d3s-d2zd3x)4-d*(d2xd3y-d2yd3x) 


verrà 


ds2(dz  d3y  — dy  d3z) 
S 


Y 


ds2(d  r d3*  — dz  d3.r) 

" S 


d’onde 


d$2(dy  d3x  — dx  d3y) 
S 


d$2  j/" (dzd3y-dyd32)M-(dxd3z-dzd3x)M-  (dyd3»-dxd3y)* 


ovvero  introducendoci  le  funzioni  derivate  da  »,  y,  z 
come  si  è fatto  al  parag.  319  otterremo 

U*T—  yY>  -4-  (x'zm—  z’x'y  H-  (yY"—  xy'Y'f 
Ro=  .r  (y  V*~  z"f)  -+-  y‘  (*'V"-2  V")  -+-  z'( x'y "-y'V") 

Questa  espressione  può  subire  qualche  altra  trasforma- 
zione qualora  ci  s'introducano  i raggi  j3,  e R,  delle  due 
curvature. 

223.°  Proseguendo  le  applicazioni  per  una  Elica  di 
equazioni 


x = R cos  p , y = R scn  p , z e=  a R p 
abbiamo  per  la  considerazione  dell’arco  s come  variabile 
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indipendente 

da:  = — R sen  p dp , ày  = R cos  p dp  , di  = a R dp 
d2x  =»  — R cos  p dp2 , d3y  = — R sen  p d p2 , d2i  =»  o 
d3x  = R sen  p d p3  , d3y  ==  — R cos  p dp3  , d3i  = o 
cd  insieme 

às 2 = R2  (1  -t-  a2)  d p2 

quindi  le  prime  due  equazioni  del  parag.  320  che  rap- 
presentano la  superficie  sviluppabile,  luogo  di  tutte  le  evo- 
lute diverranno 


X senp  — Ycosp=a(Z — aRp) , X cosp-4-Ysenp  =— a2R 

L’eliminazione  dell’angolo  p j darà  luogo  ad  un’  equa- 
zione fra  le  tre  coordinate  X,  Y,  Z che  apparterrà  alla 
superficie  in  questione.  Elevando  al  quadrato  e somman- 
do, verrà 

X2  -4-  Y2  = a 4 R2  -H  a3(Z  — aRp)2 


d'onde  con  gran  facilità 


ovvero 


Z /X2-4-Y2 
aR  ~ \ «4  R* 


P 


quando  per  brevità  pongasi 


X2  -4-  Y2 
a*  R2 


Sostituendo  adunque  il  valore  di  p nella  seconda  delle 
due  equazioni,  si  otterrà  per  la  superficie  sviluppabile 

X cos  (A  B)  -4-  Y sen  (A  =p  B)  = — aJR 
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Facendo  i sviluppi  con  il  primo  segno  verrà 
(XcosA4-Y  scn  A)  cosB-+-a2R=—(XsenA — YcosA)scnB 
e con  il  secondo 

(X  cos  A 4-  Y scn  A)  cos  B 4-  R = (X  sen  A — Y cos  A)  sen  B 

Facendo  di  nuovo  la  sostituzione  dei  valori  di  A,  e B 
comprenderemo  sotto  un  doppio  segno  l’equazione  della 
superfìcie  sviluppabile , la  quale  tocca  costantemente  il 
piano  normale  airElica  proposta,  vale  a dire 


/Z\N  /X*  4-  YJ  Ai 

(«r),M-^F ’) 


_ / Z \\  /X»  ■+•  Y* 

Xscn(^seD(-— -• 


4-  a2R 


È facile  ora  accertarsi  che  la  linea  di  regresso  di  questa 
superficie  sviluppabile  è un’altra  Elica,  la  quale  coinci- 
derà ancora  con  la  linea  dei  centri  di  curvatura  dell’ 
Elica  proposta;  ed  infatti  se  alle  due  equazioni  fra  le 
variabili  X,  Y,  Z,  e l’angolo  p si  aggiunga  l’altra  equa- 
zione 

(X— x)  d3*  4-  (Y — y)  d3y  4-  (Z—  z)  d 3z  — 3d*  d25  = o 
risulterà  il  triplo  sistema 
X sen  p — Y cos  p s=  a (Z  — a R p) 

X cos  p 4-  Y sen  p = — a*R  , X 6cn  p — Y cos  p = o 
d’onde 

X =s  — a2R  cos  p , Y = — a2 R scn  p,  Z = a R p 
Ognun  vede  che  queste  tre  equazioni,  oltre  di  rapprc- 
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sentare  un’Elica,  sono  come  si  scorge  dal  para g.  217  le 
coordinate  dei  centri  di  curvatura  , e per  conseguenza 
la  superfìcie  sviluppabile  sarà  il  luogo  geometrico  di 
tutte  le  rette  tangenti  un  Elica  data;  questa  superfìcie 
si  chiamerà  Elicoide.  Per  mezzo  di  una  forinola  dimo- 
strata al  parag.  221  calcoliamo  la  distanza  P del  punto 
(.r,  y,  x ) delia  curva  proposta  dal  piano  normale  alla 
linea  di  regresso  si  troverà  per  l’Elica,  P «=  o;  dunque 
il  piano  normale  alla  linea  di  regresso  coinciderà  con 
il  piano  osculatore  la  linea  in  proposito;  e viceversa. 

224.°  L’  Elicoide  sviluppabile  è anche  il  luogo  di 
tutte  le  evolute  dell'Elica  proposta,  e la  ricerca  di  que- 
ste curve  ò racchiusa  nelle  ultime  quattro  formolc  del 
parag.  219;  ritenendo  pertanto  che  l’arco  s sia  la  va- 
riabile indipendente  , avremo  per  le  funzioni  derivate 
come  dalle  prime  formole  dell'antecedente  parag. 


x 


sen  p 


cos  p 


j/l  + a1’ 


/ 

z — 


cos  p 

B(  1 + o2) 


sen  p 


R(1  •+•  dJ) 


senp  . ..  , . cosp 

8V(1+«f  y ' RV(H-«f’  * ~ ‘ 

* • • t 

quindi  si  ricaverà  con  facilità  per  le  nominate  quattro 
ultime  formole 


dr2  a2  a 2 r4 

■ ■ — L -*  - ...  . 

d/>2  1 ■+.  az  (1  -H  a2)3  R2 

— 2R  (X  cos  p-H Y sen  p)  -+-R2-f-  (Z — aR p)2  s=r* 
X sen  p — - Y cos  p «=  a(L  — aRju) 

X cos  p 4-  Y sen  p = — a2  R 
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Dove  le  ultime  due  sono  già  occorse  nella  ricerca  della 
linea  di  regresso.  Facendo  la  somma  dei  quadrati  delle 
due  ultime  troviamo 


Xa  Ya  = a*  R2  -t-  a2  (Z  — a R p )* 

A'  onde  la  seconda  per  la  sostituzione  del  valore  dato 
dalla  quarta,  e da 


(Z  — a R p)2  = 


X2  -H  Y3  — a*  Ra 
a2 


diverrà 


Xa  -t»  Ya 
a2 


(1  a2)  = r3 


Di  più  se  per  brevità  pongasi 


R(1  H ha a) 


l’equazione  differenziale  fra  dr , e àp  si  trasformerà  in 

i * 

a Ap  At 


1^1  -+-as 


1^1  — t2 


c perciò  passando  al  valore  finito  concluderemo 

t * r 

ap  . /RI1 

l -±z  are  cos  l ^ ^ 

+«J  V r / 

C indica  una  costante  la  quale  svanisce  nella  differen- 
ziazione : dunque  risulterà 

RQ  ga) 

cos( c - iT^r*) 
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quindi  eliminando  la  r per  mezzo  di  questa  ultima  nel- 
1 equazione  fra  Y,  ed  r si  avrà 


X»4-  Y* 


e siccome  dall’antecedente  parag.  si  è trovato  per  l’an- 
golo p 


Z /X*4-Y* 
a R \ a$  Ra 


così  otterremo  anche 

°’(1  -4-  q*)R»  \ Z _JXM-Y’-«4R’)*  ^ . 

XM-YM-a’K»  (T"  iTTV+a’  ~~R  )\ 

Questa  equazione  unitamente  a quella  dell’Elicoide  svi- 
luppabile determinano  per  ciascun  valore  delia  costante 
C una  evoluta  dell’Elica.  È facile  di  vedere  che  il  più 
piccolo  valore  di  r corrisponde  al  valore  della  costante 


C 


In  questo  caso  la  r si  riduce  al  raggio  di  curvatura 
R(1  +fl,),e  perciò  sotto  questa  condizione  si  ottiene 
l’evoluta  situata  sul  centro  di  curvatura  , e che  corri- 
sponde al  punto  dell’Elica  che  coincide  con  l’origine.  Se 
si  chiami  P un  angolo  corrispondente  ad  un  valore  qua- 
lunque della  costante  C,  si  avrà 


P = 


d'onde 


0/*  1 4-  a2 


R(l4-  a3) 


cosi 


/a(p  — V)  v 

1 -f.  #»/ 
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e quindi 


X*  -4-  Y2  = a*R*  1 — 

I cos2 

Infine  sottraendo  questui tima  da 

X2  -+-  Y*  = af*  R*  -i-  a1  (Z  — a R p)* 

otterremo 

i / a(p  — P \ 

Z — aRp  =±  (1  -4-  ^)2  R 'Wtyi  ^7W 

Ognun  vede  che  la  trovata  forinola  porge  il  valore  di 
una  delle  coordinate  Z dell’evoluta  dell'Elica  in  funzio- 
ne dell’angolo  p.  In  egual  modo  dalle  forinole  stabilite 
nel  principio  di  questo  parag.  si  avrebbero  l'espressione 
di  X,  Y in  funzione  di  p;  queste  tre  equazioni  rap- 
presenteranno una  evoluta  qualunque  dell  Elica  \ in  ntti 
ripreso  le  forinole 

X scn  p — Y cos  p = a(Z  — - a R p)  * 

X cos  p -4-  Y sen  p = — a2  R 
avremo  dall’eliminazione 

X -4-  o2  R cos  p = a (Z  — a Rp)  sen  p 
Y -4-  a2 R sen  p =—  a (Z  — a R p)  cos  p 
le  quali  sono  comprese  nelle  frazioni  simmetriche 

X -f-  «2R  cos  p - Y -f-a2Rscn  p Z — a Rp 
« sen  p — o cos  p ■ 

= ± (1  + «’)*'R  tang 
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Le  coordinate  X,  Y,  Z di  un  punto  di  una  evoluta  del- 
l’Elica diverranno  infinite,  quando  sia 


«fr  - P) 

^ •+•  a* 


rb  (2n 


ovvero  quando  l’angolo  p sia  determinato  dalla  formola 

p-Pdb(a.+  1)|  £L±1 L* 

^ a 

• « 

Osserviamo  inoltre,  che  le  coordinate  X,  Y,  Z non  ces- 
sano di  verificare  l’equazione  dell’Elicoide  sviluppabile, 
quando  anche  p converga  verso  l’indicato  valore.  Di  più 
il  punto  (X,  Y , Z)  si  accosta  indefinitamente  a quello 
rappresentato  dall’equazioni  delle  generatrici  dell’Elicoi- 
de^ quando  si  assuma  per  p il  detto  valore;  dunque  eia- 
scuna  Evoluta  dell’Elica  risulterà  di  un’infinità  di  rami, 
che  si  estendono  all’infinito,  e di  cui  ciascun  avrà  per 
assintolo  due  generatrici  della  superficie  Elicoide  svi- 
luppabile. 

Facendo  la  proiezione  di  una  evoluta  dell’  Elica  nel 
piano  delle  x , y , e si  prendano  i valori  di  X,  Y,  in 
coordinate  polari  Rt  , P, , cioè 


X = RxcospI,  Y = Risenp, 


le  formole 


X scn  p — Y cos  p ===  a (Z  — a R p) 

■ ? 

♦ 

Y cos  p H-  Y sen  p =.  — a’R 

o(p  — P 


l/'l 


-) 

aV 


k / 

Z — a Rp  = rb  (1  -f  a3)*  R tang / 
daranno 

Rtsen  (p  — pt)  = =b  (1  -baa)*R  tang 

Ricos  {p  — - pt)  = — aaR 
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Facciamo  P=o,  risulterà  il  sistema 
RiSen  (p  — Pt)  = =±=  a (1  -h  a2)8  R tang  ^ 

RiCOS  (p  — Pi)  = — «aR 
Z aRp  = ±(1  ■+-«'*)*»  tang 


Queste  tre  equazioni  ci  faranno  conoscere  con  gran  fa- 
cilità qualche  proprietà  interessante  delI’Evolute  delPEli- 
ca;  infatti  la  supposizione  di  P = o ci  dice  che  le  tre 
precedenti  equazioni  rappresenteranno  quella  delle  evo- 
lute sulla  quale  è situalo  il  ccutro  di  curvatura  corri- 
spondente al  punto  dell’Elica;  che  coincide  con  l’origine; 
per  passare  poi  dalle  ultime  equazioni  a quelle  nelle 
quali  P ritenga  un  valore  finito  basterà  sostituire  in 
luogo  di 

P , Pi  c Z 

le  differenze 


Z — aRP 


allora  la  curva  alla  quale  appartengono  le  coordinate , 
p,  , R,  e Z si  scosta  nello  spazio  in  modo  che  ciascun 
punto  descriva  attorno  l’asse  delle  2 con  un  movimento 
di  rotazione  diretto,  o retrogrado  Eangolo  dr  P,  c nello 
stesso  tempo  strisciando  parallelamente  a questo  asse 
percorra  la  lunghezza  zìz  aRP  con  un  movimento  diretto 
o retrogrado  ; in  questa  guisa  dalle  evolute  dell’  Elica 
rappresentate  dalle  ultime  stabilite  equazioni,  si  passe- 
rà ad  una  qualunque  delle  altre  evolute  della  medesima 
curva  ; dunque  tutte  queste  evolute  son  tutte  curve 
simili  fra  di  loro,  e da  potersi  sovrapporre  l’una  sull’ 
altra;  se  si  prenda 


P 


=t(2«-*-l)y 


[fi  -4-  a3 


a 


547 

allora  corrisponderanno  i diversi  rami  della  prima  evo- 
luta, e che  si  troveranno  sovrapposti  gli  uni  sopra  gli 
altri  in  virtù  di  quel  scostamento  di  sopra  indicato,  e 
perciò  anche  i rami  di  una  medesima  evoluta  sono  si- 
mili fra  di  loro.  Queste  proprietà  sono  simili  a quella 
dell’Elica,  che  si  può  sovrapporre  a se  stessa,  imprimendo 
simultaneamente  un  doppio  movimento  di  rotazione  at- 
torno r asse  delle  z , e di  traslazione  parallelamente  a 
questo  asse.  Infine  volendo  determinare  il  raggio  R0  di 
curvatura  sferica  dell’  Elica  avremo  con  gran  facilità 
dairultima  formola  del  parag.  222 

R0  =>  R(1  -H  a7) 

e perciò  il  raggio  di  curvatura  sferica  deirElica  coin- 
cide con  il  raggio  del  circolo  osculatore  la  medesima 
curva  nei  suoi  respettivi  punti. 


Sulla  Curvatura j e sui  raggi  di  Curvatura  delle  linee 
tracciate  su  di  una  data  superficie. 


225.°  Rappresentiamo  per 

« = o-  , 

T equazione  generale  di  una  superficie  curva  riferita  a 
tre  assi  ortogonali.,  ove  u sarà  funzione  delle  tre  coor- 
dinate (x,  y,  z).  Se  s’immagini  risoluta  questa  equazione 
rapporto  ad  una  delle  variabili  Zj  si  avrà 

Z « f(x,  y) 

e nell’uno  e nell’altro  caso  potremo  immaginare  un  piano 
tangente  questa  medesima  superficie  in  un  determinato 
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punto  (x,  y,  z );  quindi  se  X,  Y,  Z sieno  le  coordinate 
generiche  di  un  punto  qualunque  del  piano,  sarà  come 
dal  parag.  192  nella  prima  ipotesi 

(X  — x)  D xu  (Y  — y)  D yu  -+•  (Z  — z)  D.u  = o 

e per  la  seconda 

Z — z = p (X  — x)  -t-  y (Y  — y) 

p , q sono  le  derivate  parziali  della  z rapporto  ad  x , 
ed  y,  cioè 

p = D xz  , q = Dyi 

Se  per  questo  punto  ( x , y , z ) si  faccia  passare  un 
piano  normale,  produrrà  esso  una  data  sezione,  che  noi 
chiameremo  sezione  normale , e l’intersezione  di  ciascun 
piano  normale  con  il  piano  tangente  darà  origine  ad 
altrettante  rette  tangenti  le  rispettive  sezioni  normali  nel 
medesimo  punto  (x,  y,  z). 

Consideriamo  due  qualunque  di  queste  sezioni  normali, 
l’cquazioni  delle  loro  rette  tangenti,  ed  esistenti  nel  piano 
tangente  saranno  della  forma 

X — x = m (Z  — z)  , Y — y = n (Z  — z) 

X,  — x = m,  (Z,  - z)  , Y x — y =*  n,  (Z,  — z) 

I coefficienti  m , m, , n , nx  sono  eguali  ai  rapporti 

dr  dy 

dz  ’ dz 

i quali  si  ottengono  dalle  equazioni  delle  projezioni  delle 
sezioni  normali  nei  piani  op  z , y z.  Che  se  ancora  pongasi 

» n, 
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le  precedenti  eqnazioni  saranno  comprese  nelle 

Y — y = p(X  — x),  Y,  — y=ip(X,  — x) 

Qui  pure  se  l’equazioni  delle  sezioni  normali  projettato 
nel  piano  x y sieno 

J\x » y)  = 0 ♦ F(^  y)  = o 

i valori  di  p,  <p  saranno  le  respettive  derivate 

__  dy  _ f*(x,y)  . rfy  F'4x,  y) 

7 dx  //(* , y)  di  = F',(x , y) 

Di  più  trovandosi  le  rette  tangenti  nel  piano  tangente 
stesso  , si  dovranno  verificare  evidentemente  le  condi- 
zioni 

1 = pm  4-  qn  , 1 c=  pmt  4-  qnx 


D’onde  avvertendo  ai  valori  di  9 e 6 si  troverà 

9 


m 


P + 99 
1 

P + # ’ 


n 


p 4-  ?? 

tb 

i 

p 4-  qty 


I coseni  degli  angoli  a,  [2  j 7 formati  dalla  retta  tan- 
gente una  data  sezione  con  gli  assi  coordinati  sono  de- 
terminati dalle  frazioni 


cos  a cos  /3  cos  7 

m n 1 


1 

1/1  4-  m*4-n* 


✓ 
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che  in  forza  dei  valori  di  m , n , si  ridaranno  ad 


cos  « = 


l/l  4-pa4-  2pqq>-+-  (1  4-?3)  <p3 


cos  /3  = :±= 


l/l4-pa4-2/>y<p4-(1  4-?3)?a 


/>4- 

COS  v — ^ ^ ■ — ■ — ■ - — 

' 1/1  4-p34-2p?9  4-(1  4-?a)93 

e nella  stessa  maniera  per  una  altra  sezione  avremo 


cos  at  = ri: 


cos  /3r  = 


l/l  4- p3  4-2^4- (1  4-?a)</'3 

» 4 

t 

l/l  4-  p2  4-  2py  ip  (1  -+-  q7)^2 


cos  y,  = db 


P4-^ 


1/1  4-  pa  4-  2py  <i/  4-  (1  4-  ?2)  <p* 


Gli  angoli  a , /3  , y , ed  a,  ^ /3,  , yi , sono  vincolati 
dalle  equazioni 

cosyx=p  cosche  cos/3,  co9  yr  = pcosat  -hq cos pt 

le  quali  sono  evidentemente  incluse  nell’  equazione  dif- 
ferenziale della  superficie.  Alle  medesime  equazioni  si 
giunge  avvertendo,  che  se  s sia  l’arco  di  una  data  se- 
zione normale  compresa  fra  un  punto  fisso,  ed  il  punto 
(x*  V't  *)>  si  avrà  in  generale 

d$  = l/dx3  4-  dy3  4-  dz3 

Ora  per  ona  data  sezione  sussiste 

cLs  =*  p àr  4-  q dy  , dy  = 9 dx 
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e perciò 

d*  e=  dr  &/*  1 4-  p*  4-  2p  q <p  4-  (1  4-  q *)  9* 

D'altronde  i coseni  degli  angoli  a,  jS,  7,  sono  dati  dalle 
formole 

1 

cos  a cos  /3  cos  7 1 

di?  dy  dz  j/- dx2  4-  dy2  4-  dz2 

d'onde  per  la  sostituzione  otterremo  i valori  di  già  trovati* 
Con  egual  facilità  volendo  calcolare  l'angolo  compreso 
fra  due  sezioni  normali,  avremo 

cos  V =3  cos  a cos  at  4-  cos  /3  cos  /9X  4-  cos  7 cos  yt 

• « 

e quindi 

,:V  . 1 -1-  p»  ■+■  yq  (?  ~h<P)  ■+■  (i  •+•  r)  f $ 

• * 

Se  le  due  sezioni  s'incontrano  ad  angolo  retto,  avremo 
la  condizione 

1 4-  p2-hpq  (<p  -4-  <P)  "+*  0 H-  !7a)  9^  = 0 

Noi  vedremo  Tultilità  che  presenta  questa  equazione  di 
condizione  per  alcune  particolari  sezioni  normali.  . 1 
226.°  Stabilite  le  ! precedenti  considerazioni  sieno 
2,  y,  z le  tre  coordinate  ortogonali  di  un  punto  della 
superfìcie  curva  di  equazione  u — o,  ed  ove  sieno  trac- 
ciate un’infinità  di  linee  passanti  per  lo  stesso  punto. 
Sia  g l'arco  di  una  qualunque  di  queste  linee  compreso 
fra  un  punto  fìsso  ed  il  putito  (x  , y , z)  , denotiamo 
per  pt  il  suo  raggio  di  curvatura  al  medesimo  punto 
(2,  y,  z)  e per  p il  raggio  di  curvatura  di  una  sezione 
normale  che  passa  per  lo  stesso  punto , e sia  infine  t 
1’  angolo  dei  due  raggi  pt  > p.  Se  si  prendano  i diffe- 
renziali del  primo  e secoli  d’ordine  neir  equazione  della 


I 
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superfìcie , e se  si  supponga  per  esempio,  che  l’arco  * 
rappresenti  la  variabile  indipendente,  noi  avremo  col  fare 


4 


le  due  equazioni 

j/DxV  -+-  yD 7u  •+-  z'D,u  =3  o 
jtf'*  Dau  -f-  y'aD*u  -H  x * 2xyDxDr«-h2rYDxD,tt 

-4-  2y  YDrD,u  -4-  Y'Dxm  -4-  y *Dytt  -+-  z"Datt  =*  o 


Le  derivate  del  primo  ordine  x\  y',  x\  che  esprimono 
i coseni  degli  angoli  xc , (3  , y formati  dalla  retta  tan- 
gente al  punto  (x,  y,  z)  con  i tre  assi  ortogonali,  ve- 
rificano evidentemente  l'equazione 

x'2  -i-  y'a  H-  = 1 

Pongasi 

R = ( (D*u)»  ■+-  (D,u)’  -+-  (D,u)J)* 


e si  chiamino  X , fx,  v gli  angoli  formati  dal  raggio  di 
curvatura  p della  sezion  normale  con  i tre  assi  ortogo- 
nali, sarà 


cos  X 


~ÌT’ 


cos  tl 


cos  v =3  rfc 


D^u 

R 


« ■ • 

Gli  angoli  X,  , /ULt  , yt , formati  dal  raggio  di  curvatura 
pz  con  i medesimi  assi,  saranno  come  dal  parag.  211 


cos  Xx  = pt  x"  , cos  fx i =»  p,  y"  cos  vf  = pt  z" 

• » 

■ 

quindi  per  l’angolo  dei  due  raggi  p,  pt  risulterà 

• • * 

x'  Dx**  -+-  y'Dyu  -H  Dau 

COS  t = =b  J9, *•  r — 
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Per  brevità  si  faccia  . 

-+•  y1  D*u  *4-  z*  D*u  4-  2x'y'DjJ)yu 

m 

4-  2jc'z!  D^m  4-  2^VD,D,u 

avremo  ancora 

- Q 

COS  £ = ± p,  — • 

. * 

La  quantità  R rimane  invariabile  per  Io  stesso  punto 
della  superficie,  come  rimarrà  invariabile  la  Q per  tutte 
quelle  curve  le  quali  passando  per  il  medesimo  punto 
abbiano  la  medesima  retta  tangente,  e perciò  sotto  que- 
sta condizione  il  coefficiente  di  px  sarà  una  quantità 
costante;  ora  annullandosi  l’angolo  i dei  due  raggi  p,  , p 
avremo  px  = o , e perciò 

R 


ed  insieme 

ùx  tss  p cos  £ 

In  questa  guisa  il  raggio  di  curvatura  di  una  qualsiasi 
curva  tracciata  sopra  una  superficie  dipende  dal  raggio 
di  curvatura  di  una  sezione  normale.,  la  quale  abbia  la 
medesima  retta  tangente.,  e dall’angolo  dei  due  raggi  pjp 
Se  la  linea  di  raggio  ox  sia  piana  , si  dirà  allora  una 
sezione  obliqua  della  superficie,  ed  in  questo  caso  si  ot- 
terrà il  raggio  di  curvatura  px  col  projettare  il  raggio  p 
della  sezione  normale  sopra  il  piano  della  sezione  obli- 
qua. Tal’è  una  proposizione  conosciuta  sotto  il  nome  del 
teorema  di  Meusnier. 

227.°  La  precedente  espressione  del  raggio  di  cur- 
vatura p,  o p,  si  può  anche  presentare  sotto  un’altra  for- 
ma, se  l’equazione  della  superficie  sia  risoluta  rapporto 
ad  una  delle  variabili;  così  facendo 

u = f(x,  y) — z=.  o. 
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si  avrà 


Dxtt  = Dr*  , 

D yu  c=  Dys  , 

D£u  = — 1 

D>  = , 

Da  u = Daz , 

DxDru  = DxDyr 

Dau  t=  0 , 

DxD,u  «=  0 , 

DyD2u  = 0 

d'onde  ponendo 


verrà 


p = Dxz  q = D yZ , r = 
j = Di  Dys  , t = D *2 


1^1 

rr'2  -+-  2sxy  4-  ty'2 


Sotto  questa  forma,  che  noi  faremo  principalmente  uso 
per  scuoprire  diverse  proprietà  interessanti,  delle  quali 
godono  le  differenti  sezioni  normali  : aggiungiamo  che 
chiamando  9,  la  tangente  trigonometrica  dell'angolo  for- 
mato con  l'asse  delle  x dalla  projezione  della  tangente 
nel  piano  xy,  sarà  come  dal  parag.  225 


1 p p + q<p  ^\-\-p%Jr2pq  -+-?*)  9* 

d'onde 


p =rbj/"  1 4-pM-ya 


(1  •+•  pa  -f-  2pq  9 4-  (1  4-  ?*)?») 
r4-2sp4-f<p* 


Infine  per  le  coordinate  X,  Y,  Z dal  centro  di  curva- 
tura, avremo  l'equazioni 


x — X y — Y Z — z p 

— 1— — ■ - | — - - ■ — — —4—  — - * 

v y —1  i^i  + pl4-f 
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dalle  quali  dopo  la  sostituzione  di  una  delle  espressioni 
di  p,  si  deducono  i valori  delle  differenze  x — X , 
y — Y , z — Z.  L’andamento  della  curvatura  in  un  dato 
punto  (x,  y,  z)  della  superfìcie,  e proveniente  da  tutte 
le  sezioni  normali , si  può  rendere  evidente  per  mezzo 
di  una  certa  linea  tracciata  sul  piano  tangente  : così  se 
a partir  dal  punto  (x,  y,  z)  comune  alla  superficie  ed 
al  piano  si  portino  sopra  ciascuna  retta  tangente  le  se- 
zioni normali  delle  lunghezze  espresse  dal  valor  nume- 
rico della  radice  quadrata  del  raggio  p_,  allora  chiaman- 
do X,  Y,  Z le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
linea  tracciata  nel  piano  tangente , e che  passa  per  la 
estremità  dei  respettivi  j/p , si  avrà 

X — x c=zi  p*z' , Y — y = p *y  , Z — z *=  piz 

quindi  sostituiti  i valori  di  x\  y > z\  nella  prima  es- 
pressione di  p , otterremo  l’equazione 

Dau  (X  — x )a  4-  D2yu  (Y  — y)a  -+•  Da«  (Z  — z)* 

4-  2DxDyw  (X— x)  (Y — y)  4-  21  LD3u  (X— x)  (Z — x) 

4-  2DrD3u  (Y-t/)  (Z-z)  = ±R 

la  quale  apparterrà  ad  una  superficie  del  sccond’ordine, 
quando  si  considerino  per  variabili  le  X,  Y,  Z : il  cen- 
tro di  questa  superficie  trovasi  nel  punto  (x,  y,  s),  l'in- 
tersezione della  medesima  con  il  piano  tangente  produrrà 
una  linea  di  secondo  ordine  dotata  di  centro  nello  stesso 
punto  ( x , y,  z),  e descritta  nel  piano  tangente.  Che  se 
l’equazione  della  superficie  curva  sia  risoluta  rapporto 
alla  z,  allora  si  avrà  per  la  sostituzione  dei  soli  valori 
di  x',  y nella  penultima  espressione  del  raggio  di  cur- 
vatura, la  nuova  equazione 

r(X-x)a  4-  2i(X-x)  (Y-y)  4-  f(Y-y)2  = rt  (1  4-/>a  4-  q a) 
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la  quale  rappresenta  la  projezione  nel  piano  xy  della 
linea  del  secondo  ordine  descritta  nel  piano  tangente: 
questa  linea  descritta  nel  piano  xy  suol  chiamarsi  Curva 
indicatrice  della  superficie  come  per  il  primo  ha  fatto  il 
sig.  Dupin  (*). 

228.°  Mettendo  a profitto  le  proprietà  delle  linee 
del  secondo  ordine  si  vengono  a risolvere  diverse  in- 
teressanti questioni  sulla  curvatura  delle  superficie  rap- 
porto alle  loro  sezioni  normali  : così  volendo  cercare 
l’equazione  di  condizione.,  onde  due  semidiametri  della 
curva  indicatrice  sieno  conjugati , noi  verremo  a rico- 
noscere la  direzione  di  due  particolari  rette  tangenti  a 
due  sezioni  normali,  e che  potremo  chiamare  tangenti, 
e sezioni  conjugate. 

Sieno  7]  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
retta  tangente  la  curva  indicatrice  di  secondo  ordine  nel 
punto  (X  — x , Y — y)  si  avrà  per  la  sua  equazione 

M(§  — x)  + N (17  — y)  = d=  (1  4-  p2  -f-  q2)^ 
ove 

M=r(X-x)  4- s (Y — y) , N =f  (Y-y)  4-  * (X-s) 

Nella  stessa  guisa  una  retta  condotta  dal  centro  , avrà 
per  equazione 


Le  due  rette  saranno  parallele  sotto  la  condizione 

(X,-x)(S(Y-<,)  -+-  r(X-x))  + (Y,-y)(»(Y-y)  -4-  »(X-x))=  o 

quindi  ponendo  come  già  si  è fatto  nell'  antecedente 
parag.  225 


Y.-y 

Xt — x 


(*)  Dcreloppeipcnt  de  geometrie  p»g.  *47* 
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T •+■  $ (c?  «4-  ip)  -f*  / q>  (p  = o 

Questa  relazione  si  chiamerà  Equazione  alle  tangenti 
conjugate. 

Una  delle  questioni  più  interessanti,  ed  atta  a darci 
una  idea  netta  della  curvatura  della  superficie  per  un 
dato  punto  (r,  y,  z)  è di  ricercare  fra  le  infinite  sezioni 
normali  che  passano  per  lo  stesso  punto  quelle , nelle 
quali  i raggi  di  curvatura  sono  un  massimo,  od  un  mi- 
nimo.  Ora  dalla  determinazione  degli  assi  principali  della 
curva  indicatrice  noi  potremo  ottenere  non  solo  i raggi 
di  curvatura,  massimo,  e minimo,  ma  ben  anche  la  di- 
rezione delle  corrispondenti  sezioni  normali,  le  quali  do- 
vranno essere  unite  ad  angolo  retto,  come  accade  negli 
assi  principali  di  una  linea  di  secondo  ordine.  A far  ciò 
avvertiamo  che  gli  assi  principali  di  una  linea  di  se- 
condo ordine  verificano  la  doppia  condizione  di  essere 
perpendicolari  , e conjugati  : e perciò  per  la  direzione 
delie  tangenti  le  sezioni  normali  di  massima,  e minima 
curvatura  noi  avremo  come  da  questo,  e dal  parag.  225 
le  due  condizioni 

i -H  p*  -+•  pq  (<p  ■+•  -+-  (i  -4-  q2)  9 <p 

r+i(9+if)+tf?  = o 

Eliminando  da  questa  una  qualunque  delle  due  tangenti 
trigonometriche  <p,  e <p  si  giungerà  ad  un'equazione  di 
secondo  grado , la  quale  porgerà  i due  valori  richiesti 
corrispondenti  alle  due  sezioni  normali  che  potremo  chia- 
mare principali  ; ed  otterremo 

A,pa  •+•  B,p -h  C,  =o 

A»  =*  (1  -+-q*)—pqt 
Bi«r(l+f)-<(1+  pa) 

Ci  = P 9 r — t ( 1 4-  p2) 


ove 
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I raggi  di  curvatura  corrispondenti  alle  due  radici  di 
quest'equazioni,  si  diranno  raggi  di  curvatura  principale. 

229.°  Atla  medesima  equazione  di  secondo  grado 
rapporto  a 9 ci  si  può  giungere  dal  cercare  direttamente 
la  condizione,  onde  il  raggio  p divenga  massimo,  e mi- 
nimo; infatti  riprendendo  l'espressione 


_ , „,(< -+-P* 2p?H- (1  • 

P = — 1/  1 -+-P  -*-?1 , . „ . . 

r 1 s © -h  t 9* 


?’)?*) 


avremo  da  una  derivazione  rapporto  a 9 


^==r£2l/' (1 4-/>24-y2)j(r  4-2.s?  -4-  Kp7)(pq  4-(l4-?2)?) 

— (l  4-  p2  4-  2 ptp  4-  (1  4-  q2)  9^  (s  4-  t 9)  j 
(r  4~  2 *•  9 4-  tq>2)2 

d'onde  per  il  massimo,  o minimo  avrà  luogo  la  condi- 
zione 


Eseguendo  le  indicate  moltiplicazioni  e raccogliendo  i 
termini  moltiplicati  per  le  potenze  seconda,  prima,  e nulla 
di  (p  si  dovrà  annullare  questa  somma,  ciò  che  conduce 
immediatamente  all'equazione  di  secondo  grado  rapporto 
a 9 di  già  trovata  : sarà  bene  qui  di  osservare  che  so- 
stituendo i valori  di  A,  , Bt , CT  nell'equazione  di  se- 
condo  grado  rapporto  a 9 avremo  anche  per  una  facile 
decomposizione 


r -f-  s<p  s —f“  t<p 

1 4-p24-p?p  pq  (4  -4-^)9 

Sieno  9,  , tp2  le  radici  di  questa  equazione  è chiaro  , 
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che  fra  le  due  tangenti  <pt , pa  sussisteranno  le  due  equa- 
zioni 

* * • 

1 4-pM-p?  (91  -f-9a)-4-(1  -M2)?*  ?a=° 
r -4-  5 (94  4-  9^)  4-  / <pl  9,  = o 


e nello  stesso  tempo  i raggi  di  curvatura  principale  sa- 
ranno 


pi  = I/- 1 -+-  pa  4-  q2 


(1  -Hpa4-  2p7  9t  4-  (1  4-?3)  9?) 
r -f-  2#  91  -t-  f 9 * 


P> 


1^1  4-p2  4-  ya 


(1  4-  pa  4-2 pq  9*  4-(l4-75)  9a) 
r 4-  2s  ©a  4™  f 9> 


quindi  eliminando  per  mezzo  delle  due  equazioni  rap- 
porto a 9, , e (p2  le  r,  ed  1 4 -p%  ed  anche  od  14-?2 
verrà 


«4-*9i  r 31  r4-59, 


pa=l/ 1 -H’H-r--— 1 -t-pJ+?= 

* 4-  * 9a 


(1-t-pM-pyy,) 

f+'f. 


d’onde  per  la  somma,  e per  la  moltiplicazione  si  rica- 
vera 


Pi  4-/33«=lAl  4-pa4-?a 


( ( 1 -*“Pa)  * — 2Pgs  4-  (1 4-?a)r  ) 
rt  — a* 


Pi  pa 


(1  4-pa4-ya)a 
r*  — sa 


dunque  i due  raggi  di  curvatura  principale  dipendono 
dalla  risoluzione  di  un’equazione  di  secondo  grado.,  nella 
quale  rappresentando  per  p rincagnila  comune,  otterremo 


Lp*4-Mp4-N  = o 
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ove 

L = rt  -■  i1  , N = (1  4*  p1  4-  y1)* 

M =*  — (r(1+f)-  2spq-jrt  (1  -4-  P3)jO  ■+■  P1-*-?’) 


Di  più  ponendo  in  generale 

j/^1  -h  p3~h  q3 


ove  sia 


Q 


r -4-  2.<  © -+- 1 <p: 


1 -H  P*  -+•  9 -h  (1  -t-  f3)  9a 


avremo  rapporto  a Q l’equazione  di  secondo  grado 
Li  Q2  + Mj  Q -f-  N,  = o 

nella  quale 


L,  «=»  1 ■+■  />*■+•  q3  , Ni  = rt  — s* 

Mt  =a  — (1  -4-y*)  — 2spq-\-t(\  -Hp’)) 

In  questo  modo  si  ha  un  doppio  valore  di  Q corrispon- 
dente ai  due  valori  di  9,  e di  p. 

230.°  Un  importante  osservazione  a farsi  è che  i 
due  valori  di  Q sono  reali  : ciò  si  potrà  immediatamente 
scorgere  per  mezzo  di  una  trasformazione  di  piani  coor- 
dinati. Infatti  nulla  togliendo  alla  generalità  supponiamo 
che  il  piano  tangente  sia  parallelo  al  piano  delle  x y , 
si  avrà  p = o , q = 0 d’onde  i valori  Lt , Mi,  Nx  di- 
vengono 

L,  «=  1 , N,  «=  rt  — s3 , M,  «=  — ( r -f-  /) 

In  questa  guisa  l'equazione  di  secondo  grado 
Q*  — (r  *4- 1)  Q *4“  =»  o 


Digitized  by  Google 


darà  dalla  risoluzione  le  radici 


561 


Q 


r -4-  t 

~ 2 


l — ty  As* 
2 


ove  essendo  sotto  il  vincolo  radicale  una  quantità  essen- 
zialmente positiva.,  saranno  reali  le  due  indicate  radici. 
Questa  decomposizione  in  quadrati  della  quantità  sotto 
il  vincolo  radicale  nell’equazione  di  secondo  grado  rap- 
porto a Q si  ottiene  ancora  indipendentemente  della  sup- 
posizione di  p = o , q = o.  Dalla  medesima  equazione 
ricaviamo  che  nel  caso  di 

rt  — s3  > o 

« 

i due  valori  di  Q corrispondenti  ai  due  raggi  di  cur- 
vatura principale  godono  dello  stesso  segno,  e perciò  sotto 
questa  condizione  i raggi  di  curvatura  avranno  una  me- 
desima direzione,  c rappresenteranno  i due  valori  l'uno 
massimo,  e l’altro  minimo  di  p.  Quando  sia 

rt  — s1  < o 

i due  valori  di  Q sono  di  segno  contrario  ed  i raggi 
di  curvatura  diretti  in  senso  opposto  rappresenteranno 
due  valori  minimi  di  p.  Infine  neU'ipotesi  di 

rt  — s1  = o 

uno  dei  valori  di  Q si  annulla,  ed  il  valor  massimo  del 
raggio  di  curvatura  diviene  infinito,  ciò  che  indica  esser 
nulla  la  curvatura  in  una  delle  due  sezioni  normali  prin- 
cipali. Questa  circostanza  ha  luogo  in  una  superficie  svi- 
luppabile per  ogni  suo  punto. 

Riprendiamo  1’  equazione  generale  di  secondo  grado 
rapporto  a Q con  i coefficienti  L,  , M,  , N,  , e suppo- 
niamo che  svanisca  la  quantità  sotto  il  vincolo  nell' 

36 
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equazione  risoluta;  in  questo  caso  i due  valori  di  Q, 
ed  i due  valori  di  o saranno  eguali  : per  giungere  all* 
equazioni  di  condizioni  , che  devono  aver  luogo  fra  le 
derivate  parziali  p,  q*  r,  s , t basterà  avvertire,  che  il 
valore  generico  di 

r ■+■  2s  9 -+- 1 pa 
1 ■+•  P2  H-  2pq  (p  -+-  (1  q2)<?2 

dovrà  essere  indipendente  dalla  tangente  trigonometri- 
ca (p  , d’  onde  i respettivi  coefficienti  di  ciascuna  po- 
tenza di  9 dovranno  essere  fra  di  loro  nel  medesimo  rap- 
porto; ciò  che  dà  immediatamente 

r s t 

1 +P1  pq  1 •+•  q* 

nelle  quali  ricomponendo  il  numeratore,  c denominato- 
re, moltiplicando,  c dividendo  la  seconda  per  9,  e la 
terza  per  9*  verrà  ancora 


1 -4-  p*  pq  1 ■+-  q2 

Sotto  questa  stessa  ipotesi  il  doppio  valore  di  9 dato 
dall’equazione  di  secondo  grado  diviene  indeterminato. 
Quei  particolari  punti  della  superlicie  nei  quali  si  ve- 
rificano renunciate  condizioni  sono  chiamati  dai  francesi 
Ombilics. 

Infine  se  nella  consueta  equazione  di  secondo  grado 
rapporto  a Q si  annulli  il  coefficiente  di  Q,  si  avrà  la 
condizione 

(1  — 2 pqs  (1  4-gr2)  r = o 

i due  valori  di  Q,  come  i due  valori  dei  raggi  di  cur- 
vatura principale,  sono  eguali,  e diretti  in  scuso  opposto. 
231.°  Dati  i due  raggi  di  curvatura  principale  per 
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un  dato  punto  della  superficie,  è molto  facile  di  deter- 
minare il  raggio  di  curvatura  di  una  qualunque  delle 
sezioni  normali,  che  passano  per  Io  slesso  punto  : infatti 
supposto  per  maggior  semplicità,  che  il  piano  tangente 
sia  parallelo  a quello  delle  x y,  e che  la  direzione  degli 
assi  coordinati  coincida  con  la  direzione  dei  semiassi 
principali  della  curva  Indicatrice  , si  dovrà  porre  pri- 
mieramente nell’espressione  generale 


l/'l  -4-  p2  72 

Q f "r  ^ 1 -|~  ^ , 

r rx'2  2$  x'\f  t y2 

P *=  o , q = o , o , x'  =3  cos  a , y^cos  /3  * sen  et 
ciò  che  darà 

O ss—  -■  . - 

r r cosa«  -h  t sen*a 

* « 

Ora  per  la  stessa  supposizione  1’  equazione  di  secondo 
grado  rapporto  a Q , e 1’  equazione  di  secondo  grado 
rapporto  a p per  i raggi  di  curvatura  principale  da- 
ranno respettivamente 


V 


d’onde  per  i raggi  p,  , p2  di  curvatura  principale  po- 
tremo prendere  in  generale 


Se  dunque  i raggi  p,  , p2  sono  del  medesimo  segno  in 
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modo  da  essere  rt  > o , il  raggio  di  curvatura  p di  una 
sezioue  normale  sarà 

p_ ìllL , 

r fa  cos*a  -4-  pi  scn2a 

Che  se  sia  rt  <o,  allora  i raggi  pt , pa  saranno  di  se- 
gno contrario,  ed  allora  ricaveremo 


P»  P» 

cos2a  — fx  senaa 


Il  segno  rt; , deve  scegliersi  secondo  che  il  raggio  p ha 
la  direzione  medesima  con  p , , o con  fa.  Una  qualunque 
delle  due  espressioni  si  trasforma  anche  facilmente  io 
un  equazione  polare  di  una  linea  di  secondo  ordine,  nella 
quale  i semiassi  a,  b principali  sieno  rappresentati  il 
primo  da  un  medio  aritmetico,  ed  il  secondo  da  un  me- 
dio geometrico;  si  sostituisca  infalli  in  primo  luogo 


1 — cos  2a  1-4-  cos  2 « 

scnaa  <= cos’a  = ^ 

verrà 

2hli 

“ ( p I ■+■  />,)  — (/>,  — Pi)  cos  la. 

e si  faccia  in  seguito 

f i •+■  p2  =>  2a  , p i — p2  = 2c  , <?  = a9 

b = |^aa  — ca  ==aj/"1  — e* 

d'onde 

fi  ^ fl  "4*  r , f 2 ==  o — • c , fi  f2  ===  ^ * 

si  ricaverà 

° (i — **) 

P ss  • 

1 — e cos  2« 

•Wk  M A 
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Questa  espressione  appartiene  ad  una  curva  di  secondo 
ordine  a coordinate  polari. 

232.°  Quando  sia  data  la  sola  equazione 

u =»  o 

della  superficie  curva,  e si  vogliano  per  un  qualunque  pun- 
to  (x,  y,  z)  determinare  i raggi  di  curvatura  principale, 
e le  direzioni  delle  tangenti  alle  corrispondenti  sezioni 
normali,  converrà  primieramente  ricercare  il  massimo  e 
minimo  valore  della  quantità 

(X — x)2  4- (Y  — y)2  -4- (Z  - *)* 

A questa  espressione  si  dovrà  congiungerc  P equazione 
del  piano  tangente,  e della  superficie  del  secondo  ordine 
di  già  ottenuta  nel  parag.  226.  Per  maggior  semplicità 
sopporremo  che  gli  assi  principali  della  nominata  su- 
perficie del  secondo  ordine  sieno  paralleli  agli  assi  coor- 
dinati, per  cui  oltre  le  due  equazioni 

f = (X  - x)2  4-  (Y  - y)2  4-  (Z  - *)• 

(X  — x)  Dxu  -+•  (Y  — y)  Dyu  «+-  ( Z — z)  D,u  = o 

avremo  ancora 


(X — x)2  D£«  -+•  (Y — y)aD*.u  -4-  (Z — z)2  D \u  ±R 
ove  secondo  il  consueto  sarà 

La  quantità  p considerata  come  funzione  delle  tre  va- 
riabili X,  Y,  Z deve  divenir  massima.,  o minima,  quando 
nello  stesso  tempo  le  X,  Y,  Z verifichino  le  equazioni 
del  piano  tangente,  e della  superficie  del  secondo  ordi- 
ne : differenziando  pertanto  rapporto  ad  X , Y , Z il 
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valore  di  p , e le  due  nominate  equazioni,  si  avrà  per 
la  condizione  del  massimo,  e del  minimo 

(X  — a?)  dX  -4-  (Y  — y)  dY  4-  (Z  — z)  dZ  = o 
D.rtt  dX  -4-  DjU  dY  4-  D.u  dZ  = o 
D’u  (X— x)  dX  4-  D>  (Y — y)  dY  4-  D>  (Z— z)  dZ  = o 

J 

Per  trovare  tre  equazioni  dalle  quali  dipendano  le  in- 
cognite X,  Y,  Z,  od  X — x,  Y — y,  Z — z basterà,  come 
si  conosce,  moltiplicare  due  delle  trovate  equazioni  per 
esempio  la  prima  c la  terza  per  due  fattori  indetermi- 
nati, — S , — T e falla  in  seguito  la  somma,  i nuovi 
coefficienti  di  dX,  dX,  dZ  presi  con  il  segno  contrario 
si  facciano  eguali  ai  coefficienti  di  dX  , dY , dZ  della 
seconda,  in  questa  guisa  risulterà  evidentemente 

(X — .r)  DJu  = S (X — x ) 4-  T D.rw 


(Y  — y)  D^u  « S (Y — y)  •+■  T Dy« 


(Z  — z)  D ;u  « S (Z—  z)  4-  T Dm 


Il  fattore  S si  determina  col  sommare  queste  tre  equa- 
zioni dopo  averle  respettivamente  moltiplicate  per  X — x, 
Y — y , Z — z , cosicché  verrà 


R = Sp  , od 


S 


e per  conseguenza  il  moltiplicatore  S non  è diverso  dalla 
quantità  di  già  denotata  per  Q,  d’onde  le  tre  precedenti 
equazioni  diverranno 


(D > — Q)  (X— x)  = T Dxu 


(D;«-Q)(Y-y)  = TDyu 
(D|«  — Q)  (Z  - s)  = T D,i< 
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dalle  quali  ricavando  i valori  delle  tre  differenze  X — x, 
Y — y,  Z — z , e sostituendoli  nelfequazione  del  piano 
tangente  risulterà  per  Q l'equazione  di  condizione 

i 

(Dx»)’  . (Dr«)>  , (Ds«)> 

— f-  • -+•  — =o 

D>  — Q D’u — Q D>  — Q 

I 

Il  moltiplicatore  T si  troverà  dopo  la  sostituzione  delle 
medesime  differenze  nel  valore  di  p.  Infine  i coseni  de- 
gli angoli  a,  (2 , 7 formali  dalla  direzione  delle  tangenti 
con  gli  assi  coordinati  essendo  proporzionali  alle  stesse 
differenze  delle  coordinate,  avremo  il  sistema  di  equazioni 


(D*w  — Q)cos  « (D*«  — Q)cos  /3  (D’t*  — Q)cos  7 


Dyu 


D4m 


f ' Dìu  — Q ' ' D’u  — Q ' v D?«  — Q ' ) 

**  J M 


Queste  formule  corrispondono  ad  altre  di  già  trovate  nei 
parag.  228  e 229. 

233.°  Per  applicare  queste  differenti  teorie  ad  un 
qualche  esempio,  prendiamo  un'ellissoide  di  equazione 


e per  maggior  simmetria  delle  operazioni  analitiche  la 
porremo  sotto  la  forma 


u 


U-u.yl 

2 V ^ b* 
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si  avrà' 


D,«=  - 

Ca 


c*  a: 
a2  z 


óa  2 


d;„=1,  d>=1,  d:«  = 1 


ed  insieme 


D>  a _ c,  (flz1±£!x1) 

a**  z3 


s t=  DxDvr= 


cl i ar  y 


a2  ó2  z3 


c* 


(62  Z2 


c2  y2) 


br4  Z3 


La  quantità  denotata  per  R come  dal  parag.  226,  sarà 


R 


k 

2 


d'onde  si  otterrebbe  il  raggio  di  curvatura  corrispon- 
dente ad  una  qualunque  delle  sezioni  normali:  la  dire- 
zione delle  tangenti  alle  sezioni  normali,  e di  curvatura 
principale  si  determina  per  le  ultime  forinole  delPante- 
cedente  parag.  vale  a dire 


(1 — Q a2)  cosa  (1 — Q b2)  cos  /3  (1  — Qc*)  cosy 

* ' " C3  ' ■■  ' 1 ■ 2=  — 

x y z 
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In  questo  caso  la  Q dovrà  verificare  evidentemente 
Lequazione  . « 

a:*  y 2 z2 

a2(  1 - Q aJ)  + aJ(1  — Q b2)  c3(1  — Q c2)  ~~  ° 

■% 

e potrà  con  facilità  somministrare  gii  effettivi  valori  dei 
raggi  di  curvatura  principale.  La  trovata  equazione  si 
sottragga  da  quella  della  superfìcie 


x 2 y2  z2 

— 1 

a 2 • b 2 c2 


dunque  dopo  di  aver  calcolato  uno  dei  valori  di  Q per 
i quali  si  ottiene  il  massimo,  o minimo  raggio  di  cur- 
vatura , si  costruisca  una  nuova  ellissoide  di  semiassi 
d,  b\  c determinati  dall’equazioni 


ricaveremo 

x2 


c'2 


Questa  nuova  superficie  di  secondo  ordine  passerà  an- 
cora per  il  punto  (a?,  y,  z ) dell’ellissoide  data,  c poiché 


a 2—b>2t=(i2—b1 , a'2 — c2=a2 — c2  , 6'2— c/2=ò2— c2 


ne  verrà  che  le  sezioni  fatte  in  questa  nuova  ellissoide 
con  i piani  coordinati  sono  descritte  con  i medesimi 
fuochi  della  prima.  Ai  valori  dei  raggi  di  curvatura 
principale  ci  possiamo  giungere  con  facilità  risolvendo 
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direttamente  l'equazione  di  secondo  grado  ottenuta  nel 
parag.  229,  ciò  che  darà 

M =t  i/(MJ  — 4 L N) 

r= u. 


Per  ottenere  i valori  di  L,  N,  si  chiami  h la  per- 
pendicolare abbassata  dal  centro  dell’ellissoide  sulla  di- 
rezione del  piano  tangente,  si  avrà,  come  ò noto 


c pongasi  nello  stesso  tempo 


a2  -t-  b2  -+«  c2  = u2 , 


X2  -f-  y2  Z2  ssa  V2 


si  troverà 

l/"1  -+- p’ -t-  ?=  = 1-  , 


c1* 

a2  òz  s3 


c 2 


z 


c4 

*•(1  -t-J2)—  2pqs  + t(i 
d’onde 


» c4  c 2 c6  . __  c2 

L= , M = — r— 7"  (u2  *—  v2) , N = 7 

a2  A2  c2  « a2  b2  hzk  ' A2  r2 


e perciò 

1 ^ u2 — 1)2^_| / ( (u* — t>3^2  a2  b2  c2 

? 2 \\  2 / A2” 

Per  il  centro  della  superficie  si  conduca  un  piano  dia- 
metrale con  il  semiasse  v,  qual  piano  dovrà  esser  pa- 
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rallclo  al  piano  tangente  la  superficie  nel  punto  (x,  y,  z) 
e sicno  v'  , v"  gli  altri  due  semiassi  diametrali  a v,  c 
descritti  nel  piano  condotto  per  il  centro  della  superfi- 
cie, si  avrà  dalle  note  proprietà  deircllissoide 

v'-ì-v'*  4-  v"*  B a2  H-  A2  c2  u%  a*  è2  c2=i>'2  t>"2  A2 


dunque  i raggi  di  curvatura  principale  saranno 


Queste  espressioni  sono  d'accordo  con  quanto  di  già  si 
trovò  per  i raggi  di  curvatura  delle  linee  del  secondo 
ordine.  Non  è difficile  di  formare  altre  applicazioni,  se 
in  particolare  si  scelgano  le  superficie  del  secondo  or- 
dine. La  maggior  parte  dei  risultati  ottenuti  circa  la 
curvatura  delle  superficie  rapporto  alle  loro  sezioni  nor- 
mali sono  dovuti  ad  Eulero. 

234.°  L’andamento  della  curvatura  per  un  dato  punto 
di  una  superficie  corrispondente  alle  differenti  sezioni 
normali  si  riconosce  assai  facilmente  dalla  discussione 
dell’Equazione  di  secondo  ordine,  e che  rappresenta  la 
linea  indicatrice  della  superficie  proposta.  Riprendiamo 
infatti  l'equazione  di  già  determinata  al  parag.  227  vale 
a dire 


r(X-jr)2  H-2s  (X-x)  (Y-y)-f-  t (Y-y)2  = dz  ( 1 H-pM-jf*)* 


d’onde 


e perciò 


la  quale  apparterrà  ad  un  ellissi,  ad  un’iperbola,  od  ad 
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una  parabola  ed  alla  varietà  di  queste  curve.  Ora  come 
si  sa  dalle  proprietà  delle  linee  del  secondo  ordine,  la 
precedente  apparterrà  ad  un  ellissi , se  sia  positiva  la 
differenza 

rt  — * t a 

a due  iperbole  conjugate^  se  la  stessa  differenza  sia  ne- 
gativa ; e nel  caso  che  si  annulli  , F equazione  rappre- 
senterà un  sistema  di  due  rette  parallele  , che  saranno 
una  varietà  della  parabola.  Inoltre  F ellissi  riducesi  al 
circolo  nell’ipotesi  di  r e=xt  ed  * = o che  se  fosse 

(1  p3  •+•  q*)*  *=*  o si  ridurrà  ad  un  sol  punto  (x,  y,  z). 
Sarà  bene  qui  di  osservare , che  per  ciascuna  sezione 
normale  le  coordinate  X — x , Y — y verificano  sem- 
pre una  sola  dell’equazioni 

r(X-x)a  2 s (X-x)  (Y-y)  -4-  t (Y-y)a  = (1  pM-?’)* 

r(X-x)a  -4-2 s (X-x)  (Y -y)-4- 1 (Y-y)a=*— • (1  -H>a-+-?a)5 

Se  dunque  nel  passaggio  di  una  sezione  normale  ad  un’ 
altra,  il  primo  membro  dell’equazione  cangia  di  segno, 
i raggi  di  curvatura  delle  due  sezioni  normali  avranno 
una  direzione  contraria.  Questa  circostanza  però  non  ac- 
cade nel  caso  della  differenza  rt  — sa  negativa  , cioè 
quando  l’equazione  rappresenta  due  iperbole  conjugate; 
allora  il  piano  tangente  la  superficie  curva  nel  punto 
(x,  y.  z)  divide  la  superficie  stessa  in  due  parti,  c Funa 
di  queste  comprende  le  sezioni  normali,  nelle  quali  il 
raggio  di  curvatura  è diretto  in  un  senso,  e l’altra  com- 
prende le  sezioni  normali  nelle  qnali  il  raggio  di  cur- 
vatura ba  una  direzione  opposta.  Finché  però  la  diffe- 
renza rt  — $a  si  mantiene  positiva  , F equazione  della 
curva  indicatrice  apparterrà  ad  un  ellissi,  e si  ridurrà 
sempre  per  tutte  le  sezioni  normali  ad  una  sola  delle 
due  ultime  equazioni,  e perciò  in  questo  caso  le  sezioni 
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normali  hanno  la  loro  curvatura  diretta  in  uno  stesso 
senso , e la  superficie  curva  verrà  situata  tutta  intera 
da  un  medesimo  lato  del  piano  tangente.  Da  ciò  possia- 
mo conchiuderc,  che  per  la  differenza  rt — positiva.,  i 
raggi  di  curvatura  principale  diretti  nello  stesso  senso 
saranno  un  valore  minimo.,  ed  un  valore  massimo  di  p 
per  le  sezioni  normali  della  più  grande,  e della  più  pic- 
cola curvatura.  All’opposto  se  la  differenza  rt  — s 2 sia 
negativa  , l'equazione  della  curva  indicatrice  appartiene 
a due  iperbole  conjugate,  cd  i raggi  di  curvatura  prin- 
cipale diretti  in  senso  contrario  saranno  due  valori  mi- 
nimi di  p per  le  sezioni  normali  della  più  gran  curva- 
tura. Se  finalmente  sia  nulla  la  differenza  rt  — s 2 allora 
1’  equazione  di  secondo  grado  fra  le  variabili  X — x , 
Y — y appartiene  ad  un  sistema  di  due  rette  parallele, 
le  quali  saranno  una  varietà  della  parabola,  e le  sezioni 
principali  corrispondono  ad  un  valore  minimo,  e ad  un 
valore  infinito  di  p;  in  modo  che  una  di  queste  sezioni 
avrà  la  sua  curvatura  nulla  ; ciò  che  è àJ  accordo  cou 
quanto  si  è di  già  veduto  nel  parag.  '230. 

Noi  termineremo  di  parlare  di  questa  importante  teoria 
col  far  vedere  come  il  sig.  Gauss  definisca,  e misuri  la  cur- 
vatura di  una  superficie.  Consideriamo  una  curva  racchiu- 
sa, e tracciata  arbitrariamente  sulla  superficie  in  modo 
che  l’area  S di  questa  curva  comprenda  un  punto  M j 
sulla  superficie,  della  quale  se  ne  voglia  misurare  la  sua 
curvatura  nello  stesso  punto.  Fatto  centro  in  un  punto  qua- 
lunque dello  spazio,  e con  raggio  1 descriviamo  una  su- 
perficie sferica,  e conduciamo  altrettanti  raggi  paralleli 
a tutte  le  rette  condotte  perpendicolarmente  alla  super- 
ficie nel  contorno  dell’area  S,  il  luogo  geometrico  di  que- 
sti raggi  sarà  una  superficie  conica,  la  quale  segna  nella 
superficie  sferica  una  certa  area  SI . Formando  il  rap- 


e cercando  il  limite  verso  il  quale  converge 
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per  continualo  decremento  dell'area  S , senza  cessar  di 
racchiudere  il  punto  in  questione;  si  prenderà  lo  stesso 
limite  per  misura  della  curvatura  della  superficie  in  un 
dato  punto  M.  Ognun  vede  che  questa  definizione  è con- 
forme a quella  stabilita  per  le  curve  piane,  nelle  quali 
chiamando  s 1’  arco,  e 9 T inclinazione  ; si  avrà  per  la 
curvatura  il  limite  verso  il  quale  converge  il  rapporto 

r— . II  sig.  Gauss  dimostra  (#)  che  si  ha  in  fine 


ove  pt , px  sicno  i raggi  di  curvatura  delle  due  sezioni 
principali , e per  conseguenza  la  curvatura  di  una  su- 
perficie si  misura  dal  prodotto  delle  curvature  delle  due 
sezioni  principali. 


Sulla  superficie  luogo  dei  cenivi  di  curvatura 
principale j e sulle  lince  di  curvatura. 

235.°  Se  giusta  il  consueto  sia 

w = o 

requazione  della  superficie  curva  ad  X,  Y,  Z le  coor- 
dinate del  centro  di  curvatura  di  una  sezione  normale 
corrispondente  al  punto  ( x , y , z)  della  superficie , noi 
avremo  por  le  coordinate  di  questo  centro , • come  dal 
parag.  227 

x — X y — Y z — Z 1 

D xu  Dm  D.w  Q 


(“)  Commeutationes  societalis  Gollingensis  voi.  6.  Disqubi- 
tioues  generales  circa  superficie!  curvas  pag.  99. 
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Quando  si  tratti  delle  sezioni  normali  della  più  grande, 
e della  più  piccola  curvatura,  allora  se  gli  assi  coor- 
dinati* sono  paralleli  alla  direzione  degli  assi  principali 
della  curva  del  secondo  ordine  descritta  nel  piano  tan- 
gente dovrà  verificarsi  per  la  Q l’equazione  di  già  tro- 
vata al  parag.  223^  Yale  a dire 

(D,u)>  (Dru)’  (Dsu)J 

4-  \ = 0 

D >-Q  D’«  — Q D?u—  Q 


Ciò  posto  1’  equazione  della  superficie  luogo  dei  centri 
di  curvatura  principale  si  troverà  dall’eliiniuazione  delle 
coordinate  x , y,  z della  Q fra  le  cinque  riportate  Equa- 
zioni. Cosi  per  esempio  in  un'ellissoide  di  equazione 


u = 

1 / x 2 y 2 

= i(?+iT+?-1 

)=0 

troveremo 

a2  (r — X) 

1 A’(y-Y)  1 

C2  (JT  — Z)  1 

X 

Q y Q ’ 

* ""  Q 

X* 

, y2 

z2 

a’(al  - cr) 

■I"  ^ l 

1 b 2 ^ — q-)  1 

(— rf* 

dalia  quale  come  dal  parag.  223 

• 

X* 

y2 

- -t-  J - -4 

Z 2 

= 1 

('-ir)  (-“è) 


Ora  abbiamo 

a2  X Q 


b'Y  Q 

a^Q—1  ’ bJQ  — 1 J 


ZQ 

c*  Q — i 
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quali  valori  sostituiti  nelle  ultime  due  otterremo 


a3  X» 

. 1 

b2  Y2 

rf- 

c*  Z3 

( — i) 

‘ ( 

- ?! 

3 ^ 

I 

(—  a 

«4  X* 

i 

b'*  Y3 

c4  Z* 

/ , 1 > 

3 •+• 
i 1 

1 ! 

3 * 

(«■  - è) 

v Q ) 

) 1 

\b  g J 

1 

Eliminando  infine  Q fra  queste  due  risulterà  un  equa- 
zione fra  le  X,  Y,  Z la  quale  appartiene  al  luogo  dei 
centri  di  curvatura  principale. 

Che  se  invece  di  eliminare  le  x,  y , z si  sostitui- 
scano i valori  delle  differenze 


a 3 


a3X 

x 


b2 


J b'Y 


c3 


1 __  c*Z 

ó“ 


si  avrà 


x3 

a*X 


o 


X*  f/3 


.3 

m 


==i 


Sarà  bene  qui  conoscere  le  curve  le  quali  prevengono 
dalfintersezione  dei  piani  coordinati  con  la  doppia  su- 
perficie luogo  dei  centri  di  curvatura  principale  dell’el- 
lissoide. Consideriamo  primieramente  un’intersezione  con 
il  piano  delle  zy,  ciò  che  porta  a fare  z=o , Z = o. 
Ora  adequazione 
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per  la  supposizione  di  z = o j si  soddisfa  prendendo  , 

— JL  ==  o ^ ciò  che  rende  indeterminato  Tultimo  ter- 
v 

mine,  od  anche  prendendo 


x * 


aa 


Supponendo  ca  — — = o,  si  ricaverà  dai  valori  di  x,  y 
x __  a X y_  b Y 

£ ^ b*  C2 

quali  sostituiti  nell’equazione  dell’ellissoide,  e supposto 
z=  o , si  otterrà 

a2  X2  óa  Y2 

(a1  — c1)1  (A1  — c1)1  “ 

la  quale  appartiene  evidentemente  ad  un  ellissi.  La  se- 
conda curva  d’  intersezione  con  il  medesimo  piano  si 

\ 

determina  dalle  due  equazioni 

x3  • y3  x3  $ y3  __  4 

Ì4TH_i4Y=0’  7*x’HVY 


le  quali  porgono 


oX 

a2  — 62 


Se  questi  medesimi  valori  si  sostituiscano  nell’  equazione 
dell’ellissoide  dopo  di  aver  fatto  z = o , verrà 
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Questa  curva  rappresenta  revoluta  dell’ellissi 


come  si  sarebbe  potuto  prevedere. 

236.°  Quella  serie  di  punti  situati  sopra  una  su- 
perficie , nei  quali  due  normali  infinitamente  vicine 
s'incontrano  scambievolmente  j vengono  a determinare 
delle  curve  particolari,  che  da  Monge  sono  state  chia- 
mate linee  di  Curvatura.  Per  riconoscere  1’  esistenza  di 
queste  linee  ^ prendiamo  1'  equazione  della  superficie , 
risoluta  rapporto  ad  una  delle  coordinate,  cioè 

* = f(x,  y) 

c nello  stesso  tempo,  ('equazioni  della  normale  saranno 
X — x -4- p(Z  — z)=o 
Y — y -t-  y (Z  z)  t=  o 

Da  questa  retta  si  passa  ad  un'altra  infinitamente  vicina 
col  differenziare  l’cquazioni  rapporto  alle  sole  variabili 
or,  y,  z,  mentre  sotto  l’indicata  ipotesi  le  X,  Y,  Z ap- 
partengono al  punto  d’intersezione;  si  avrà  dunque  dalla 
differenziazione 

d r -t-  p dz  sss  (Z  — z)  dp 
dy  -+-  q dz  ss  (Z  — z)  dy 

Di  qui  ne  segue,  che  per  la  determinazione  delle  tre  in- 
cognite X,  Y,  Z abbiamo  ottenute  quattro  equazioni,  e 
per  conseguenza  due  normali  alla  superficie  curva  non 
si  potranno  incontrare,  qualunque  sia  il  ravvicinamento 
dei  due  punti  nella  superficie;  contuttociò  l’incontro  po- 
trà aver  luogo  ^ qualora  il  secondo  punto  infinitamente 
vicino  al  primo  sia  preso  in  modo  da  verificar  l’equa- 
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zione  di  condizione,  dataci  dalle  quattro  equazioni  per 
l’eliminazione  delie  X , Y , Z.  Ora  le  due  ultime  non 
contenendo  che  la  z , otterremo  dallJ  eliminazione  di 
Z — z 

(dx  p dz)  dq  =s  (dy  •+•  q d z)  dp 
ove  sostituendoci 

dz  = pdx  -4-  qdy  , dp  = rdr  -+-  sd y , dq  = sdj?  -f-  tdy 
risulterà 

(<'*—  *'<)  -+-  (l'r  — r'()  ^ — >'r)  =»  o 

ove  per  brevità 

t « 1 ■+- P2  j s =pq  , ^-1 

Quest’  equazione  di  secondo  grado  essendo  identica  a 
quella  di  già  trovata  nel  parag.  228  per  determinare  la 
direzione  delle  tangenti  alle  sezioni  normali  di  curva- 
tura principale,  ne  segue  in  generale,  che  per  ogni  punto 
della  superficie  vi  sono  due  linee  di  curvatura  le  quali 
s’incontreranno  ad  angolo  retto,  e saranno  tangenti  alle 
sezioni  normali  di  curvatura  principale;  le  linee  di  cur- 
vatura sono  generalmente  curve  a doppia  curvatura,  e 
differenti  dalle  sezioni  principali.  Mongc  chiama  quiudi 
raggi  di  Curvatura  della  superficie  quelle  porzioni  della 
normale  compresa  fra  il  punto  (a?,  y,  z)  ed  il  punto  ove 
vieue  incontrata  da  due  altre  normali  infinitamente  vi- 
cine. Se  si  chiami  p questa  normale,  si  avrà 

pa  = (X  — x )2  «+■  (Y  — y)2  -H  (Z  — z)a 

ovvero 

p = (Z  — z)  1 p2  ■+•  q3 
Per  calcolare  questa  distanza  p , la  quale  convenga  ad 
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ambedue  le  linee  di  curvatura,  si  sostituiscano  i noti 
valori  di  dz  , dp , d q nelle  due  equazioni 

da?  p dz  = (Z  — z ) dp 

dy  q dz  = (Z  — z)  dy 

e troveremo 

(O  ■+■  />3)  — (Z— z)r}  dx  = ((Z  — z ) s — pq}  dy 

((1  -h  9»)  — (Z — ^ dy  = ((Z  — z ) s — p?)  dx 
Moltiplicandolo  adesso  fra  di  loro  e sostituendoci 

R i = 1/ 1 -H  pa  4-  » Z — zc=-£- 

«i 

risulterà 

(r*— «2)pa  — ^(1  -H^a)r  — 2p?s-h  (H-^j^Rjp-h  R4=o 

Questa  equazione  è identica  a quella  di  già  trovala  al 
parag.  229  per  i due  raggi  di  curvatura  principale , e 
per  conseguenza  i due  raggi  di  curvatura  della  super- 
ficie coincidono  ed  in  grandezza,  ed  in  posizione  con  i 
due  raggi  di  curvatura  principale. 

237.°  Esaminiamo  particolarmente  il  corso  nel  quale 
un  punto  della  superficie  sia  un  Ombilic  : abbiamo  di 
già  osservalo  verso  la  fine  del  parag.  230,  che  quando 
fra  i coefficienti  differenziali  di  primo  e di  secondo  or- 
dine sussista  la  relazione 


1 +pJ 


s 

M 


r 


dy 


allora  V equazione  di  secondo  grado  rapporto  a j-  , 

(U7 

che  si  può  chiamare  Equazione  delle  linee  di  curvatura 
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diviene  identica,  ciò  che  porta  a concludere,  che  in  que- 
sti particolari  punti  vi  passino  un'  infinità  di  lince  di 
curvatura;  ed  infatti  sotto  V indicata  ipotosi  le  sezioni 
normali  sono  tutte  principali,  e per  conseguenza  tutte  le 
linee  di  curvatura  tangenti  a tutte  le  infinite  sezioni 
normali  saranno  esse  stesse  infinite  di  numero  ; contut- 
tociò  secondo  il  sig.  Dupin  questo  numero  è limitato,  ma 
come  fa  riflettere  Poisson  queste  linee  di  curvatura 
saranno  infinite  di  numero,  se  si  tenga  soltanto  conto, 
rapporto  al  ravvicinamento  delle  normali,  che  agli  in- 
finitesimi di  primo  ordine;  ma  spingendo  l’approssima- 
zione agli  infinitesimi  degli  ordini  superiori  , allora  vi 
saranno  alcune  particolari  direzioni,  nelle  quali  il  ravvi- 
cinamento delle  normali  sarà  più  intimo  che  per  le  al- 
tre; quindi  è che  per  queste  particolari  direzioni  corri- 
sponderà certamente  un  numero  limitato  di  lince  di  cur- 
vatura ; andiamo  a verificare  1’  enunciata  proposizione 
per  mezzo  dell'  analisi.  Si  riprendano  1’  equazioni  della 
normale 

X — x -+-p  (Z  — z)  = o 
Y — y -+•  q (Z  — z)  = o 

e sostituendo  x 4-  dr  , y -4-  di/  , z 4-  dz  in  luogo  di 
x,  y,  z . . . si  tenga  conto  dei  differenziali  di  secondo 
ordine,  si  ricaverà  con  facilità  dopo  la  sottrazione  delle 
medesime  equazioni  come  per  il  teorema  di  Taylor  este- 
so a più  variabili 

d.r4-pdz4-  | (p  d2z-+-2(lp  dz)  — (Z  — z)  (dp  4-|  d1p)==o 
d y -4-  qàz  4-  | (?  à*z-ì-2àq  dz)  — (Z — z)  (d^  4-  £ d2^)=o 

Eliminando  la  differenza  Z — z si  otterrà  la  condizione 
dell’incontro,  ciò  che  da 

<w 

(dr  4-p  dz  4-  | p d*z  4-  dp  dz)  (d q 1 d *q) 

=»  (di/  4-  q dz  4-  | q d2z  4-  dq  dz)  (dp  4-  £ d?p) 
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Quando  un  punto  della  superficie  è un  Ombilic , abbia- 
mo veduto  al  parag.  230  che  Fcquazione  alle  lince  di 
curvatura 

(dx  •+•  p dz)  dy  *=  (dy  -f-  q dz)  dp 

è identicamente  nulla;  quindi  tenendo  conto  dei  soli  dif- 
ferenziali del  terzo  ordine,  otterremo  la  nuova  equazione 
di  condizione 

(dx  -t-p  dz)  d 2q  •+•  (p  d 2z  ■+■  d p dz)  dy 

(dy  4-  q dz)  dlp  4-  (q  d *z  -4-  dy  dz)  dp 

per  mezzo  della  quale  si  determina  la  direzione  delle 
linee  di  curvatura,  che  passano  per  un  Ombilic. 

Facendo  la  sostituzione  dei  differenziali 


dz  aes  p dx  -+-  y dy  j dp  = r dx  s dy 
dy  = s dx  t dy  , 

si  otterrà  il  rapporto  ^ alla  terza  potenza,  e perciò  per 

dx 

un  Ombilic  vi  passa  una,  o tre  linee  di  curvatura;  che 
se  anche  la  trovata  equazione  di  terzo  grado  fosse  in 
qualche  punto  della  superficie,  identicamente  nulla,  al- 
lora tenendo  conto  dei  difTcrenziali  terzi,  si  giungerebbe 

ad  una  equazione  di  quarto  grado  relativa  a — , 

dx 

e così  di  seguito;  e per  conseguenza  diremo  in  genera- 
le, che  per  un  Ombilic  passerà  sempre  un  numero  de- 
terminato di  linee  di  curvatura.  Noi  faremo  qui  un'os- 
servazione la  quale  può  avere  un  uso  vantaggioso  nelle 
applicazioni;  la  nuova  equazione  di  terzo  grado  relativa 

a — è precisamente  il  differenziale  della  prima 


(dx  H-p  dz)  dy  — (dy  -f-  y dz)  dp 
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quando  si  ritengano  per  costanti  d.r  ^ dy.  Con  questa 
osservazione  sarà  assai  facile  di  trovare  le  nuove  equa- 
zioni alle  lince  di  curvatura  , quando  per  un  qualche 
punto  particolare  della  superficie,  tutte  le  antecedenti 
divenissero  identicamente  nulle. 

Per  indicare  brevemente,  quando  possa  succedere  una 
delle  indicate  circostanze  prendiamo  un'ellissoide 


x1 

a* 


e la  precedente  equazione  di  secondo  grado  rapporto  a 
dy 

di  già  ottenuta  nel  parag.  228  diverrà  facilmente 
ax 

Xxy  -+■  (Bxa  — Aya  — AB)  jp  — B xy*=s  o 
ove  per  brevità 


B 


b*(a*  — £a) 
b*  — ca 


Da  questa  equazione  si  determineranno  per  ciascun  pun- 
to della  superficie  le  direzioni  alle  linee  di  curvatura  ; 
se  la  supponiamo  identicamente  nulla,  si  avrà  evidente-  ' 
mente 

xy  = o Bxa  — Aya  — AB  = o 

alla  quale  non  si  può  soddisfare  per  valori  reali  che  da 
y = o , ciò  che  da  insieme 

x = dr  l/"A 

Differenziando  l’equazione  trovata,  e ritenendo  costanti 
Ax  , dy  verrà 
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ove  sostituito 

y=o 

darà 


x =s  \ 


La  seconda  non  essendo  soddisfatta  da  valori  reali,  ne 
segue  che  per  il  punto 


y ==-•  o , x = A 


dell’ellissoide,  ove  corrisponde  un  Ombiìic , non  vi  passa 
che  una  sola  linea  di  curvatura.  Per  un  completo  esame 
delle  linee  di  curvatura  possono  consultarsi  le  opere  di 
Monge  e del  sig.  Leroy  ( Analyse  àppliquée  a la  Geo- 
metrie ).  Noi  termineremo  di  parlare  delle  linee  di  cur- 
vatura col  fare  insieme  con  Poisson  un'interessante  os- 
servazione, la  quale  riguarda  ancora  le  proposizioni  enun- 
ciate sulla  curvatura  delle  superficie.  Tutto  ciò  che  è 
stalo  detto  sulla  curvatura  delle  superficie  della  consi- 
derazione del  piano  tangente , e dalla  descrizione  della 
linea  di  second’ordine  descritta  nel  medesimo  piano,  sup- 
pone che  le  rette  tangenti  a tutte  le  sezioni  sieno  com- 
prese in,  uno  stesso  piano  tangente  condotto  in  un  dato 
punto;  ma  vi  sono  dei  punti  sopra  certe  superficie,  nei 
quali  quantunque  unico  sia  il  piano  tangente.,  contutto- 
ché non  sussistono  più  i teoremi  di  già  richiamati  sulla 
curvatura  delle  superficie.  In  questi  punti  speciali,  la  dire- 
zione delle  lince  di  curvatura,  non  prende  una  forma  in- 
determinata, come  negli  OmbUics , ma  il  loro  numero  è 
maggior  di  due,  e potrebbe  essere  quattro.,  sei,  ...  od  un 
numero  pari  in  generale;  nei  medesimi  punti  il  raggio 
di  curvatura  di  una  sezione  normale  potrebbe  ricevere 
più  massimi,  o minimi,  ed  il  loro  numero  corrisponderà 
sempre  a quello  delle  linee  di  curvatura. 

■■ — « ■ - 
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238.°  Se  delle  tre  coordinate  rettilinee  di  un  punto 
di  una  curva  tracciala  nello  spazio  se  ne  consideri  una, 
per  esempio  la  x come  variabile  indipendente,  allora  le 
due  equazioni  simultanee 

y — 9(x)  > * = <K*) 

le  quali  appartengono  alle  projezioni  della  medesima  liuea 
nei  piani  y x , z x , saranno  atte  a rappresentare  la  na- 
tura della  curva  proposta.  Supponiamo  adesso  che  di  uu’ 
altra  linea  tracciala  parimenti  nello  spazio,  sia  l’equa- 
zione 

y = $(*)  , * = x(*) 

Se  queste  due  curve  vengano  ad  incontrarsi  in  un  qual- 
che punto  (x  , y , z) , in  modo  da  ritenere  per  questo 
punto  i medesimi  valori  delle  coordinale  x , y,  s ; si  ve- 
rificherà evidentemente 

9(x)  = ${*}  , #c)=x(x). 

Queste  equazioni  soddisfatte  simultaneamente  da  valori 
reali  sono  sufficienti  a determinare  i punti  d' incontro 
delle  due  curve.  Immaginiamo  ora  che  le  due  curve  ab- 
biano fra  di  loro  un  contatto  in  un  dato  punto  ; alle 
precedenti  equazioni  dovranno  aggiungersi  le  condizioni 
della  retta  tangente  comune  : ciò  che  porta  naturalmente 
il  sistema 

9»  = $'(*)  » ’f '(*)  =x'(x) 

Quando  due  date  lince  tracciate  nello  spazio  hanno  co- 
mune la  retta  tangente  in  un  punto  dato,  c per  conse- 
guenza comune  uu  sol  punto , si  dirà  che  *ono  fra  di 
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loro  ad  un  contatto  di  primo  ordine.  Che  se  come  già 
si  é fatto  per  le  curve  piane,  abbiano  ancora  a verifi- 
carsi 

?"(*)  = *"(r)  , </,"(*)  = *"(.r) 

allora  diremo  che  queste  due  curve  hanno  comune  la 
retta  tangente,  il  piano  osculatore,  il  circolo  osculatore, 
il  piano  normale,  la  normale  principale,  e si  toccano  per 
conseguenza  alla  medesima  curvatura  : il  contatto  in  que- 
stione dicesi  di  secondo  ordine,  od  anche  osculazione,  e 
le  curve  si  diranno  per  la  stessa  ragione , osculatrici. 
Proseguendo  nella  stessa  guisa,  diremo  che  due  curve 
nelle  quali,  oltre  le  precedenti,  si  verifichi  ancora 

?'» = *» , r<*) = x» 

sono  fra  di  loro  in  un  dato  punto  (r,  y,  z)  ad  un  con- 
tatto del  terzo  ordine;  cd  in  generale  il  contatto  si  dirà 
debordine  ne8Ìmo,  se  le  funzioni,  e le  derivate  da  y , s 
fino  all’  en«ima  conservino  i medesimi  valori  nel 
passaggio  da  curva  ad  un’altra.  Ognun  vede  dalle  pre- 
cedenti condizioni , che  quante  volte  due  curve  situate 
nello  spazio  siano  fra  di  loro  in  un  dato  punto  ad  un 
contatto  di  un  ordine,  lo  saranno  anche  al  medesimo  or- 
dine di  contatto  le  projezioni  delle  linee  nei  tre  piani 
coordinati. 

239.°  Scegliendo  per  esempio,  I’  arco  s per  varia- 
bile indipendente,  e le  coordinale  x,  y,  z funzioni  dello 
stesso  arco,  si  giunge  facilmente  a stabilire,  che  le  due 
curve  avranno  un  contatto  dell’ordine  n,  se  le  funzioni 

x,  y,  z,  ;D,r_,  D$y , D,z  , D’x,  D’y,  D ]z 

D?x  , D?y  , D>  , 

conservino  il  medesimo  valore  nel  passaggio  da  una  curva 
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all’altra;  sotto  questa  ipotesi  le  tre  nuove  derivate 

V*s+'x  , D , D'+'z  , 

o qualcuna  di  esse  dovrà  prendere  un  valore  differente. 
Che  se  scelgasi  un'altra  data  quantità 

r *=  F(ar,  y,  z) 

funzione  essa  stessa  delFarco  s , avremo  egualmente 
Dar  «=  D^r  D4a;  4-  Dyr  D $y  4-  Dcr  Dj2 
DV  = D£r  -4-  D*  r D*  y 4-  D \r  D ]z  4-  . • • 


D?r  = D>  Df*x  4-  D"r  D,"y  -4-  D?r  V”z 
« 

Qui  pure  si  conclude,  che  se  due  curve  abbiano  fra  di 
loro  un  contatto  debordine  n tutte  le  funzioni 

r , D4r , D*r  , DV  , . . . . D"r 

conserveranno  il  medesimo  valore  nel  passaggio  di  una 
curva  ad  un’altra  per  il  punto  di  contatto. 

Per  mostrare  una  qualche  applicazione  supponiamo  di 
voler  conoscere  l’ordine  del  contatto,  che  passa  fra  una 
curva  data  tracciata  nello  spazio,  ed  un  circolo  deter- 
minato dall’intersezione  di  una  sfera,  e di  un  piano  che 
passa  per  il  centro;  se  sieno  X,  Y,  Z le  coordinate  del 
centro  , e p il  raggio  , avremo  primieramente  le  due 
equazioni 

(X  — xy  -4-  (Y  — yY  4-  (z  — z)2  = p 2 
A(X  — x)  4-  B (Y  — y)  4-  C (Z  — z)  = o 


Ora  i valori  delle  sette  indeterminate 

X,  Y,  Z,  p%  A,  B,  C 
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e che  evidentemente  si  ridurranno  a sei,  si  otterranno 
da  una  doppia  differenziazione  di  ambedue  1’  equazioni 
nella  supposizione  di  a?,  y,  z variabili,  vale  a dire 

(X  — x)  dx  4-  (Y  — y)  dy  4-  (Z  — z)  dz  = o 

(X — x)  d*rH-(Y — y)  d*y-t-(Z — z)d*z — dxa — dy* — dza~o 

A do?  4*  B dy  4-  C dz  = o,  A daa?  4-  B d*y  -f-  C daz=o 

Da  queste  due  ultime  si  ricaveranno  i valori  di  A,  B,  C 
come  si  è fatto  al  parag.  1 84,  ed  allora  si  deduce  l’equa- 
zione del  piano  osculatore 

A (X  — x)  -f-  B (Y  — y)  -4-  C (Z  — z)  =»  o 

la  quale  unita  alle  due  provenienti  dalla  differenziazione 
di  j3a , avremo  le  altre  tre  indeterminate  X , Y , Z , e 
quindi  il  raggio  p.  Da  tutto  ciò  si  vede  che  questo  cir- 
colo sarà  l'osculatore  della  curva,  e toccherà  la  curva 
nel  punto  (a?,  y,  z)  ad  un  contatto  del  second’  ordine  , 
mentre  nelle  trovate  espressioni  non  vi  sono  che  diffe- 
renziali del  primo,  c secondo  ordine:  di  più  le  prece- 
denti formolo  sussistono  qualunque  sia  la  scelta  della 
variabile  indipendente. 

240.°  Per  il  contatto  di  due  superficie  curve  che 
supporremo  rappresentate  dall’cquazioni 

z =/(-r>  y)  » * «=>»  f(*,  y) 

noi  osserveremo  che  chiamando  Aa? , A y , Az  tre  incre- 
menti infinitesimi  delle  x , y,  z comuni  alle  due  super- 
ficie, la  differenza 

f(x  4-  Aa? , y 4-  Ay)  — f(x  4-  Ax  , y 4-  Ay) 

sarà  un  infinitesimo  di  un  certo  ordine,  e che  potremo 
anche  assumere  per  l'ordine  del  contatto  delle  due  su- 
perficie nel  punto  (x,  y,  z). 
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Pongasi 

Ax  ±=  a &r , Ay  = a dy 

ed  insieme 

F(a)  4-  « dx,  y 4-  a dy)  — f(x  4-  a dx,  y 4-  a dy) 

ove  F(a)  sarà  infinitesimo  con  a.  Supponiamo  che  F(«) 
sia  un’infinitesimo  debordine  n , allora  é chiaro,  che  si 
avrà 

F(o)  = o , F'(o)  =»  o , F"(o)  = o . . . Fl«)(o)  = o 
o ciò  che  torna  lo  stesso 
J\xì  y)  — y)  = o d f[x,  y)  — df(x,  y)  — o 
&f{x,  y)  — daf(x,  y)  = O , 

d nf(x,  y)  — d"f(x,  y)  = o , 

Se  si  eseguiscano  queste  differenziazioni , e si  avverta 
alla  indipendenza  delle  variabili  x,  y , vedremo  che  le 
precedenti  condizioni  si  ridurranno  alle  parziali 

J\x > y)  = y)  » D-s/fo  y)  = y)  t=o 

Dr/(r,  y)  = Dyf(x,  y)  , D^x,  y)  = DJf^,  y) 

Dx  D^x,  y)  = Dx  Dyf(x,  y) , D’/{x,  y)  = DJ  f(x,  y)=o 


- D;f(r,  y) 


I£/l*  . y)  « ^f(x,  y) , DJ/fa  y) 

Dr  Dy/(r,  y)=i>r  Dyf(*,  y) 

e;-1  Dx/(X,  y)  = D"-1  Dxf(x,  y) 
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Sull' Equazioni  a derivate  parziali  delle  superficie  curve 
generale  dal  movimento  delle  linee. 


241.°  Se  fra  due  parametri,  o costanti  arbitrarie 
C,  Ci , e due  quantità  v , w funzioni  delle  tre  coordi- 
nate rettilinee  sussistano  le  relazioni 

V S=»  C , W = Cj 

ed  insieme  sia 

c,  « ?(C) 

allora  come  già  si  conosce 

IV  = 9(t>) 

rappresenterà  nna  superficie  generata  dal  moto  di  una 
linea,  della  quale  le  sue  equazioni  sono  evidentemente 

v = C , w = (p[ C) 

Il  movimento  della  linea  generatrice 

v =a  C , w = 9(C) 

è tale  che  la  costruzione  della  superficie  generata  di- 
pende da  una  sola  funzione  arbitraria  : c sarà  assai  fa- 
cile per  mezzo  di  alcune  equazioni  a derivate  parziali 
del  primo  ordine,  far  scomparire  la  funzione  arbitraria 
contenuta  nella  sua  equazione  finita 

w = (p(v) 

Infatti  considerando  la  z,  funzione  delle  altre  due  .r,  \jj 
e ponendo 

p = D,z  , q*=VyZ 

noi  avremo  da  una  successiva  derivazione  parziale  rap- 
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porto  ad  x,  ed  y le  due  nuove  equazioni 

Dxtv  ■+-  p D,w  = (?' (v)  (D*t>  -+-  p D,i>) 

Drw  -f-  q D3w  = (Dr«  ■+■  q Dtv ) 

ove  dividendo  la  prima  per  la  seconda  e facendo  per 
brevità 


R = Dvtv  Dyt>  — Dj»  , P = D3u  Dytv  — Dyt>  ì)sw 
Q = Dxi>  D.w  — D.r'v  D.t> 


verrà 

Pp-H  Q q = R 

Tal’è  r equazione  a derivate  parziali  di  già  rinvenuta 
con  lo  stesso  metodo  al  parag.  83  , quando  si  parlava 
dcirdiminazione  delle  funzioni  arbitrarie  contenute  nel- 
l’cquazioni  finite.  Alla  medesima  espressione  si  può  giun- 
gere anche  nel  modo  seguente.  Si  differenzino  comple- 
tamente le  due  equazioni  della  generatrice 

fi=C,  tv  c==  Ci 

si  avrà 

Dxa  dx  -+-  Dyu  dy  D.v  dz  = o 
D*tv  dx  -H  Dytv  dy  -+-  D.tv  dz  = o 


dalle  quali  per  via  deirdiminazione  troveremo 

d x dy  dz 

7 “ Q = ¥ 


D'altronde  per  la  considerazione  di  z funzione  delle  or,  y, 
si  ha 

ds  = p dx  -4-  q dy 


ove  sostituiti  i valori  di  da? , dy , d.s  , tornerà  l’equa- 
zione a derivate  parziali  di  già  ritrovata.  Questa  teoria 
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trova  una  facile  applicazione  alle  superficie  cilindriche, 
coniche,  conoidi,  e di  rivoluzione. 

242.°  In  una  superficie  cilindrica  generata  da  una 
retta,  che  muovesi  parallelamente  a se  stessa , potremo 
avere  due  equazioni  comprese  nelle  formole 

x—  QCo  __  y — yQ  __  Z — 
a b c 

ove  x0  , y0 , zq  sono  le  coordinate  di  un  punto  dato 
della  retta  in  proposito;  ed  avremo  dalla  differenziazione 

d#  dy  d z 
a b c 

quindi  per  il  consueto  valore  di  àz  , otterremo  l’equa- 
zione a derivale  parziali  di  tutte  le  superficie  cilindriche 

t = ap  4-  bp 

Neir  ipotesi  degli  assi  ortogonali  j le  costanti  a , b j c 
rappresentano  i coseni  degli  angoli  che  la  generatrice 
forma  con  i medesimi.  È facile  poi  da  una  semplicissi- 
ma considerazione  geometrica  stabilire  la  ritrovata  equa- 
zione. Ponendo 


bxQ  — ay0  = C , cxQ  — az0  = Ct 

l’cquazioni  della  generatrice  saranno 

bx  — ay  = C , ex  — az  = q?(C) 

Che  se  la  generatrice  vien  data  come  l’ intersezione  di 
due  piani 

ìx  -+-  my  4-  nz  = C , + ™iy  4-  nxz  = Cx 

allora  dalla  differenziazione  si  ha  egualmente 
/ dx  m dy  4-  n dz  = o , lxdx  4-  wAdy  -f-  ttids  = o 


i 
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dJoftde 


dx 


dz 


mwx  — mtn  nlt  — lnt  Imi  — 


e quindi  fatto 

mnx  — mtn  = a , rdl  — Int  =3  b , lmx  — mix  =*  c 

si  otterrà  la  stessa  equazione  di  prima. 

Per  una  superficie  conica  generata  dal  moto  di  una 
retta  attorno  un  punto  fisso  ( x0 , y0,  z0)  che  si  riduce  alla 
sommità  del  cono,  noi  avremo  l’equazioni  della  forma 


x — xD 


y — 


Za 


Per  questa  generatrice  noi  faremo 

y — y*  =|aC  * ~ *v 

X — Xo  « X *o 


— ■=»  Ct 

a 


quindi  dalla  differenziazione 

(x  — xo)  dy  — (y  — y0)  dx  *=  o 
(x  — x0)  dz  — (z  — z0)  dx  =3  o 

dx  dy  dz 


ossia 


Z Zc 


X — X0  y — y0 

d’onde  il  consueto  valore 

* 

dz  ==  p dx  -4-  q dy 

{ « 

darà  immediatamente 

% — *0=  p (x  — x0)  4-  q (y  — y0) 

Queslequazione  a derivate  parziali  atta  a rappresentare 

38 


5 n 

una  superficie  conica  qualunque  si  può  ritrovare  col  ri- 
flettere, che  il  piano  tangente  una  superficie  lo  tocca  lun- 
go tutta  finterà  generatrice 

X — XQ  x Xo 

e quindi  passerà  anche  per  la  sommità  ( xQ  , yQ  , z0  ). 
Nell’ipotesi  che  Torigine  sia  nello  stesso  vertice,  allora 
^equazioni  della  generatrice  divengono 


come 

z ==  px  4-  qy 

sarà  l’equazione  a derivate  parziali. 

243.°  Una  superficie  conoide  è generata  dal  movi- 
mento di  una  retta  parallela  ad  un  piano  dato,  e costretta 
a strisciare  costantemente  sopra  una  retta  fissa,  che  di- 
cesi asse  , e ad  una  curva  data.  Sieno  xQ  , y0  j z0  le 
coordinate  di  un  punto  dato  dell9  asse;  le  sue  equazioni 

saranno  della  forma 

« 

x —xQ  y — !/o  __  * —•  *o 

a b c 

Uà  retta  generatrice  potrà  essere  considerata  come  f in- 
tersezione di  due  piani 

Lx4-My4-Nz=«K 

L'(x  — xo)  -4-  W(y  yQ)  4*  N'(*  — ze)  = o 

il  primo  dei  quali  sia  parallelo  al  piano  dato,  ed  il  se- 
condo passi  per  f asse  ; quindi  è che  fra  i coefficienti 
h'j  M',  N ed  a , ó,  c sussisterà  la  relazione 

i/a  4-  M'ó  4-  Nc  ==  o 
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Eliminando  N'  verrà  con  facilità 


V b(z  — Zo)  — c (y  — y0) 

M'  c(x  — x0)  — a(z  — zQ) 


Qui  le  costanti  arbitrarie  sono  evidentemente  i coeffi- 
cienti 1/  , M* , N'  e K , e perciò  l’equazioni  della  ge- 
neratrice saranno 


Lx  -4-  My  H-  Nx 


C, 


* (z  - ^ - c(y  - yJ  = p (O 

c (*  — *o>  — «(*  ““  x°) 


Differenziando  i primi  membri,  otterremo  le  nuove  equa- 
zioni differenziali 


L dx  ■+■  M dy  -4-  N dz  =»  o 

^£(2  — So)  — c(ìj  — y0)^dx  -4-  (c(x— xQ)  — a{s—Zo)^  dy 

•+-  (a  (y  — y0)  — b(x  — a?0))  àz  «==  o 
od  anche  ponendo 

L,  = 4(x  — *0)  — c(y  — Vo) 

Mt  = c(x  — x0)  — a(z  — zQ) 

N,  =1  a(y  — y0)  — — *<>) 

verrà 

L d.r  -t-M  dy  -4-  N dr  = o,  L,  dr  -4-  Midy  •+•  N,ds  =0 
d’onde 

àx  dy  d z 

MN,  — M,N  8=3  NL,  — N,L  LMg  - ML, 

quali  valori  sostituiti  nella  consueta  espressione  di  àz, 
ricaveremo 

LM,  — ML,  = p (MN*  — -M,N)  -4-  q (NL,  — LNi) 
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« • » 

la  quale  si  potrà  anche  porre  sotto  la  forma 

Lj  -+-  p Nj *+■  q Nt 

L p N M •+•  q N 

e sostituendoci  nuovamente  i valori  di  Li  Mx  , N!  sarà 

• . » 

i(r — *<>)  — «(y— y»)  •+■  p(«(  y— y»)—  *(*— *•)) 

' L + pN  " <■  ’ 

e(x — x0)  — a(z—z0)  ■+■  q (a(y—y0)  — b(x—x)J 
***  M -H  q N *' 

Oltre  queste  due,  avvene  una  terza  più  semplice  delle 
precedenti,  e che  verrò  ad  indicare  in  poche  parole.  Nei 
due  membri  della  prima  trovata  espressione  dopo  la  so- 
stituzione dei  coefficienti  Li  , Mj , N,  si  aggiungano  le 
quantità 

paL(x — x0) , qbìl(y — y0)  , — c N(z — sQ) 

risulterà  ‘ - 5 * 

(alt  6M  -4-  cN)  — x0)  -+•  q ( y — yQ)  — (z — 

/ # * ' • % 

=*=  (ap  +bq-~c)  ^L(x — x0)  -*-M(y— y0)-t-N(z— z0))  . 

Quando  gli  assi  fossero  ortogonali.,  e si  volesse  di  più 
che  la  generatrice  fosse  perpendicolare  all’asse  della  Co-»- 
noide,  allora  chiamando  a , /3 , 7 gli  angoli  che  Tasse 
delle  superficie  forma  con  gli  assi  delle  Xj  y,  z,  si  avrebbe 

a «=  cos  a , b = cos  /3  , c =*  cos  y 

t * , 

* * » 

ed  insieme  si  potrebbe  prendere 

'Licosa,  M = cos/3,  Nacosy 

* * 
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in  questa  ipotesi,  l’equazione  si  ridurrà  ad 

p(x  — x0)  -h  q (y  — yQ)  — (s  — *<>) 

«=  ( ap  -*rbq  — c)  (h(x—x0)  N (*— *0)) 

È facile  di  formare  un’enunciato  geometrico  di  prima 
espressione.  Supponiamo  adesso,  che  l’asse  della  super- 
ficie si  confonda  con  1’  asse  delle  z , e che  il  punto 
(#«,,  y0,  z0)  coincida  con  l’origine,  ed  insieme  la  generatrice 
sia  parallela  al  piano  delle  x\j,  si  avrà 


xQ 


come 

L <=  M = o ed  a = ^ o,  c r=  N = 1 

» 

quindi  1’  equazione  a derivate  parziali  della  superficie 
conoide  diviene 

px  4-  qy  « o • 

ed  è chiaro  che  l’equazioni  della  generatrice  saranno 


~ = G , Z e=s  <p(C) 


Sarà  utile  qui  di  osservare  che  le  precedenti  ultime  equa- 
zioni sussistono  quando  anche  fossero  obliqui  gli  assi 
coordinati. 

244.°  Una  superficie  di  rivoluzione  vien  generata 
dalla  rotazione  di  Una  curva  attorno  un  dato  asse,  ed 
anche  può  concepirsi  generata  da  un  circolo  di  raggio 
variabile,  perpendicolare  all’asse  di  rotazione,  e di  cen- 
tro nei  respettivi  punti  dell’asse. 

Sieno  x0 , yQ  j xQ  le  coordinate  di  un  punto  dato  del- 
l’asse, ò evidente  che  l’equazione  del  circolo  di  raggio 
variabile.,  potrà  considerarsi  come  l'intersezione  di  un 
piano  perpendicolare  all’asse , e di  una  sfera  di  raggio 
R variabile,  col  centro  x0  , y0 , sQ  nell’asse  stesso.  Ri- 
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tenendo  come  sopra,  che  e , e',  £ sieno  gli  angoli  degli 
assi  ary , xz , yz , avremo  le  due  equazioni 

Li+My  + Nzc=K 

{x—xoy  -+■  (y — y0)a  •+•  (*— zoy  -t-2(a— (y — y0)  cos  e 

«+■  2(a: — x0)  ( z — zQ)  cos  e'h-  2(y — y0)  (z — z0)  cose"=R* 

Qui  le  costanti  arbitrarie  saranno 

C — K , C,  = R> 

per  cui  queste  equazioni  appartengono  alla  generatrice. 
Differenziando,  e facendo  per  brevità 

L*  = x — x0  «+•  (y  — y0)  cos  s ■+•  (z  — - z0)  cos  s' 
= y — yQ  -+-(x  — x0)  cos  s -f - (z  — z0)  cos  e" 
N,  = z — :a  + (i  — a?0).cos  ^ -4-  (y  — y0)  cos  e" 


yerrà 


L<Lr-4-Mdy-t-Ndz  = o 


Lidx  + Mjdy  ■+■  Njdz  =0 

quindi  dall’eliminazione,  e dalla  sostituzione  dei  valori 
di  da?,  dy,  dz  nella  consueta  formola 

dz  = p àx  •+•  q dy 

si  avrà 


LM,  — LjM  = p (MN,  — NM.)  -f-  q (NLf  — LNi) 

Facciamo  di  nuovo  la  sostituzione  dei  valori  di  L,  , M,  , 
Ni  , e raccogliamo  i termini  moltiplicati  per  i fattori 
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T — x0  , y — yo , * — *o , si  ricaverà 

(#— a:0)  (Mcose — Ncos  e)-f^(N — Lcos  e/)-+-M — Lcoss^ 

•*-(y— y0)  (Mcoss" — N)-hy  (Ncos  s — Lcos  e^^-Mcos  s-L^ 

-Hf* — x0)  ^p  (M — Ncos  {')-\-q(]$co3£' — LJ-f-Mcoss' — LcoM"j<=*o 

Tal’è  sotto  la  forma  più  generale  l’equazione  a derivate 
parziali  di  una  superficie  di  rivoluzione.  Nell’ipotesi  che 
gli  assi  sieno  ortogonali;  si  riduce  ad 

« 

( r — x0)  (M-t-flN)— (y — yo)  (L-f-pN)n-(x— xG)  (pM-^L)=o 

Che  se  inoltre  Tasse  di  rotazione  si  confonda  con  l’asse 

> 

_ delle  z , ed  il  punto  ( x0  , y0 , z0)  sia  la  stessa  origine 
delle  coordinate,  avremo 

qx  — P!/  = o 

In  questo  caso , I’  equazioni  della  generatrice  saranno 
delia  forma 

Z era  C , X2  -4-ya  -4*JSa  = 9(C) 

od  anche  della  forma  più  semplice 

* = C , x2  ya  =p(C) 

4 

Ambedue  delle  indicate  equazioni  soddisfano  alla  me- 
desima equazione  a derivate  parziali. 

È assai  facile  di  formare  delle  applicazioni  data  che 
sia  T equazione  della  curva  generatrice  attorno  T asse 
delle  z.  Per  mostrare  un  solo  esempio  interessante , e 
che  trovasi  congiunto  con  altre  teorie  di  già  esposte, 
consideriamo  una  superficie  di  rivoluzione  , la  quale  è 
conosciuta  sotto  il  nome  di  superficie  del  toro , e che  vien 
generata  dalla  rotazione  di  un  circolo  attorno  un  dato 


600 

asse  che  non  passa  per  il  centro.  Sia  a la  distanza  del 
centro  dall’  asse  di  rotazione  , e che  riterremo  essere 
quelle  delle  z,  sia  c il  raggio  di  questo  circolo , ed  u 
P ordinata  di  un  punto  qualunque  della  circonferenza  , 
corrispondente  all’ascissa  z,  si  avrà  in  generale 

x2  -h  u2 

d’altronde  per  l’equazione  del  circolo  di  raggio  c,  si  ha 

• . . .jl 

u — a = (c2  — z3)2 

» 

d’onde  la  richiesta  equazione  del  toro  sarà 

(iv  a 

a-t-(ca—  z2)*) 

od  anche 

x2  •+■  y2)9  — e==>  c2  — z2 

Se  si  tolgano  i radicali  si  giungerà  ad  un’equazione  di 
quarto  grado,  e perciò  la  superficie  del  toro  appartiene 
al  quarto  ordine,  e che  sarà 

( x 2 -+-  y2  -t-  z2  -q-  a1  — c2)2  = 4aa  (xa  -+■  y2) 

Quando  a si  annulli  si  riduce  evidentemente  all’  equa- 
zione della  sfera.  Si  seghi  ora  la  superficie  con  un  piano 
parallelo  al  piano  delle  xz  , e supponiamo  che  il  piano 
secante  sia  distante  dall’asse  delle  quantità  c,  che  rap- 
presenta il  raggio  del  circolo,  si  dovrà  fare  nelTequa- 
zione  del  toro  y = c , d’onde  per  l’equazione  della  se- 
zione risulterà 

( x 2 -f-  z2  ■+•  a2)1  = 4oa  (x2  ■+•  c2) 
e che  si  potrà  anche  rappresentare  per 

*4  H-  2xa  (a2  •+•  x2)  (a2  — x2)2  = 4aa  ca 
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Sia  6 una  costante,  maggiore,  5 minore  di  a,  e pren- 
diamo 


b* 


la  precedente  equazione  si  ridurrà  ad 

m 

s4  4-  2z2  ( a 3 4-  x2)  (a3  — x7)2  = M 

% 

la  quale  appartiene  evidentemente  airEllissi  del  Cassini; 
quindi  la  curva  in  questione  gode  della  proprietà  ri- 
marcabile di  essere  una  sezione  del  toro. 

245.°  Se  ncll'equazioni  di  una  linea  vi  si  conten- 
gano più  costanti  arbitrarie  C,  C, , Ca  , C3 in 

modo  che  con  le  variabili  x,  y,  z sia  generalmente 

f[x , y , s,  C,Ci,  Ca.  . . . ) = o 

F(a?,  y,  2 , C,  Ci , Ca  • • • • ) ===  o 

allora  supponendo  che  fra  le  costanti  C , Ct , Ca  ...  sus- 
sistano dei  rapporti 

Cx  = 9(C)  » Ca  =■  ti»(C) , C3  ~ x(Q .... 
le  nuove  equazioni 

/|^  » y » 2 » C J 9(C)  y «CJ  » x(^)» 

F (x , y , z , C , 9(0  1 » X(C), ...)— o 

* 

rappresenteranno  per  un  infinità  di  valori  della  costante 
C una  linea  che  si  muove  in  modo  da  generare  una 
certa  superficie,  la  costruzione  della  quale  dipende  da 
più  funzioni  arbitrarie.  Liquazione  finita  di  questa  su- 
perficie si  otterrà  daH’eliminazione  della  costante  C fra 
le  due  riportate  equazioni  della  generatrice.  Sotto  questa 
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ipotesi  una  o più  equazioni  a derivate  parziali  le  quali 
in  generale  saranno  di  un  ordine  superiore  al  primo 
potranno  rappresentare  la  superficie  proposta.  Queste 
equazioni  si  otterranno  primieramente  da  una  successi- 
va derivazione  parziale  rapporto  ad  x , ed  y delle  equa- 
zioni delle  generatrici,  e di  considerare  la  z , e C,  co- 
me funzioni  delle  r,  y,  e quindi  di  eliminare 

C,  D*C , DrC , /(C),  . . . f(C)  . . . 

fra  queste  ultime,  e quelle  della  generatrice.  Quantunque 
in  generale  aumentando  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie 
contenute  neirequazioni  della  generatrice  aumenti  Pordi- 
ne,  ed  il  numero  delle  equazioni  a derivate  parziali  atte  a 
rappresentare  la  natura  della  superficie  generata,  pur  tut- 
tavia se  fra  le  funzioni  arbitrarie  sussistano  certe  parti- 
colari relazioni,  si  potrà  abbassare  non  solo  il  numero, 
ma  ben  anche  Pordine  delPequazioni  a derivate  parziali,  la 
quale  essendo  priva  di  tutte  le  funzioni  arbitrarie,  rap- 
presenterà nello  stesso  tempo  la  superficie  in  proposito. 
Per  mostrare  una  qualche  applicazione  supponiamo  di  vo- 
ler determinare  Pequazione  a derivate  parziali  della  su- 
perficie sviluppabile,  la  quale  abbia  per  generatrice  le 
differenti  rette  tangenti  una  curva  a doppia  curvatura. 
Sieno 

X = ?(:)  , y = <f(z) 

Pequazioni  della  linea,  se  si  prenda  nella  curva  un  punto 
z = C,  x — p(C) , y — x(Q 

è chiaro  che  Y equazioni  della  retta  tangente  in  questo 
punto  saranno  della  forma 

x — <p(C)  y — m 

?\ e»  ~ m 


c 


' 603 


Eseguendo  una  differenziazione,  avremo 

dx  dy 


?'(C)  f(C) 


= dx 


la  quale  in  forza  dcirantccedente  formola  si  ridurrà  ad 

dx  dy  dz 

x — - p(C)  y — ip(Cj  8=3  z— C 

Ora  avvertendo  che  per  l’equazione  della  superficie 

dz  e=s  p dx  •+•  q dy 
si  ricaverà  da  ambedue 


1 =PflC)  + ?f(C) 

z — c =p  (x  — f (C>)  -h  (y  — ^ (C)) 

Non  rimane  dunque  altro  che  eliminare  le  funzioni,  e 
la  costante  : l’ultima  equazione  rappresenta  la  superficie 
sviluppabile,  purché  fra  i coefficienti  p,  q e le  derivate 
9(C) , <//(C)  sussista  la  trovata  relazione.  Eseguendo  per- 
tanto due  derivazioni  parziali  nel  valore  di  z — C rap- 
porto ad  x,  ed  y,  e ponendo  x 

r = D xp  , t = Dyq , s = D*  D yp 

ossia 

r = D \z  , t = D’y  , s = D,  Dyz 

otterremo 

p dx  — dC  = p(dx — <p'( C)  dC^  -t-  r dx  (x*  — 9 (C)^ 

4-  s dx  (y  — ^ (C)^  — y^'(C)dC 
y dy  — dC  = s dy  (x  — 9 (C)^  — p 9'(C)  dC 
*+* 1 dy(y  — <P  (C))  -4-  y (dy  — dC^ 
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queste  due  daranno  evidentemente 

o =•  r (x  — <p  (CA  tU  — li  (C)^ 

o = s (x  — ? (C))  -H  (y  — </-  (C)) 
d’onde  verrà 

rt  = sa 

Tai’è  l’equazione  unica  a derivate  parziali  del  secondo 
ordine  di  una  superficie  sviluppabile,  e che  risulta  dal- 
relimi  nazione  delle  quattro  funzioni 


?(C) , <MC) , ?'(C) , f(C) 

Alla  medesima  espressione  si  giunge  coll’ osservare  che 
dalle  due  equazioni 

1 «=  p ?'(C)  -¥■  q 

X — c = P (x  — <f  (C))-+-  ? (y  — <C>) 

si  deduce  in  generale 


P = f(C)  , ?=  f.(C) 

d’onde 

p = F(j) 


e perciò  derivando  parzialmente  rapporto  ad  x,  ed  y , 
si  ha 

r = F'(y)  s , s = F'(?)  t 

e quindi 

ri  — sa  = o 

* « 

246.°  Consideriamo  in  fine  una  superficie  gobba 
generata  da  una  retta  che  striscia  sopra  due  direttrici 
qualunque,  restando  nello  stesso  tempo  parallela  ad  un 
piano  dato. 


I 
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Sieno 

f(x,  y,  x)  = o , . f,(x,  y,  x)  = o * 

requazioni  di  nna  delle  direttrici,  cd 

/(*»  *)•=  o , /«(a?,  ^ *)  = o 

l’equazioni  della  seconda  delle  direttrici.  Se  per  sempli- 
cità il  piano  direttore  sia  parallelo  al  piano  delle  xy  , 
requazioni  della  generatrice  saranno  della  forma 

y = C«r  "f*  Ci  , z ■ — 3 Ca 

Per  esprimere  la  condizione  che  questa  retta  striscia  si- 
multaneamente sopra  le  due  direttrici,  converrà  che  i 
due  sistemi 

* 

y t=  Cjc  ■+•  Ci  , z = Ca  , f(x,  y>  z)  =2  o , fi(x,  y,  z)  = o 
y=Cx+Ct , a -=  Ca , /(*,  y,  z)  c=  o y,  z)  = o 

Sieno  verificati  dai  medesimi  valori  di  a?,  y,  z : quindi 
eliminando  Xy  y,  z in  ciascun  di  questi  due  sistemi,  si 
giunge  a stabilire 

Ci  = 9(C)  , Ca  « Ó(C) 

d’onde  anche 

s C =>  *(C2)  , Ci  - x(Ca) 

d’onde  eliminando  fra  queste  equazioni  e quelle  della 
generatrice  le  costanti  C,  Cf , C2  verrà 

J <=*$(*)  4- *(*) 

r • 

Tal’è  l’equazione  finita  della  richiesta  superficie;  1’  eli- 
minazione delle  due  funzioni  arbitrarie  si  farà  ora  per 
mezzo  dell’equazioni  a derivate  parziali;  infatti  eseguen- 
do due  derivazioni  una  rapporto  ad  Xy  ed  una  rapporto 


606 

ad  y,  verrà 

Q(z)  -+• x Q'(z) p + /(i)pc=  ° 
1 = X $'(*)  q ■+■  *'(*)  1 
dalle  quali  si  deduce 


Proseguendo  le  derivazioni  parziali  rapporto  ad  x , ed  y, 
si  ottiene 

-£=£•— n*,  £=*- — »'<% 

quindi  eliminando  $'(z)  , avremo  in  fine 

q2r  — 2p  q s «+•  pH  *=»  o 

Quest'  equazione  a derivate  parziali  del  second’  ordine 
non  lineare  rappresenta  la  superficie  gobba  in  proposito, 
ove  due  posizioni  consecutive  della  generatrice  non  sono 
in  linea  retta. 


Sul? Equazioni  delle  superficie  generate  dal  moto  di  una 
linea  obbligata  a passare  per  una  direttrice  dataj 
ed  in  particolare  delle  superficie  coniche , cilindriche , 
conoidij  e di  rivoluzione  circoscritte  ad  una 
superficie  data . 

•»  » 

247.°  Consideriamo  una  superficie,  della  quale  la 
sua  costruzione  dipenda  da  una  sola  funzione  arbitraria. 
Sieno  secondo  il  consueto 

V mm  C , W ess  g>(C) 
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Tequazioni  della  generai rice , ove  v , tv  sono  due  fun- 
zioni determinate  delle  tre  coordinate  x , y,  z.  Sieno  di 
più 

f(a;,  y,  z)  = o fi(r,  y,  :)  = o 

Tequazioni  rappresentante  la  linea  direttrice  del  moto 
della  generatrice.  Per  determinare  Tequazioue  della  su- 
perfìcie generata  dal  movimento  di  questa  linea  obbli- 
gata a passare  per  una  data  direttrice,  converrà  assog- 
gettare la  natura  della  funzione  arbitraria  cp , a verifi- 
care Tindicala  condizione;  ciò  che  noi  potremo  ottenere 
nel  modo  seguente  : infatti  sieno  sempre  j?,  y,  z le  coor- 
dinate di  un  punto  qualunque  della  direttrice,  come 
£,  vj,  £ sieno  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
generatrice,  è evidente  che  chiamando  V , W ciò  che 
divengono  v , tv  per  la  sostituzione  di  §,  >j,  £ invece  di 
x , y,  2,  si  avrà 

V = t> , W=tv 

quindi  eliminando  x , y,  z fra  queste  due  equazioni,  e 
quella  della  direttrice,  si  giungerà  ad  un'  equazione  la 
quale  non  contenendo  che  le  tre  coordinate  >j,  £ rap- 
presenterà certamente  la  superficie  in  questione.  È fa- 
cile di  applicare  questa  teoria  alle  superficie  coniche,  ci- 
lindriche aventi  per  direttrice  una  linea  piana,  ed  in 
particolare  una  del  second’ordine. 

Supponiamo  adesso  che  la  proposta  superficie  debba 
essere  circoscritta  ad  una  data  superficie  rappresentata 
da  una  equazione 

u = o 


In  questa  ipotesi  la  direttrice  si  confonderà  con  la  li- 
nea di  contatto  delle  due  superficie  : ora  la  normale  con- 
dotta per  un  punto  qualunque  (r,  y , z)  delta  linea  di 
contatto,  e la  tangente  condotta  per  il  medesimo  punto 
alla  generatrice  della  superficie,  s'incontrano  ad  angolo 
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retto,  e perciò  avremo  l’equazione  di  condizione 

P D xu  -h  Q D,u  -+-  R Dsu  = o 

ove  P,  Q,  R come  dal  parag.  241  sono  le  tre  note  fun- 
zioni delle  x , y,  z proporzionali  ai  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente,  alla  generatrice  con  i tre  assi  or- 
togonali, come  Dxtt,  Dru,  D,w  sono  proporzionali  ai  co- 
seni degli  angoli  formati  dalla  normale  alla  linea  dei 
contatti  con  i medesimi  tre  assi  ; e perciò  P equazioni 
della  direttrice  saranno 

« = so,  P Dxu  4-  Q Dyu  R Dau  = o 

ed  infine  l’equazione  della  superficie  si  otterrà  dalPcli- 
minazionc  delle  tre  coordinate  x , y,  z fra  le  due  ultime 
e le 

y » v , w = tv. 

248.°  Vediamo  come  questa  trovi  una  facile  appli- 
cazione alle  superficie  coniche.  Un  cono  dicesi  circo- 
scritto ad  una  superficie  curva,  quando  viene  generato 
da  una  retta  che  passando  per  un  punto  fisso  muovesi 
tangenzialmente  alla  superficie.  Sicno  x0  , y0 , zQ  le  coor- 
dinate del  vertice  preso  in  un  punto  del  piano  tangente 
e da  questo  punto  si  conduca  una  retta  al  punto  di  con- 
tatto (x,  y,  z)y  Inequazioni  della  generatrice  saranno 

S — .To  xa  — x >3  — y0  yQ  — y 
C — = C — * ’ ? — xo  “ C — z 

e per  quanto  si  è detto  alla  fine  dell'antecedente  parag. 
le  P,  Q,  R saranno  incluse  nella  frazione 

P Q R 

x—x0  y—  y0  z—Zo 
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d’onde  l’cquazioni  della  direttrice  saranno 

« «=  o,  (x — xQ)  Dx«  4-  (y~ y<>)  Dyti  -4-  (z—  z0)  D.u  e=  o 

quindi  per  ottenere  l'equazione  della  richiesta  superG- 
eie  conica  basterà  eliminare  le  x , y,  z fra  l’ equazioni 
trovate  della  direttrice,  e della  generatrice. 

Supponiamo  per  una  qualche  applicazione  che  l’equa- 
zione uc=so  si  riduca  ad  una  superGcie  del  second'or- 
dine  della  forma 

Ax*  4-  Pya  4-  C z*  4-  £Dyz  4-  2E xz  4-  2Fxy 

4“  2Gx  4*  2Hy  4**  2Lz  •—  K = o 

si  avrà 

Dxu  = 2(Ax  4-  Ez  4-  Fy  4-  G) 

DyU  = 2(By  4*  Dz  4“  Fx  4*  H) 

D.u  = 2(Cz  4-*  Dy  4“  Ex  4-  I ) 

d’onde  l'equazione  della  direttrice  cpverrà  per  V equa- 
zione della  superGcie., 

(Ax0  4-  Ez0  4-  Fy0  4*  G)  x 4-*  (By0  4-  Dz04-Fx0  4“H)y 

ffc 

4“(Gz0  4-Dy0  4“  Ex0  4*  I)  z 4*  Gz0  4-  Hy0  4-  Izo— *K=o 

Che  se  nella  stessa  equazione  della  direttrice  si  sostitui- 
scano i valori  di  x — x0  , y — yQ  , z — z0  desunti  dalla 
generatrice  si  troverà  in  forza  della  precedente  equazione 

(A§  4*  E?  4-  Fig  4-  G)  x 4-  (B if  4-  Df  •{*  F§  4*  H)  y 
4-  (C?  4-  Dij  4-  E?  4- 1)  z 4-  4-  H>2  4-  I?  — K = o 

quindi  ponendo  per  brevità 

A^4-E?4-F>j4-Q  Bu  4- D?  4- F?  4-H 

5=3  G§  4-  Hij  4-  I?  — K ’ 2=3  G§4-H>34-I?--K 

C?  4-  D>7  4-  E?  4-  I 

" G§4-H)34-I?-K  . 

39 
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* « » »  *  * ’ • 

• • • i * 1 • « « * ' > , 

ed  insieme 

• * \ • i * t * 

^ Ax0-4-Ez04-Fy0-f-G  ^ By0-4-Dz0-4-F.r0-t-H 

1 Gx0*4-Hy0-f-Izo — K’  1 Gx0-f-Hy04-Iz0 — K 

N «=—  Cz°  Py°  E,r°  1 
Gx0  -4-  Hy0  -+•  I^o  *—  K 

le  dae  ultime  equazioni  si  trasformeranno  in 

Ljc  -4-  My  ■+•  Nz  « 1 , L,x-4-  M,y  -f.  Ntjre=  1 

Di  più  dalFequazioni  della  generatrice  abbiamo 

§ — x _ >7  — y ? — z 

• » J5ZIS3  ' ~ ■■■  ■ ■ ■ 

* Va  —y  *0  — Z 

dalle  quali  possiamo  anche  ricavare 

g - *)L  = (v  - y)M  = g - «)N 

(*„  — *)L  (y„  — y)M  (zc  — z)N 

# * • » * 

($  — g)Fx  ^ (yì  - y)M,  ^ (g  — z)N, 

(a?0  x)Lx  (y0— ■ y)Mt  ““  (z0—  z)N, 

quindi  facendo  nelle  respettive  frazioni  eguali  la  somma 
di  tutti  i numeratori,  e la  somma  di  tutti  i denomina- 
tori avremo  dae  altre  frazioni  eguali,  le  quali  si  ridur- 
ranno semplicemento  ad 

/ 

Lg  -+-  Mg  + Ng  — 1 L.g-t-M.q-t-Ng-  1 

L*„  -4-  My„  Nz„  — 1 — 1 

« . 

Avvertendo  in  fine  che 

* 

hxa  My0  -f-  N*0  “™  1 ==:  L4£  -4-  *4-  Nig  — 1 
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si  avrà 

(Lx§-+-Mli3-HN,?-1)a=(L1a:0-4-M1y0H-N1z0-1  ) (L4-4-M)74-N£-1) 

* 

TaFò  la  ricercata  equazione  del  cono  circoscritto  ad  una 
superficie  del  second’ordine,  e sarà  esso  stesso  una  su- 
perficie conica  del  second’ordine.  Sostituendo  nuovamente 
i valori  dei  sei  coefficienti  L , M , N , L*  , M, , N,  e 
rappresentando  per  <p( x,  y,  z)  la  somma  di  tutti  i ter- 
mini, dei  quali  risulta  T equazione  della  superficie  del 

second'ordinc  otterremo  con  facilità 

► » » 

^(Aa:0  -+-  Ez0  Fy0-f-G)5  -4-  (By0  -4-  D z0  *4-  Fx0 

•4“(Gz0  H-  Dy0  -4—  Cr0  «4“  l)£  *4*  Gj?o  -4-  Hy0  -+•  Iz0— 

= ? (*o  , y® , z0)  ? (5  , 17 , ?) 

• i 

È facile  di  determinare  il  luogo  geometrico  dei  punti 
di  contatto;  infatti  dalle  due  equazioni 

t • » • « 

<p(x,  y,  z)=  o , Lxa?  -h  Mxy  -+-  Nx*  « 1 

» i * 

la  prima  delle  quali  appartiene  alla  superficie  del  se- 
condo ordine,  e la  seconda  ad  un  piano,  si  deduce,  che 
la  linea  risultante  dall’intersezione  di  queste  due  super- 
ficie  sarà  interamente  situata  in  un  piano  : alla  mede- 
sima conseguenza  si  giunge  col  fare  neirequazione  del 
cono  circoscritto  £ = .r,  vj  = y , f =a  z , ciò  che  da 
primieramente 

? (?)  >! » ?)  = O 

ed  in  fine 

(Aj?o  -4-  Ezo  *4-  Fy0-+-  G)  x *4-  (By<»  “4-  DjJo  ■+■  F#0  *4-  H)y 
■+•  ( Czo  "4“  Dy0  *4-  Exo  *4-  I)  z -t-  Gj?0-t-Hyo,4,fyo— -K=o 
la  quale  per  tutti  i punti  or,  y,  z appartiene  ad  un  piano. 


612 


249.°  Si  rappresenti  la  precedente  equazione  della 
curva  piana  di  contatto  sotto  la  forma 


ove  a,  /3,  y,  $ sono  espresse  per  le  coordinate  Xo , y®,  x0 
del  vertice  della  superficie  conica.  Può  essere  che  in- 
vece del  vertice  del  cono  sia  dato  il  piano  della  curva 
di  contatto:  in  questa  ipotesi  per  la  determinazione  delle 
coordinate  del  vertice  si  avranno  le  equazioni 


oc  Xx0  <-f-  Ezo  -4-  F /0  4—  G 

y Czo  *4-  Dy®  •+*  E e®  -4*  I 

j3  • By0  4-  Dz0  *4-  Fio  4-  H 
y Cz0  Dy®  -4-  Ex0  4-  I 

$ Gr0  4-  H'/o  *+■  I«o  — K 

y C Zq  -f*  Dy®  4”  E-Co  4*  1 


le  quali  risolute  rapporto  ad  x0  , y®  , zQ  somministre- 
ranno i valori  delle  medesime  coordinate  del  vertice:  le 
quantità  date 


possono  essere  legate  fra  di  loro  o da  una  sola  relazione 


ocx  4-  /3y  4-  yx  4-  d = o 


od  anche  da  due  relazioni 


In  ambedue  i casi  la  sostituzione  dei  valori  di  ~ — 

y y y 
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darà  il  luogo  geometrico  dei  vertici  della  superficie  co- 
nica circoscritta,  della  quale  il  piano  della  curva  di  con- 
tatto ò soggetto  ad  una>o  a due  delle  date  condizioni 
Questi  risultati  si  potranno  enunciare  nel  modo  se- 
guente (*). 

1.  Se  il  piano  della  curva  di  contatto  si  muove  in 
modo  che  i coefficienti  della  sua  equazione  soddisfino  ad 
una  data  condizione,  il  vertice  della  superficie  conica  per- 
corre una  superfìcie  del  grado  medesimo  di  questa  con- 
dizione. 

» 

IL  Se  il  piano  della  curva  di  contatto  si  muove  in 
modo  che  i coefficienti  della  sua  equazione  soddisfino  a 
due  date  condizioni,  il  vertice  della  superficie  conica  per- 
corre una  curva,  che  è l’intersezione  delle  due  super- 
ficie del  grado  medesimo  di  queste  due  condizioni. 

Per  brevità  tralasciamo  di  presentare  delle  applica- 
zioni di  queste  due  proposizioni , e ci . fermeremo  al- 
quanto neU’equazione  del  cono  circoscritto  ad  un'ellis- 
soide data. 

* # * r ♦ * | 

250.°  Se  giusta  il  consueto  a,  5,  c sicno  i semiassi 

principali  di  un’ellissoide,  la  sua  equazione  con  l’ori- 
gine al  centro,  e con  gli  assi  ortogonali  paralleli  ai  se" 
miassi  principali,  sarà 


d’onde  per  le  due  funzioni  <p(  eQ , ya , z0)  9(§,  v) , ?)  ri- 
sulterà evidenteraeute 


9(*o , yo 


»,  ?)=^ 

a* 


» 

(mj  Giorgia!,  Superficie  del  secondo  grado  pag.  41* 
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\ 

e perciò  la  ricercata  equazione  del  cono  circoscritto  sarà 


Per  una  differente  supposizione  di  casi  particolari,  que- 
sta equazione  si  ridurrà  facilmente  ad  altre  equazioni 
note;  così  se  l’ellissoide  si  riduca  ad  una  sfera  di  rag- 
gio a , e che  l’asse  del  cono  coincida  con  l’asse  delle  z, 
si  avrà  a = ò = c,  a\>  = o,  y0  = o , d'onde 

• » * . . i.  . 

(Zo? — a’)*  «=  (§a  «+•  yj2  -H  (z0»—  a») 


ovvero 


4. 


1 i 


la  quale  appartiene  ad  un  cono  circolare.  Riprendendo 
poi  la  primitiva  ipotesi  che  a , b , c sieno  fra  di  loro 
differenti;  1’  equazione  della  superficie  conica  si  potrà 
presentare  anche  sotto  la  forma 


Qui  pure  per  a = b = c otterremo  semplicemente 

(«/<>£;  — — Xq >j)a  *4—  (z0J;  — • J?o^)a  (zoVJ  J/oC)2 

= a1  ^(5  — *„)»  -f-  (>7  — y„)J  -+-(?  — z„)»  ) 

É assai  facile  di  vedere,  che  il  primo  membro  esprime 
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it  doppio  dell’area  triangolare,  della  ({naie  due  lati  sono 
le  rette  che  dal  centro  della  sfera  si  conducono  ai  punti 
(?>  ?)  (*o  , y0  > *o)  ed  il  terzo  lato  sarà  la  distanza 

dei  medesimi  punti.  Per  brevità  tralasciamo  di  fare  al- 
tre applicazioni  per  le  due  iperboloidi,  e per  le  due  pa- 
raboloidi rappresentate  da  equazioni  di  già  richiamate 
ai  parag.  ,299,  . . 201.  • , 

. 251.®  Per  un  cilindro  circoscritto  ad  una  superficie 
curva.,  se  sieno  a,  ^3,  7 gli  angoli  formati  dalla  gene- 
ratrice rettilinea  con  i tre  assi  ortogonali,  si  avrà  per 

• , * t * , * • * ' * \ 

Inequazioni  della  generatrice 


5-* 


cos  a 


cos  p 


g-« 

. cos  7 ! 


quindi  come  si  ricava  dallo  stesso  pàrag.  242  potremo 
prendere  per  le  P,  Q,  H le  frazioni 


P 


Q 


R 


cosce 


COS  p 


cos  7 


m f 

d'onde  Inequazioni  della  direttrice  si  ridurranno  ad 


usso,  cos  a Dxu  -t-  cos  p D 7u  •+■  cos  7 D xu  =3  o 

* . ■»  . . « • -1 

Eliminando  adunque  le  coordinate  xy  y,  z fra  1’  equa- 
zioni della  generatrice,  e della  direttrice  si  giungerà  ad 
una  equazione*  la  quale  contenendo  le  sole  §,  >7,  f rap- 
presenterà la  superficie  cilindrica  in  questione.  Se  qui 
pure  si  prenda  una  superficie  del  secondo  ordine  come 
si  è fatto  al  parag.  248;  Inequazione  della  direttrice  di- 
verrà v ’ • • 1 v . • : - . 


(Acosa-H  F cos/3  -+-  EC0S7)  x -t-(Bcos/3«4-I>cos7-*-Fcosa)y 


(Ccos7-hDcos/3-t-Ecosa)z-hGcos«*4-Hcos/3-h  I cos7  =0 
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od  anche  ordinando  rapporto  a co9  oc , cos  /3  , cos  7 si 
otterrà  * ' 

» i * 

i k • • » , « « 

(A~c  4-  Fy  4-  Ez  4-  G)  cos  a 4-  (Fa:4-By4-Dz4-H)coSf3 


■+•  (Er  4-  Dy  4-  Cz  4-  I)  cos  7 = o 

• . " * i * 


Che  se  si  eliminano  cos  a , cos  /3  , cos  7 per  mezzo  delle 
equazioni  delia  generatrice  , e si  rifletta  all'  equazione 
della  superfìcie  del  second’ ordine,  yerrà 


(A?  4-  F>?  4-  E£  4-  G)  £ 4-  (F?  4-  B*  4-  D£  4-  H)y 


4*  (E?  4-  Dij  4"  -Off  4- 1)  z 4-  G§  4-  H17  4*  — K=o 

e ponendo  al  solito  > 


L =3  — 


M==  — 


N 


ed  insieme 


A5  4-  E?  4-  F>7  4-  G 

G5+tìiJ4i;-  K 

-»‘  ' * ■ « ? !'**:  -,  . 

B>?4-Dg4Fg4-H 

G§  4-  H>j  4-  1?  — K 

C?  4-  D>7  4-  E£  4- 1 
G?  4-  H>?  4- 1?  — K 


v 1 * * 1 p • 

j A cos  a 4-  F cos  fi  4-  E cos  7 

G cos  « 4-  H cos  4-  1 cos  7 

« B cos  /3  4-  F cos  a 4-  D cos  7 « 
G cos  oc  4-  H cos  /3  4-1  cos  7 

i|*  . C cos  7 4-  E cos  a 4-  D cos  /3 . 

G cos  oc  4-  H cos  /3  4- 1 cos  7 


•Le  due  equazioni  ordinate  rapporto  ad  xr  y,  z diverranno 
. Mr4-My  4-Nz  = 1 > L,ar  4- M,y  4- N4z  = 1 


MP 
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Ora  dall1  equazioni  della  generatrice  ricaviamo  con  fa- 
cilità., come  già  si  è fatto  per  le  superficie  coniche 

— s)L-4-(>?— — z)N (£ — y)Mi-f-(£ — i)Nt 

L cosa  4-  M cos^  4-  N cos  y l^cos  a 4-  Mxcos  fi  4-  Nxcos  y 

le  quali  in  forza  delle  precedenti  si  ridurranno  ad 

14  4-  Mq  -f-  — 1 — 1 

Lcosa  4-  Mcos|3  4-  Ncosy  Lxcos  cc  -4-  Mjcos  fi  *+r  Njcosy 

ove  avvertendo  che 

* 9 » 

L cos  a 4-M  cos  fi  4-  N cos  y = L4 
e facendo  per  brevità 

At=Acosa4-Fcos/34-Ecosy , B r =Bcosj34-F cosa-t-Dcosy 

Cl=Ccosy4-EcosoH-Dcos^3,  DI=Gcosa-f-HcosjS  ^*1  cosy 

verrà  dopo  facile  riduzione 

/g  r\-~  (A,g  C^^Dtì» 

9 lb»  b)  A.xcos  « 4-  BjCos  fi  4*  Ctcos  y 

Tal’è  l’equazione  del  cilindro  circoscritto  ad  una  super- 
ficie qualunque  del  second’ordine.  Qui  pure  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  di  contatto  è una  curva  piana,  e di 
second’ordine  come  si  vede  chiaramente  col  fare 
rj  = y , J = z , ove  la  serie  dei  punti  di  contatto  tro- 
vasi nella  superficie  del  secondo  ordine. 

Supponendo  che  la  superficie  del  secondo  ordine  si 
riduca  ad  un  ellissoide  di  semiassi  principali  a , b,  c ; 
l’equazione  del  cilindro  circoscritto  sarà  evidentemente 

/%coscc'  vcosfi  fcosy\* 
y*  fa  \ a7  ba  c2  ) 

- mmmmm  ^ «a^a™ » 

O*  àa  Ca  €08a«  cosa/3  cos*y 

. 1 d*  I 


c* 
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ove  chiamando  r una  distanza  che  del  centro  delTelIis- 
soide  si  conduce  ad  un  punto  della  medesima,  paralle- 
lamente alla  generatrice  del  cilindro,  verrà 


cos*pc  cosa/3  cos2y 

rta  b* 


e perciò  si  ridurrà  ad 

(?cosa  kjcos/5  £cosy\*  # £a 
a 2 b2  ■ c2  / a2 


n*  ?2 


— f 


Sotto  qualche  altra  forma  più  semplice  si  potrebbe  que- 
sta equazione , ma  per  brevità  tralasciamo  di  fare  non 
solo  questa , ma  ben  anche  in  particolare  per  le  altre 
superfìcie  del  second’ordine. 

252.°  Parliamo  brevemente  delle  superficie  conoidi 
circoscritte.  Supponendo  che  Tasse  della  superficie  si  con- 
fonda con  l’asse  delle  z9  e che  la  generatrice  sia  paral- 
lela al  piano  delle  xy9  l’equazioni  della  generatrice  sa- 
ranno come  si  é veduto  al  parag.  243 


Per  le  quantità  P,  Q,  R si  trova 


d’onde  l’equazioni  della  direttrice  saranno 

m = o ìcDjM  «+•  yD,u=  o 

e per  conseguenza  eliminando  le  coordinate  a*,  y,  z del 
punto  di  contatto  fra  l’equazioni  della  generatrice,  e della 
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direttrice,  otterremo  la  richiesta  equazione  della  super- 
ficie conoide  circoscritta*.  Così  chiamando  xx , yn  le 
coordinate  del  centro  di  un  ellissoide  prendiamo  la  sua 
equazione  . , 

(x  — x,)1  (y  — Vi)*  (*  — *■)•  _ 4 
« a2  à2  c2 

si  avrà 


t 


2(x  — 

a2 

• » » » 


2(y  — y.) 

A» 


d'onde  la  seconda  equazione  della  direttrice  diverrà 

* f f r ' » * «• 

x(x  — .r,)  y(y— y.) 

. = O 

a2  b* 


ove  sostituendo  al  rapporto  di  x ad  y quello  di  §,  ad  ìj 
verrà  ancora 


— x>)  n- in — v-)  = ° 


Per  eliminare  con  più  facilità  le  x , y,  z avvertiremo 
che  da  questa  ultima  equazione  si  ottiene 


iUfi—  ‘ qfo— *,)  — g (y — yt)  ^ y.g 

(2L\  if  ^lc  + 21  .*  ” «In-JL* 

\W  V a2/  a2  ^à2  «2  ^ ó» 


Inoltre  dalla  medesima  abbiamo 
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ove  sostituendo  C invece  di  z , ed  eguagliando  fra  di 
loro  le  due  differenti  trovate  espressioni  si  ricaverà 

t . t 

(y,?  — X,)))1  ri'  \ [A  (?  — «il’x 

«>  a»  ■ “ V + *r)  l1 7* — ) 

t :• 

% 

Questa  equazione  appartiene  alla  superficie  conoide  cir- 
coscritta alTellissoide;  ove  Tasse  della  conoide  si  con- 
fonde con  l’asse  delle  z.  • 

253.°  Parliamo  infine  della  circoscrizione  delle  su- 
perficie di  rivoluzione.  Quando  T asse  di  rotazione  sia 
Tasse  stesso  delle  z , allora  come  si  è veduto  al  para- 
grafo 244,  la  . sua  equazione  sarà  . 

. ' ; . . •*’  -+-  »’  = «>(*)• 

Ora  ritenendo  per  x , y , z le  coordinate  di  un  punto 
qualunque  della  linea  di  contatto e per  §,  vj,  £ le  coor- 
dinate di  un  punto  della  generatrice,  avremo  simulta- 
neamente . 

?a  -4-  >3*  = x2  •+•  , £ = x 

Le  quantità  P,  Q,  R saranno  date  dalle  frazioni 


d’onde  Tequazioni  della  direttrice  saranno 

» * . < . 

u *=  o yD*w  — xDyu  = o 

La  consueta  eliminazione  delle  x,  y,  z fra  P equazioni 
della  direttrice , e della  generatrice  darà  in  ultimo  la 
ricercata  equazione  della  superficie  circoscritta. 

Per  una  qualche  applicazione  prendiamo  come  si  c 
fatto  per  le  superficie  conoidi  un  ellissoide  generata 

dalla  rotazione  di  un  ellissi  attorno  T asse  delle  z , la 

\ % 1 


sua  equazione  potrà  essere  della  forma 
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(g—  x,)a 

a* 


(y  — v«) 

a2 


d'onde 


% — y.) 

a1 


e perciò  la  seconda  dell'equazione  della  direttrice,  di- 
verrà 

yxx  xyt  = o 

d'onde  avvertendo  anche  ali'equazioni  della  generatrice 
ricaveremo  con  facilità 

x y l/g*  -*-ya  ^ . l/~g2 -t-  >7* 

yi  iS^i2  -4-y»* 

Inoltre  dallo  stesso  rapporto  di  frazioni  abbiamo  egual- 
mente 

* — xt  __  y —y,  _ __  ^ l/g’-t-  >7* 

***  yi  l/>**  -t-y/ 

/ 

come  d’altronde 


g— g,  . y — Vi (^, )3H-(y-y i)a ^ |/cH?-*i)a 

gl  ■“  y,  l/’xia-Hyia  “c  lA^M-yi2 

dunque  formando  eguaglianza  fra  i due  valori  delle  fra- 
zioni, ed  elevando  al  quadrato  verrà 

(l /■*•*  ■+■  yi1  ± ■+•  >!’)  = ^ (eJ  — (?— *.)’) 

Eseguendo  gli  indicati  sviluppi.,  e trasponendo  ner  se- 
condo membro  il  doppio  prodotto  ed  elevando  di  nuovo 
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al  quadrato,  si  otterrà 


Questa  equazione  rappresenta  una  superficie  di  rivolu- 
zione circoscritta  ad  un  ellissoide  parimente  di  rivolu- 
zione attorno  il  comune  asse  delle  z , ed  ove  yn  zt 
sono  le  coordinate  del  centro.  Oltre  le  superficie  circo- 
scritte,  si  potrebbero  considerare  più  generalmente  le  su- 
perficie conosciute  sotto  il  nome  di  Inviluppi , rappresen- 
tate o da  equazioni  finite,  o da  equazioni  a derivate  par- 
ziali, ma  i limiti  di  già  oltrepassati  nella  compilazione 
di  questa  Opera  non  ci  permettono  di  entrare  in  que- 
sta teoria,  e possono  consultarsi  in  particolare  le  Opere 
di  Monge,  ed  i trattati  del  sig.  ab.  Moigno,  e del  sig. 
Le  Roy  ove  questa  materia  è chiaramente  e diffussa- 
mente  esposta. 


CORREZIONI 


« 

Nella  pagina  374  airullima  linea,  avanti  la  nota  invece 
di  dire  « un  contatto  dello  stesso  ordine  » dicasi  « un 
contatto  di  ordine  inferiore.  » 


Pag.  433  nell’ultima  linea  alla  forinola 

a(sen  u cos  2w  — scn  3u) 
cos  2 u 

si  sostituisca 

a(3  sen  u cos  2 u — sen  3w) 


Y = 


l/" cos  2 u 


Nella  pagina  479  alla  prima  linea  fino  alla  settima  si 
sostituisca  come  segue  : 

Se  dalla  somma  della  prima,  e della  terza  si  sottragga 
il  doppio  della  seconda,  si  otterrà  l’equazione 


o 


la  quale  non  può  essere  soddisfatta  che  dai  valori 


OSSERVAZIONE  DA  FARSI  Ab  FARAD.  ai. 

L’argomento  t dell’espressione  immaginaria  a •+-  — 1 

determinato  dalla  forinola 


rimane  in  generale  di  valor  finito  per  a=o,  /3=o , ma 

non  si  escludono  i casi  di  — =o,  e di  — =co , nei  quali 

o o 

hanno  egualmente  luogo  tutti  gli  ottenuti  risultati. 


- # 


« 
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